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PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG 
 

I - PHẦN TRẮC NGHIỆM 
Câu 1. Trong không gian ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là mét), một ngôi nhà như hình vẽ dưới đây có 

sàn nhà nằm trên mặt phẳng (ܱݕݔ). Hai mái nhà lần lượt nằm trên các mặt phẳng (ܲ): ݔ − ݕ2 +
5 = 0 và (ܳ): ݔ − ݕ2 − 3z + 20 = 0. Hỏi là chiều cao của ngôi nhà tính từ sàn nhà lên nóc nhà 
(điểm cao nhất của mái nhà) là bao nhiêu? 

 
A. 5 (݉). B. 4,5 (݉). C. 4,7 (݉). D. 5,5 (݉). 
 
II - PHẦN TRẮC NGHIỆM TRẢ LỜI NGẮN 

Câu 2. Một sân vận động được xây dựng theo mô hình là hình chóp cụt ܱܧܨܥܤ.ܦܩܣ có hai đáy song song 
với nhau. Mặt sân OAGD là hình chữ nhật và được gắn hệ trục ܱݖݕݔnhư hình vẽ (đơn vị trên mỗi 
trục tọa độ là mét). Mặt sân ܱܦܩܣ có chiều dài ܱܣ = 100݉, chiều rộng ܱܦ = 60݉ và tọa độ điểm 
;10)ܤ 10; 8). Giả sử phương trình tổng quát của mặt phẳng (ܱܤܥܣ) có dạng ܽݔ + ݕ + ݖܿ + ݀ = 0. 
Tính giá trị biểu thức ܽ + ܿ + ݀. 

 
Câu 3. Một phần sân trường được định vị bởi các điểm , , ,A B C D , như hình vẽ: 

 
Bước đầu chúng được lấy “thăng bằng” để có cùng độ cao, biết ABCD  là hình thang vuông ở A  
và B  với độ dài 25mAB  , 15mAD  , 18mBC  . Do yêu cầu kĩ thuật, khi lát phẳng phàn sân 
trường phải thoát nước về góc sân ở C  nên người ta lấy độ cao ở các điểm B , C , D  xuống thấp 
hơn so với độ cao ở A  là 10cm , cma , 6cm  tương ứng. Giá trị của a  bằng bao nhiêu? 
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Câu 4. Trong tiết thể dục học về kĩ thuật chuyền bóng hơi, Nam và An đang tập chuyền bóng cho nhau, 
Nam ném bóng cho An đỡ, quả bóng bay lên cao nhưng lại lệch sang phải của Nam và rơi xuống vị 
trí cách An 0,5 m và cách Nam 4,5 m được mô tả bằng hình vẽ bên dưới: 

 

Biết rằng quỹ đạo của quả bóng nằm trong mặt phẳng   1: 0
2

ax y cx d      và vuông góc với 

mặt đất. Khi đó giá trị của a c d   bằng (kết quả làm tròn đến hàng phần chục). 
Câu 5. Trong tiết thể dục học về kĩ thuật chuyền bóng hơi, Nam và An đang tập chuyền bóng cho nhau, 

Nam ném bóng cho An đỡ, quả bóng bay lên cao nhưng lại lệch sang phải của Nam và rơi xuống vị 
trí cách An 0,5݉ và cách Nam 4,5݉. Biết rằng quỹ đạo của quả bóng nằm trong mặt phẳng 
ݔܽ:(ߙ) + ݕܾ + ݔܿ + ݀ = 0 và vuông góc với mặt đất. Khi đó giá trị của ܽ + ܾ + ܿ + ݀ bằng (kết 
quả làm tròn đến hàng phần trăm). 

 
Câu 6. Hình dưới đây là hình ảnh minh hoạ của một toà nhà trong không gian với hệ toạ độ ܱݖݕݔ (đơn vị 

trên mỗi trục theo mét). Biết 50)ܣ;  0; ;0)ܦ,(0   20; ;3݇)ܤ,(0   2݇;  ݇) với ݇ > 0 và (ܤܥEF) phương 
trình ݖ = 3. Biết rằng toạ độ điểm ܤ(ܽ;  ܾ;  ܿ). Khi đó giá trị ܽ + ܾ + ܿ bằng bao nhiêu? 

 
Câu 7. Khi gắn hệ trục toạ độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục toạ độ là decimét) vào một ngôi nhà 1 tầng, người 

ta thấy rằng mặt trên và mặt dưới của mái nhà thuộc các mặt phẳng vuông góc với trục ܱݖ. Biết 
rằng các vị trí 3)ܣ;  4; ;9)ܦ,(33   8;  35) lần lượt thuộc mặt dưới, mặt trên của mái nhà. Độ dày của 
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mái nhà được tính bằng khoảng cách giữa mặt trên và mặt dưới của mái nhà đó. Hãy cho biết độ 
dày của mái nhà đó là bao nhiêu decimét? 

Câu 8. Hai đứa trẻ đang chơi với một quả bóng. Bé gái ném quả bóng cho bé trai. Quả bóng di chuyển 
trong không khí, uốn cong 3݉ về bên phải và rơi cách bé gái 5݉ (xem hình sau). 

 
Biết mặt phẳng chứa quỹ đạo của quả bóng vuông góc với mặt đất và phương trình tổng quát của 
nó có dạng ܽݔ + ݕܾ + ܿ = 0. Tính ܽ + ܾ + ܿ? 

Câu 9. Một công trình đang xây dựng được gắn hệ trục ܱݖݕݔ như hình vẽ dưới (đơn vị trên mỗi trục tọa 
độ là mét). Mỗi cột bê tông có dạng hình lăng trụ tứ giác đều và có tâm của mặt đáy trên lần lợt là 
;3)ܣ 2; ;6)ܤ,(3 3; ;9)ܥ,(3 4; ܦ,(2 ቀ6; 0; 5

2
ቁ. 

 
Tính khoảng cách từ điểm ܦ đến mặt phẳng (ܥܤܣ).(làm tròn đến hàng phần trăm) 

Câu 10. Trên bản thiết kế đồ hoạ 3D của một cánh đồng điện mặt trời (như hình dưới đây) trong không gian 
Oxyz, một tấm pin nằm trên mặt phẳng (P): 6x + 5y + z + 2 = 0; một tấm pin khác nằm trên mặt 
phẳng (Q) đi qua điểm M(1; 1; 1) và song song với (P). Biết phương trình mặt phẳng (Q) có dạng 
ݔܣ + ݕܤ + ݖܥ + ܦ = 0. Tính ܣ + ܤ + ܥ +  ܦ

 
Câu 11. Trên một sườn núi (có độ nghiêng đều), người ta trồng một cây thông và muốn giữ nó không bị 

nghiêng bằng hai sợi dây neo như hình vẽ. Giả thiết cây thông mọc thẳng đứng và trong một hệ tọa 
độ phù hợp, các điểm gốc ܱ (gốc cây thông) và ܤ,ܣ (nơi buộc dây neo) có tọa độ tương ứng là 
ܱ(0 ;  0 ; ; 5)ܣ ,(0   −3 ; ; 3−)ܤ ,(1   −4 ;  2), đơn vị trên mỗi trục tọa độ là mét. Biết rằng hai dây 
neo đều được buộc vào cây thông tại điểm 0)ܥ ;  0 ;  5) và được kéo căng tạo thành các đoạn thẳng. 
Khi đó, góc tạo bởi dây neo ܣܥ và mặt phẳng sườn núi là bao nhiêu độ (làm tròn kết quả đến hàng 
đơn vị của độ)? 
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Câu 12. Khi gắn hệ tọa độ ܱ  ,vào một trận địa pháo phòng không (đơn vị trên mỗi trục tính theo kilomet) ݖݕݔ

mặt phẳng (ܱݕݔ) trùng với mặt đất. Trong tập luyện, một vùng mặt phẳng trong tầm hoạt động của 
pháo được giữ bởi 3 điểm pháo 3)ܣ; 0; 0); ;0)ܤ   1,5; 0); ;0)ܥ  0;−1,5). Một mục tiêu bay từ 
;5)ܯ 2; 4) tới ܰ(1; 0;−2). Khoảng cách từ điểm pháo A tới vị trí va chạm của mục tiêu khi tới mặt 
phẳng là bao nhiêu kilomet?  

Câu 13. Hình vẽ dưới đây minh họa hình ảnh hai mái nhà của một nhà kho trong không gian với hệ tọa độ 
 .(đơn vị trên mỗi trục tọa độ là mét) ݖݕݔܱ

 
Các bức tường của nhà kho đều được xây vuông góc với mặt đất. Biết tọa độ vectơ ܲܳሬሬሬሬሬ⃑ = ;ݔ) ;ݕ  ,(ݖ
tính ݔ + ݕ +  .ݖ

Câu 14. Một công trình đang xây dựng được gắn hệ trục ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là mét). Ba bức 
tường (ܲ), (ܳ), (ܴ) (như hình vẽ) của tòa nhà lần lượt có phương trình: (ܲ):ݔ + ݕ2 − ݖ2 + 1 = 0, 
(ܳ): ݔ2 + ݕ + ݖ2 − 3 = 0, (ܴ): ݔ2 + ݕ4 − ݖ4 − 22 = 0. 

 
Tính độ rộng bức tường (ܳ) của tòa nhà là……. 

Câu 15. Một nhà hàng được xây dựng theo mô hình là hình chóp cụt ܱܧܨܥܤ.ܦܩܣ có hai đáy song song với 
nhau. Mặt sân ܱܦܩܣ là hình chữ nhật và được gắn hệ trục ܱݖݕݔ như hình vẽ dưới (đơn vị trên mỗi 
trục tọa độ là mét). Mặt sân ܱܦܩܣ có chiều dài ܱܣ = 100݉, chiều rộng ܱܦ = 60݉ và tọa độ điểm 
;10)ܤ 10; 8). 

y

z 

x 

Q 

O

P(6;0;4)

A(12;0;10)

C(0;8;20)

B(12 ;8;20)

D(0;0;10)
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Khoảng cách từ điểm ܩ đến mặt phẳng (ܱܦܧܤ) là……. (làm tròn đến hàng phần chục) 

Câu 16. Hình bên dưới minh họa hình ảnh hai mái nhà của một nhà kho trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ 
(đơn vị trên mỗi trục tọa độ là mét). Các bức tường của nhà kho đều được xây vuông góc với mặt 
đất. Biết rằng tọa độ của điểm ܲ(ܽ; ܾ; ܿ). Khi đó giá trị ܽ + ܾ + ܿ bằng bao nhiêu? 

 
Câu 17. Trên thiết kế đồ họa 3D của một cánh đồng điện mặt trời trong không gian ܱݖݕݔ, một tấm pin nằm 

trên mặt phẳng (ܲ):ݔ + ݕ2 + ݖ3 + 2 = 0; một tấm pin khác nằm trên mặt phẳng (ܳ) đi qua điểm 
;1)ܯ 2; 3) và song song với mặt phẳng (ܲ). Biết rằng phương trình mặt phẳng (ܳ) có dạng ܽݔ +
ݕ2 + ݖܾ + ܿ = 0. Khi đó giá trị ܽ + ܾ + ܿ bằng bao nhiêu? 

 
Câu 18. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là km), một máy bay đang ở vị 

trí 2,5−;3)ܣ; 0,5) và sẽ hạ cánh ở vị trí 3)ܤ; 8,5; 0) trên đường băng (Hình minh họa bên dưới). 
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Có một lớp mây được mô phỏng bởi một mặt phẳng (ߙ) đi qua ba điểm 9)ܯ; 0; 0), ܰ(0;−9; 0) và 
ܲ(0; 0; 0,9). Tính độ cao của máy bay (tính theo đơn vị km) khi máy bay xuyên qua đám mây để 
hạ cánh.  

Câu 19. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là km), một máy bay đang ở vị 
trí 2,5−;3)ܣ; 0,5) và sẽ hạ cánh ở vị trí 3)ܤ; 8,5; 0) trên đường băng (Hình minh họa bên dưới). 

 
Sau bao nhiêu phút máy bay từ vị trí A hạ cánh tại vị trí B? Biết tốc độ của máy bay là 250 km/h 
trên quãng đường AB (làm tròn kết quả đến hàng phần trăm của phút). 

Câu 20. Hình bên dưới minh hoạ một khu nhà đang xây dựng được gắn hệ trục toạ độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên các 
trục là mét). 

 
Mỗi cột bê tông có dạng hình lăng trụ tứ giác đều cạnh đáy dài 1݉ và tâm của mặt đáy trên lần lượt 
là các điểm 2)ܣ; 1; ;4)ܤ,(3 3; ;6)ܥ,(3 3; ;4)ܦ ,(3 0; 2,5). Giám sát công trình tính toán nhận thấy 
 không đồng phẳng, yêu cầu bên nhà thầu tính khối lượng bê tông cần bổ sung để độ cao ܦ,ܥ,ܤ,ܣ
các cột bê tông bằng nhau. Tính thể tích bê tông cần bổ sung (giả sử thể tích phần cốt thép là 3% 
trên một mét khối bê tông, làm tròn kết quả đến hàng phần 10). 

Câu 21. Biết góc quan sát ngang của một camera là 116°. Trong không gian ܱݖݕݔ, camera được đặt tại điểm 
;2)ܣ 1; 5) và chiếu thẳng về phía mặt phẳng (ܲ): ݔ2 − ݕ − ݖ2 + 13 = 0. Hỏi vùng quan sát được 
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trên mặt phẳng (ܲ) của camera là hình tròn có đường kính bằng bao nhiêu? (làm tròn kết quả đến 
chữ số hàng chục) 

 
Câu 22. Khi gắn hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ vào một ngôi nhà 1 tầng có diện tích 50݉2, người ta thấy rằng mặt trên 

và mặt dưới của mái nhà thuộc các mặt phẳng vuông góc với trục ܱݖ. Biết rằng các vị trí 3)ܣ; 4; 33) 
và 9)ܤ; 8; 35) lần lượt thuộc mặt dưới, mặt trên của mái nhà. Độ dày của mái nhà được tính bằng 
khoảng cách giữa mặt trên và mặt dưới của mái nhà đó. Biết giá tiền 1݉3 bê tông tươi là 1.100.000, 
tiền công đổ mái là 100.000 đồng trên 1 m2. Chi phí chủ nhà phải trả để đổ được mái bằng bao nhiêu. 

Câu 23. Một kim tự tháp Khafre ở Ai Cập có dạng hình chóp tứ giác đều với chiều cao 136 m và cạnh đáy 
dài 152 m. Người ta gắn hệ trục toạ độ như hình vẽ 

 
Cô-sin góc giữa hai mặt bên kề nhau của kim tự tháp bằng (kết quả làm tròn đến hàng phần trăm). 

Câu 24. Trong không gian ܱݖݕݔ(đơn vị của các trục tọa độ là ki – lô - mét), đài kiểm soát không lưu sân 
bay có tọa độ (−64; 128; 64). Máy bay bay trong phạm vi cách đài kiểm soát không quá 500 km thì 
sẽ hiển thị trên màn hình ra đa. Một máy bay ܰ  xuất hiện trên màn hình ra đa và một máy bay ܯnằm 
trong mặt phẳng (ܲ):ݔ − ݕ2 + ݖ2 − 1458 = 0 sao cho hai máy bay ܯ,ܰ thuộc đường thẳng có 
vectơ chỉ phương là ݑሬ⃗ = (1; 1; 1). Khoảng cách nhỏ nhất giữa hai máy bay ܯ,ܰ là bao nhiêu km? 
(kết quả làm tròn đến hàng đơn vị) 

Câu 25. Manhattanhenge (Hình 1) là một sự kiện diễn ra khi Mặt Trời mọc hoặc khi Mặt Trời lặn nằm thẳng 
hàng với các tuyến phố Đông - Tây thuộc mạng lưới đường phố chính tại quận Manhattan của thành 
phố New York. Khi mặt trời lặn, tia sáng song song mặt đất lệch một góc khoảng 380 so với hướng 
tây (Hình 2). 
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Hình 1 Hình 2 

Giả sử mặt tiền các tòa nhà hai bên đường nằm trong 2 mặt phẳng song song cách nhau 30݉ và 
vuông góc với mặt đất. Biết rằng mặt phẳng phía bắc đi qua gốc ܱ của hệ trục ܱݖݕݔ, với tia ܱݖ 
vuông góc với mặt đất và hướng lên trên. Phương trình mặt phẳng thứ hai có dạng (ܳ): ݔ + ݕܽ +
ݖܾ + ܿ = 0, với ܿ = ௠

ୱ୧୬௡బ
. Tính ݉ + ݊. 
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KHOẢNG CÁCH TRONG PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG 
 

I - PHẦN TRẮC NGHIỆM TRẢ LỜI NGẮN 
Câu 26. Phần mềm điều khiển máy in 3D cho biết đầu in phun của máy đang đặt tại điểm  3;4;24M (đơn 

vị: cm). Tính khoảng cách từ đầu in đến khay đặt vật in có phương trình 4 0z   . 

 
Câu 27. Phần mềm của máy tiện kĩ thuật số CNC (Computer Numerical Control) đang biểu diễn một chi tiết 

máy như hình vẽ dưới đây: 

 
a) Tìm tọa độ các điểm A , B , C , D . 
b) Viết phương trình mặt phẳng  ABC  và mặt phẳng  ACD . 

c) Cho biết đầu mũi tiện đang đặt tại điểm  0; 60; 40M . Tính khoảng cách từ điểm M  đến mặt 

phẳng  ABC . 

Câu 28. Trong không gian Oxyz  (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là mét), một ngôi nhà như hình vẽ dưới đây có 

sàn nhà nằm trên mặt phẳng  Oxy . Hai mái nhà lần lượt nằm trên các mặt phẳng 

  : 2 5 0P x y    và   : 2 3z 20 0Q x y    . Hỏi là chiều cao của ngôi nhà tính từ sàn nhà lên 

nóc nhà (điểm cao nhất của mái nhà) là bao nhiêu? 
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Câu 29. Hình bên dưới minh hoạ một khu nhà đang xây dựng được gắn hệ trục toạ độ Oxyz  (đơn vị trên các 
trục là mét). 

 
Mỗi cột bê tông có dạng hình lăng trụ tứ giác đều cạnh đáy dài 1m  và tâm của mặt đáy trên lần lượt 
là các điểm      2;1;3 , 4;3;3 , 6;3;3A B C ,  4;0;2,5D . Giám sát công trình tính toán nhận thấy 

, , ,A B C D  không đồng phẳng, yêu cầu bên nhà thầu tính khối lượng bê tông cần bổ sung để độ cao 
các cột bê tông bằng nhau. Tính thể tích bê tông cần bổ sung (giả sử thể tích phần cốt thép là 3%  
trên một mét khối bê tông). 

Câu 30. Một ngôi nhà có các bậc thang của cầu thang đã thiết lập hệ tọa độ Oxyz . Biết hai mặt bậc thang 

song song nằm trên hai mặt phẳng phân biệt:   : 2 2 8 0P x y z     và   : 2 2 2 0Q x y z    . 

Khoảng cách giữa hai bậc thang này bằng bao nhiêu? 

 
Câu 31. Biết góc quan sát ngang của một camera là 116 . Trong không gian Oxyz , camera được đặt tại điểm 

 2;1;5A  và chiếu thẳng về phía mặt phẳng   : 2 2 13 0P x y z    . Hỏi vùng quan sát được trên 

mặt phẳng  P  của camera là hình tròn có đường kính bằng bao nhiêu? (làm tròn kết quả đến chữ 

số hàng chục) 
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PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG 
 

I - PHẦN TRẮC NGHIỆM 
Câu 1. Trong không gian ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là mét), một ngôi nhà như hình vẽ dưới đây có 

sàn nhà nằm trên mặt phẳng (ܱݕݔ). Hai mái nhà lần lượt nằm trên các mặt phẳng (ܲ): ݔ − ݕ2 +
5 = 0 và (ܳ): ݔ − ݕ2 − 3z + 20 = 0. Hỏi là chiều cao của ngôi nhà tính từ sàn nhà lên nóc nhà 
(điểm cao nhất của mái nhà) là bao nhiêu? 

 
A. 5 (݉). B. 4,5 (݉). C. 4,7 (݉). D. 5,5 (݉). 

Lời giải 

Những điểm thuộc đường nóc nhà có tọa độ thỏa mãn hệ ൜ݔ − ݕ2 + 5 = 0
ݔ − ݕ2 − 3z + 20 = 0. 

Từ phương trình thứ nhất chọn ݔ = −5 ⇒ ݕ = 0. Thay vào phương trình còn lại ta được ݖ = 5. 
Vậy điểm 5−)ܣ; 0; 5) là một điểm thuộc đường nóc nhà. Khi đó chiều cao cần tìm của của ngôi nhà 
là khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (ܱݕݔ) và bằng 5 mét. 
 
II - PHẦN TRẮC NGHIỆM TRẢ LỜI NGẮN 

Câu 2. Một sân vận động được xây dựng theo mô hình là hình chóp cụt ܱܧܨܥܤ.ܦܩܣ có hai đáy song song 
với nhau. Mặt sân OAGD là hình chữ nhật và được gắn hệ trục ܱݖݕݔnhư hình vẽ (đơn vị trên mỗi 
trục tọa độ là mét). Mặt sân ܱܦܩܣ có chiều dài ܱܣ = 100݉, chiều rộng ܱܦ = 60݉ và tọa độ điểm 
;10)ܤ 10; 8). Giả sử phương trình tổng quát của mặt phẳng (ܱܤܥܣ) có dạng ܽݔ + ݕ + ݖܿ + ݀ = 0. 
Tính giá trị biểu thức ܽ + ܿ + ݀. 

 
Lời giải 

Gắn hình chóp cụt vào hệ trục ܱݖݕݔ, ta có: 
ܱ(0; 0; ;100)ܣ,(0 0; ;100)ܩ,(0 60; ;0)ܦ,(0 60; ;10)ܤ,(0 10; 8) 

Do ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ = (100; 0; ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ,(0 = (10; 10; 8) nên ሬ݊⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ] ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ, ] = (0;−100; 1000). 
Suy ra mặt phẳng (ܱܤܥܣ) có vectơ pháp tuyến là ݊ଵ ሬሬሬሬሬ⃗ = (0; 1;−10). 
Phương trình tổng quát của mặt phẳng (ܱܤܥܣ) là ݕ − ݖ10 = 0. 
Do đó ܽ = 0, ܿ = −10,݀ = 0. Vậy ܽ + ܿ + ݀ = 0 − 10 + 0 = −10. 

Câu 3. Một phần sân trường được định vị bởi các điểm , , ,A B C D , như hình vẽ: 
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Bước đầu chúng được lấy “thăng bằng” để có cùng độ cao, biết ABCD  là hình thang vuông ở A  
và B  với độ dài 25mAB  , 15mAD  , 18mBC  . Do yêu cầu kĩ thuật, khi lát phẳng phàn sân 
trường phải thoát nước về góc sân ở C  nên người ta lấy độ cao ở các điểm B , C , D  xuống thấp 
hơn so với độ cao ở A  là 10cm , cma , 6cm  tương ứng. Giá trị của a  bằng bao nhiêu? 

Lời giải 

 

Chọn hệ trục tọa độ Oxyz  sao cho O A , tia Ox AD ; tia Oy AB . 

Khi đó:  0;0;0A ;  0;2500;0B ;  1800;2500;0C ;  1500;0;0D . 

Khi hạ độ cao các điểm ở các điểm B , C , D  xuống thấp hơn so với độ cao ở A  là 10cm , cma

6cm  tương ứng ta có các điểm mới  0;2500; 10B  ;  1800;2500;C a  ;  1500;0; 6D  . Theo 

bài ra có bốn điểm A ; B ; C  ; D  đồng phẳng. 

Phương trình mặt phẳng   : 250 0AB D x y z     . 

Do    1800; 2500;C a AB D     nên ta có 1800 2500 250 0 17,2a a     . 

Vậy 17,2cma  . 

Câu 4. Trong tiết thể dục học về kĩ thuật chuyền bóng hơi, Nam và An đang tập chuyền bóng cho nhau, 
Nam ném bóng cho An đỡ, quả bóng bay lên cao nhưng lại lệch sang phải của Nam và rơi xuống vị 
trí cách An 0,5 m và cách Nam 4,5 m được mô tả bằng hình vẽ bên dưới: 
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Biết rằng quỹ đạo của quả bóng nằm trong mặt phẳng   1: 0
2

ax y cx d      và vuông góc với 

mặt đất. Khi đó giá trị của a c d   bằng (kết quả làm tròn đến hàng phần chục). 
Lời giải 

 
Chọn hệ trục như hình vẽ. Gọi M  là điểm mà quả bóng chạm đất. 

Khi đó 0,5Mx  , 2 24,5 0,5 2 5My     

Vì    Oxy   nên    có vectơ chỉ phương  0;0;1k 


. 

Mà    có véc tơ chỉ phương  0,5;2 5;0OM 


 

Khi đó vec tơ pháp tuyến của    là  , 2 5;0,5;0n k OM
    

  
. 

Vậy   : 2 5 0,5 0x y     nên 2 5; 0,5; 0; 0 4,5a b c d a b c d           . 

Câu 5. Trong tiết thể dục học về kĩ thuật chuyền bóng hơi, Nam và An đang tập chuyền bóng cho nhau, 
Nam ném bóng cho An đỡ, quả bóng bay lên cao nhưng lại lệch sang phải của Nam và rơi xuống vị 
trí cách An 0,5݉ và cách Nam 4,5݉. Biết rằng quỹ đạo của quả bóng nằm trong mặt phẳng 
ݔܽ:(ߙ) + ݕܾ + ݔܿ + ݀ = 0 và vuông góc với mặt đất. Khi đó giá trị của ܽ + ܾ + ܿ + ݀ bằng (kết 
quả làm tròn đến hàng phần trăm). 
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Lời giải 

 
Chọn hệ trục như hình vẽ. Gọi ܯ là điểm mà quả bóng chạm đất. 

Khi đó ݔெ = ெݕ ,0,5 = ඥ4, 5ଶ − 0, 5ଶ = 2√5 

Vì (ߙ) ⊥ có véc tơ chỉ phương ሬ݇⃗ (ߙ) nên(ݕݔ0) = (0; 0; 1). 

Mà (ߙ) có véc tơ chỉ phương ܱܯሬሬሬሬሬሬ⃗ = ൫0,5; 2√5; 0൯ 

Khi đó véc tơ pháp tuyến của (ߙ) là ݊ఈሬሬሬሬ⃗ = ൣሬ݇⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ, ൧ = ൫−2√5; 0,5; 0൯. 

⇒ ݔ5√2−:(ߙ) + ݕ0,5 = 0. 

⇒ ܽ = −2√5;ܾ = 0,5; ܿ = 0;݀ = 0 ⇒ ܽ + ܾ + ܿ + ݀ ≈ −3,97. 
Câu 6. Hình dưới đây là hình ảnh minh hoạ của một toà nhà trong không gian với hệ toạ độ ܱݖݕݔ (đơn vị 

trên mỗi trục theo mét). Biết 50)ܣ;  0; ;0)ܦ,(0   20; ;3݇)ܤ,(0   2݇;  ݇) với ݇ > 0 và (ܤܥEF) phương 
trình ݖ = 3. Biết rằng toạ độ điểm ܤ(ܽ;  ܾ;  ܿ). Khi đó giá trị ܽ + ܾ + ܿ bằng bao nhiêu? 

 
Lời giải 

Vì 3݇)ܤ;  2݇;  ݇) thuộc mặt phẳng (ܤܥEF): ݖ = 3 nên ݇ = 3. Vậy 9)ܤ;  6;  3). Khi đó giá trị ܽ +
ܾ + ܿ = 18. 

Câu 7. Khi gắn hệ trục toạ độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục toạ độ là decimét) vào một ngôi nhà 1 tầng, người 
ta thấy rằng mặt trên và mặt dưới của mái nhà thuộc các mặt phẳng vuông góc với trục ܱݖ. Biết 
rằng các vị trí 3)ܣ;  4; ;9)ܦ,(33   8;  35) lần lượt thuộc mặt dưới, mặt trên của mái nhà. Độ dày của 
mái nhà được tính bằng khoảng cách giữa mặt trên và mặt dưới của mái nhà đó. Hãy cho biết độ 
dày của mái nhà đó là bao nhiêu decimét? 

Lời giải 
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Do mặt dưới của mái nhà thuộc mặt phẳng vuông góc với trục ܱݖ và đi qua điểm 3)ܣ;  4;  33) nên 
phương trình mặt phẳng chứa mặt dưới của mái nhà là:  

ݖ − 33 = 0. 

Khoảng cách từ điểm ܦ đến mặt phẳng chứa mặt dưới của mái nhà bằng:  
|ଷହିଷଷ|

√଴మା଴మାଵమ
= 2. 

Vậy độ dày của mái nhà là 2 dm. 
Câu 8. Hai đứa trẻ đang chơi với một quả bóng. Bé gái ném quả bóng cho bé trai. Quả bóng di chuyển 

trong không khí, uốn cong 3݉ về bên phải và rơi cách bé gái 5݉ (xem hình sau). 

 
Biết mặt phẳng chứa quỹ đạo của quả bóng vuông góc với mặt đất và phương trình tổng quát của 
nó có dạng ܽݔ + ݕܾ + ܿ = 0. Tính ܽ + ܾ + ܿ? 

Lời giải 
Chọn hệ trục toạ độ như hình vẽ: 

 
Ta có ܱܥ = ଶܤܱ√ − ଶܥܤ = 4 suy ra 3)ܤ; 4; 0). 
Mặt phẳng chứa quỹ đạo đi qua ܱ(0; 0; 0) và nhận ሬ݇⃗ (0; 0; ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ ,(1 (3; 4; 0) làm vec tơ chỉ phương. 
Suy ra vec tơ pháp tuyến ሬ݊⃗ = ൣሬ݇⃗ ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ; ൧ = (−4; 3; 0) 
Vậy phương trình mặt phẳng chứa quỹ đạo của quả bóng là: −4(ݔ − 0) + ݕ)3 − 0) + ݖ)0 − 0) =
0 ⇔ ݔ4 − ݕ3 = 0. ܽ + ܾ + ܿ = 1. 

Câu 9. Một công trình đang xây dựng được gắn hệ trục ܱݖݕݔ như hình vẽ dưới (đơn vị trên mỗi trục tọa 
độ là mét). Mỗi cột bê tông có dạng hình lăng trụ tứ giác đều và có tâm của mặt đáy trên lần lợt là 
;3)ܣ 2; ;6)ܤ,(3 3; ;9)ܥ,(3 4; ܦ,(2 ቀ6; 0; 5

2
ቁ. 

 
Tính khoảng cách từ điểm ܦ đến mặt phẳng (ܥܤܣ).(làm tròn đến hàng phần trăm) 

Lời giải 
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Ta có 
ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ = (3; 1; ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ;(0 = (6; 2; 1) 

Mặt phẳng (ܥܤܣ) có vectơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ = (−1; 3; 0) nên phương trình (ܥܤܣ):ݔ − ݕ3 + 3 =
0. 
Vậy khoảng cách cần tìm là ݀൫ܦ, ൯(ܥܤܣ) = |ଵ.଺ାଷ|

ඥଵమା(ିଷ)మ
= ଽ√ଵ଴

ଵ଴
. 

Câu 10. Trên bản thiết kế đồ hoạ 3D của một cánh đồng điện mặt trời (như hình dưới đây) trong không gian 
Oxyz, một tấm pin nằm trên mặt phẳng (P): 6x + 5y + z + 2 = 0; một tấm pin khác nằm trên mặt 
phẳng (Q) đi qua điểm M(1; 1; 1) và song song với (P). Biết phương trình mặt phẳng (Q) có dạng 
ݔܣ + ݕܤ + ݖܥ + ܦ = 0. Tính ܣ + ܤ + ܥ +  ܦ

 
Lời giải 

Vì (ܳ)//(ܲ) nên (ܳ) có một véc tơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ = (6; 5; 1) 
Nên phương trình mặt phẳng (ܳ): ݔ6 + ݕ5 + ݖ − 12 = ܣ .0 + ܤ + ܥ + ܦ = 0. 

Câu 11. Trên một sườn núi (có độ nghiêng đều), người ta trồng một cây thông và muốn giữ nó không bị 
nghiêng bằng hai sợi dây neo như hình vẽ. Giả thiết cây thông mọc thẳng đứng và trong một hệ tọa 
độ phù hợp, các điểm gốc ܱ (gốc cây thông) và ܤ,ܣ (nơi buộc dây neo) có tọa độ tương ứng là 
ܱ(0 ;  0 ; ; 5)ܣ ,(0   −3 ; ; 3−)ܤ ,(1   −4 ;  2), đơn vị trên mỗi trục tọa độ là mét. Biết rằng hai dây 
neo đều được buộc vào cây thông tại điểm 0)ܥ ;  0 ;  5) và được kéo căng tạo thành các đoạn thẳng. 
Khi đó, góc tạo bởi dây neo ܣܥ và mặt phẳng sườn núi là bao nhiêu độ (làm tròn kết quả đến hàng 
đơn vị của độ)? 

 
Lời giải 

Ta có ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ = (5 ; −3 ; ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ ,(1  = (−3 ; −4 ;  2)nên ൣܱܣ
ሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ, ൧ = ቀቚ−3 1

−4 2ቚ  ;  ቚ1 5
2 − 3ቚ ;  ቚ5 − 3

−3 − 4ቚቁ

 = (−2 ; −13 ; −11)
. 

Suy ra vectơ ሬ݊⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱൣ ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ, ൧ = (−2 ; −13 ; −11) là một vecto pháp tuyến của mặt phẳng (ܱܤܣ). 
Mặt khác ܣܥሬሬሬሬሬ⃗ = (5 ; −3 ; −4) nên ta có 

sin൫ܣܥ, ൯(ܤܣܱ) = หcos൫ܣܥሬሬሬሬሬ⃗ , ሬ݊⃗ ൯ห =
หܣܥሬሬሬሬሬ⃗ . ሬ݊⃗ ห
หܣܥሬሬሬሬሬ⃗ ห. | ሬ݊⃗ |

=
|5. (−2) + (−3). (−13) + (−4). (−11)|

ඥ5ଶ + (−3)ଶ + (−4)ଶ.ඥ(−2)ଶ + (−13)ଶ + (−11)ଶ
=

73
70√3
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Suy ra ൫ܣܥ, ൯(ܤܣܱ) ≈ 37°. Vậy góc tạo bởi dây neo ܣܥ và mặt phẳng sườn núi khoảng 37°. 
Câu 12. Khi gắn hệ tọa độ ܱ  ,vào một trận địa pháo phòng không (đơn vị trên mỗi trục tính theo kilomet) ݖݕݔ

mặt phẳng (ܱݕݔ) trùng với mặt đất. Trong tập luyện, một vùng mặt phẳng trong tầm hoạt động của 
pháo được giữ bởi 3 điểm pháo 3)ܣ; 0; 0); ;0)ܤ   1,5; 0); ;0)ܥ  0;−1,5). Một mục tiêu bay từ 
;5)ܯ 2; 4) tới ܰ(1; 0;−2). Khoảng cách từ điểm pháo A tới vị trí va chạm của mục tiêu khi tới mặt 
phẳng là bao nhiêu kilomet?  

Lời giải 
Gọi mặt phẳng (ܲ) đi qua 3 điểm pháo 3)ܣ; 0; 0); ;0)ܤ   1,5; 0); ;0)ܥ  0;−1,5) nên có phương trình 
là ௫

ଷ
+ ௬

ଵ,ହ
+ ௭

ିଵ,ହ
= 1 ⇔ ݔ + ݕ2 − ݖ2 − 3 = 0. 

Giả sử điểm ீݔ)ܩ ீݕ; ; ܩ là vị trí khi mục tiêu bay tới mặt phẳng (ܲ) để tới vị trí N nên (ீݖ ∈ (ܲ). 
Do ܩܯሬሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܰܯ,  là 2 vecto cùng hướng nên tồn tại số thực ݐ > 0 sao cho ܩܯሬሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܰܯݐ  

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܩܯ = ீݔ) − 5; ீݕ − 2; ீݖ − ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܰܯ;(4 = (−4;−2;−6) 

Nên ൝
ீݔ − 5 = ݐ4−
ீݕ − 2 = ݐ2−
ீݖ − 4 = ݐ6−

⇔ ൝
ீݔ = 5 − ݐ4
ீݕ = 2− ݐ2
ீݖ = 4 − ݐ6

 

Vì ܩ ∈ (ܲ) ⇔ 5 − ݐ4 + 2(2− (ݐ − 2(4 − (ݐ6 = 3 ⇔ ݐ = ଵ
ଶ
 ⇒ ;3)ܩ  1;  1). 

ሬሬሬሬሬ⃗ܩܣ = (0; 1; 1) ⇒ ܩܣ = √2 = 1,41. 
Vậy khoảng cách từ vị trí A đến điểm va chạm là 1,41 km. 

Câu 13. Hình vẽ dưới đây minh họa hình ảnh hai mái nhà của một nhà kho trong không gian với hệ tọa độ 
 .(đơn vị trên mỗi trục tọa độ là mét) ݖݕݔܱ

 
Các bức tường của nhà kho đều được xây vuông góc với mặt đất. Biết tọa độ vectơ ܲܳሬሬሬሬሬ⃑ = ;ݔ) ;ݕ  ,(ݖ
tính ݔ + ݕ +  .ݖ

Lời giải 
Hai mặt phẳng tương ứng mỗi mái nhà là (ܲܤܣ) và (ܲܦܥ). 
?Do (ܲܤܣ) có cặp VTCP là ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ (0; 8; ሬሬሬሬሬ⃗ܲܣ ,(10 (−6; 0;−6) ⇒ ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣൣ có VTPT là (ܲܤܣ) ሬሬሬሬሬ⃗ܲܣ, ൧ =
(−48;−60; 48). 
Mà (ܲܤܣ) đi qua ܲ(6; 0; 4) ⇒ ݔ)48−:(ܲܤܣ) − 6) − ݕ)60 − 0) + ݖ)48 − 6) = 0 
⇔ ݔ4 + ݕ5 − ݖ4 − 8 = 0. 
?Do (ܲܦܥ) có cặp VTCP là ܲܦሬሬሬሬሬ⃗ (6; ሬሬሬሬሬ⃗ܥܦ ,(6−;0 (0; 8; 10) ⇒ ሬሬሬሬሬ⃗ܲܦൣ có VTPT là (ܲܦܥ) ሬሬሬሬሬ⃗ܥܦ, ൧ =
(48;−60; 48). 
Mà (ܲܦܥ) đi qua ܲ(6; 0; 4) ⇒ :(ܲܦܥ) ݔ)48 − 6)− ݕ)60 − 0) + ݖ)48 − 4) = 0 
⇔ ݔ4 − ݕ5 + ݖ4 − 40 = 0. 
?Vì các bức tường của nhà kho đều được xây vuông góc với mặt đất nên với hệ tọa độ trên, ta có 
ݕ:(ܳܤܥ) − 8 = 0. 
?Ta thấy ܳ thuộc cả 3 mặt phẳng (ܲܤܣ), (ܲܦܥ) và (ܳܤܥ) 
Suy ra tọa độ ܳ là nghiệm của hệ phương trình: 

൝
ݔ4 + ݕ5 − ݖ4 − 8 = 0
ݔ4 − ݕ5 + ݖ4 − 40 = 0
ݕ − 8 = 0

⇒ ൝
ݔ = 6
ݕ = 8
ݖ = 14

⇒ ܳ(6; 8; 14) ⇒ ܲܳሬሬሬሬሬ⃗ (0; 8; ݔ .(10 + ݕ + ݖ = 18  

y

z 

x 

Q 

O

P(6;0;4)

A(12;0;10)

C(0;8;20)

B(12 ;8;20)

D(0;0;10)
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Câu 14. Một công trình đang xây dựng được gắn hệ trục ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là mét). Ba bức 
tường (ܲ), (ܳ), (ܴ) (như hình vẽ) của tòa nhà lần lượt có phương trình: (ܲ):ݔ + ݕ2 − ݖ2 + 1 = 0, 
(ܳ): ݔ2 + ݕ + ݖ2 − 3 = 0, (ܴ): ݔ2 + ݕ4 − ݖ4 − 22 = 0. 

 
Tính độ rộng bức tường (ܳ) của tòa nhà là……. 

Lời giải 
Ta có 
ݔ:(ܲ) + ݕ2 − ݖ2 + 1 = 0 có vectơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ ௉ = (1; 2;−2) 
(ܳ): ݔ2 + ݕ + ݖ2 − 3 = 0 có vectơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ ொ = (2; 1; 2) 
(ܴ): ݔ2 + ݕ4 − ݖ4 − 22 = 0. có vectơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ ோ = (2; 4;−4) 
Ta có ሬ݊⃗ ோ = 2 ሬ݊⃗ ௉; ଵ

ଶ
= ଶ

ସ
= ିଶ

ିସ
≠ ଵ

ିଶଶ
 nên hai bức tường (ܲ) và (ܴ) song song nhau 

ሬ݊⃗ ௉ . ሬ݊⃗ ொ = 1.2 + 2.1 + (−2). 2 = 0 ⇒ ሬ݊⃗ ௉ ⊥ ሬ݊⃗ ொ nên bức tường (ܳ) vuông góc với hai bức tường (ܲ) 
và (ܴ). 
Chọn điểm 1−)ܯ; 0; 0) ∈ (ܲ) Do hai bức tường (ܲ) và (ܴ) song song nhau nên: 
݀൫(ܲ), (ܴ)൯ = ݀൫ܯ, (ܴ)൯ = |ଶ.(ିଵ)ାସ.଴ିସ.଴ିଶଶ|

√ସାଵ଺ାଵ଺
= ଶସ

଺
= 4݉ Vậy độ rộng bức tường (ܳ) của tòa nhà 

là 4݉. 
Câu 15. Một nhà hàng được xây dựng theo mô hình là hình chóp cụt ܱܧܨܥܤ.ܦܩܣ có hai đáy song song với 

nhau. Mặt sân ܱܦܩܣ là hình chữ nhật và được gắn hệ trục ܱݖݕݔ như hình vẽ dưới (đơn vị trên mỗi 
trục tọa độ là mét). Mặt sân ܱܦܩܣ có chiều dài ܱܣ = 100݉, chiều rộng ܱܦ = 60݉ và tọa độ điểm 
;10)ܤ 10; 8). 

 
Khoảng cách từ điểm ܩ đến mặt phẳng (ܱܦܧܤ) là……. (làm tròn đến hàng phần chục) 

Lời giải 

 
Tính khoảng cách từ điểm ܩ đến mặt phẳng (ܱܦܧܤ). ܱܦሬሬሬሬሬሬ⃗ = (0; 60; ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ,(0 = (10; 10; 8) 
Vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (ܱܦܧܤ) là ሬ݊⃗ = ሬሬሬሬሬሬ⃗ܦܱൣ ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ, ൧ = (480; 0;−600) 
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Phương trình mặt phẳng (ܱܦܧܤ) đi qua điểm ܱ(0; 0; 0) và có vectơ pháp tuyến ሬ݊⃗ ଵ = (4; 0;−5) 
là: 4ݔ − ݖ5 = 0 
Khoảng cách từ điểm ܩ đến mặt phẳng (ܱܦܧܤ) là: 
݀൫ܩ, ൯(ܦܧܤܱ) = |ସ.ଵ଴଴ିହ.଴|

√ଵ଺ାଶହ
= ସ଴଴√ସଵ

ସଵ
≈ 62,5݉  

Câu 16. Hình bên dưới minh họa hình ảnh hai mái nhà của một nhà kho trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ 
(đơn vị trên mỗi trục tọa độ là mét). Các bức tường của nhà kho đều được xây vuông góc với mặt 
đất. Biết rằng tọa độ của điểm ܲ(ܽ; ܾ; ܿ). Khi đó giá trị ܽ + ܾ + ܿ bằng bao nhiêu? 

 
Lời giải 

Vì các bức tường của nhà kho được xây vuông góc với mặt đất nên với hệ tọa độ trên ta có 
;ݔ)ܲ  0;  .(ݖ 
Mặt phẳng (ܳܤܣ) có cặp vectơ chỉ phương là ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ = (0;  20;  1) và ܳܤሬሬሬሬሬ⃗ = (−5;  0; −3) nên (ܳܤܣ) 
có một vectơ pháp tuyến là: ൣܤܣሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬ⃗ܳܤ, ൧ = (−60; −5;  100). Mà mặt phẳng (ܳܤܣ) đi qua điểm 
;10)ܣ  0;  9) nên có phương trình là: 
ݔ)60− − 10)− ݕ)5 − 0) + ݖ)100 − 9) = 0 ⇔ ݔ60− − ݕ5 + ݖ100 − 300 = 0. 
Mặt phẳng (ܳܦܥ) có cặp vectơ chỉ phương là ܦܥሬሬሬሬሬ⃗ = (0; −20; − 1) và ܳܥሬሬሬሬሬ⃗ = (5;  0; −3) nên 
ሬሬሬሬሬ⃗ܦܥൣ :có một vectơ pháp tuyến là (ܳܦܥ) ሬሬሬሬሬ⃗ܳܥ, ൧ = (60; −5;  100). Mà mặt phẳng (ܳܦܥ) đi qua điểm 
;0)ܦ  0;  9) nên có phương trình là: 
ݔ)60 − 0) − ݕ)5 − 0) + ݖ)100 − 9) = 0 ⇔ ݔ60 − ݕ5 + ݖ100 − 900 = 0. 
Vì điểm ܲ thuộc mặt phẳng (ܳܤܣ) nên tọa độ của điểm ܲ thỏa mãn: 

ݔ60− − 5.0 + ݖ100 − 300 = 0 ⇔ ݔ60− + ݖ100 = 300 (1) 
Vì điểm ܲ thuộc mặt phẳng (ܳܦܥ) nên tọa độ của điểm ܲ thỏa mãn: 

ݔ60 − 5.0 + ݖ100 − 900 = 0 ⇔ ݔ60 + ݖ100 = 900 (2) 
Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình: ቄ−60ݔ + ݖ100 = 300

ݔ60 + ݖ100 = 900 ⇔ ቄݔ = 5
ݖ = 6. 

Khi đó ܲ(5;  0;  6). Vậy ܽ + ܾ + ܿ = 5 + 0 + 6 = 11. 
Câu 17. Trên thiết kế đồ họa 3D của một cánh đồng điện mặt trời trong không gian ܱݖݕݔ, một tấm pin nằm 

trên mặt phẳng (ܲ):ݔ + ݕ2 + ݖ3 + 2 = 0; một tấm pin khác nằm trên mặt phẳng (ܳ) đi qua điểm 
;1)ܯ 2; 3) và song song với mặt phẳng (ܲ). Biết rằng phương trình mặt phẳng (ܳ) có dạng ܽݔ +
ݕ2 + ݖܾ + ܿ = 0. Khi đó giá trị ܽ + ܾ + ܿ bằng bao nhiêu? 
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Lời giải 

Vì (ܳ) // (ܲ) nên (ܳ) có một vectơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ = (1;  2;  3). 
Phương trình mặt phẳng (ܳ) đi qua điểm 1)ܯ; 2; 3) và vectơ pháp tuyến ሬ݊⃗ = (1;  2;  3) là: 
ݔ)1 − 1) + ݕ)2 − 2) + ݖ)3 − 3) = 0 ⇔ ݔ + ݕ2 + ݖ3 − 14 = 0. 
Khi đó ܽ = 1,ܾ = 3, ܿ = −14. Vậy ܽ + ܾ + ܿ = −10. 

Câu 18. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là km), một máy bay đang ở vị 
trí 2,5−;3)ܣ; 0,5) và sẽ hạ cánh ở vị trí 3)ܤ; 8,5; 0) trên đường băng (Hình minh họa bên dưới). 

 
Có một lớp mây được mô phỏng bởi một mặt phẳng (ߙ) đi qua ba điểm 9)ܯ; 0; 0), ܰ(0;−9; 0) và 
ܲ(0; 0; 0,9). Tính độ cao của máy bay (tính theo đơn vị km) khi máy bay xuyên qua đám mây để 
hạ cánh.  

Lời giải 
Giả sử điểm ݔ)ܥ஼; y஼ ; z஼) là vị trí mà máy bay xuyên qua đám mây để hạ cánh, suy ra ܥ ∈  Mặt .(ߙ)
phẳng (ߙ) có phương trình ௫

ଽ
− ௬

ଽ
+ ௭

଴,ଽ
= 1 ⇔ ݔ − ݕ + ݖ10 − 9 = 0. Suy ra ݔ஼ − y஼ + 10z஼ − 9 =

0. 
Mặt khác: Do hai vectơ ܥܣሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ&  cùng hướng nên tồn tại số thực t > 0 sao cho ܥܣሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣݐ  ⇔

൝
஼ݔ − 3 = 0
y஼ + 2,5 = ݐ11
z஼ − 0,5 = ݐ0,5−

⇔ ൝
஼ݔ = 3
y஼ = −2,5 + ݐ11
z஼ = 0,5 − ݐ0,5

. 

Vì ܥ ∈ nên 3 (ߙ) − (−2,5 + (ݐ10 + 10(0,5− −(ݐ0,5 9 = 0 ⇔ ݐ = 0,1. Suy ra 1,4−;3)ܥ; 0,45). 
Vậy độ cao của máy bay khi xuyên qua đám mây là 0,45 km. 

Câu 19. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là km), một máy bay đang ở vị 
trí 2,5−;3)ܣ; 0,5) và sẽ hạ cánh ở vị trí 3)ܤ; 8,5; 0) trên đường băng (Hình minh họa bên dưới). 
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Sau bao nhiêu phút máy bay từ vị trí A hạ cánh tại vị trí B? Biết tốc độ của máy bay là 250 km/h 
trên quãng đường AB (làm tròn kết quả đến hàng phần trăm của phút). 

Lời giải 
Ta có ܤܣ = ඥ0ଶ + 11ଶ + (−0,5)ଶ = ඥ121,25 (km). 
Do đó thời gian để máy bay từ vị trí A hạ cánh tại vị trí B là: 
√ଵଶଵ,ଶହ
ଶହ଴

 (ℎ)  =  √ଵଶଵ,ଶହ
ଶହ଴

. 60 (phút) ≈ 2,64 (phút). 
Câu 20. Hình bên dưới minh hoạ một khu nhà đang xây dựng được gắn hệ trục toạ độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên các 

trục là mét). 

 
Mỗi cột bê tông có dạng hình lăng trụ tứ giác đều cạnh đáy dài 1݉ và tâm của mặt đáy trên lần lượt 
là các điểm 2)ܣ; 1; ;4)ܤ,(3 3; ;6)ܥ,(3 3; ;4)ܦ ,(3 0; 2,5). Giám sát công trình tính toán nhận thấy 
 không đồng phẳng, yêu cầu bên nhà thầu tính khối lượng bê tông cần bổ sung để độ cao ܦ,ܥ,ܤ,ܣ
các cột bê tông bằng nhau. Tính thể tích bê tông cần bổ sung (giả sử thể tích phần cốt thép là 3% 
trên một mét khối bê tông, làm tròn kết quả đến hàng phần 10). 

Lời giải 
Ta có: ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ = (2;  2; ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ ,(0  = (4;  2;  0) ⇒ ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣൣ ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ, ൧ = (0;  0; −4). 
Phương trình (ܥܤܣ) đi qua 2)ܣ;  1;  3) và nhận ሬ݊⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣൣ ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ, ൧ = (0;  0; −4) làm một véctơ pháp 
tuyến là: −4(ݖ − 3) = 0 ⇔ ݖ − 3 = 0. 
Khoảng cách từ ܦ đến mặt phẳng (ܥܤܣ): ݀൫ܦ, ൯(ܥܤܣ) = |ଶ,ହିଷ|

ଵ
= 0,5 (݉). 

Vì mỗi cột bê tông là hình lăng trụ tứ giác đều và thể tích phần cốt thép là 3% trên một mét khối bê 
tông, do đó thể tích phần bê tông cần bổ sung là: 
ܸ = 1.1.0,5(100− 3)% = 0,5.97% = 0,485(݉ଷ) ≈ 0,5(݉ଷ). 

Câu 21. Biết góc quan sát ngang của một camera là 116°. Trong không gian ܱݖݕݔ, camera được đặt tại điểm 
;2)ܣ 1; 5) và chiếu thẳng về phía mặt phẳng (ܲ): ݔ2 − ݕ − ݖ2 + 13 = 0. Hỏi vùng quan sát được 
trên mặt phẳng (ܲ) của camera là hình tròn có đường kính bằng bao nhiêu? (làm tròn kết quả đến 
chữ số hàng chục) 
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Lời giải: 

Gọi ܥ,ܤ,ܣ là các điểm như hình vẽ bên dưới và ܪ là hình chiếu vuông góc của ܣ lên mặt phẳng 
(ܲ). 
Hình vẽ 

 
Theo đề ܥܣܤ෣ = 116° ⇒ ෣ܪܣܤ = 58°. 
Khi đó ܪܣ = d൫ܣ, (ܲ)൯ = |ଶ⋅ଶିଵିଶ⋅ହାଵଷ|

√ସାଵାସ
= 2 (đvđd). 

Xét tam giác ܪܤܣ vuông tại ܪ, ta có: 
tanܪܣܤ෣ = ஻ு

஺ு
⇒ ܪܤ = tan58° ⋅ 2 = 2tan58°(đvđd). 

Suy ra ܥܤ = ܪܤ2 = 2 ⋅ 2tan58° ≈ 6,4(đvđd) 
Vậy vùng quan sát của camera trên mặt phẳng (ܲ) là hình tròn có đường kính khoảng 6,4 (đvđd). 

Câu 22. Khi gắn hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ vào một ngôi nhà 1 tầng có diện tích 50݉2, người ta thấy rằng mặt trên 
và mặt dưới của mái nhà thuộc các mặt phẳng vuông góc với trục ܱݖ. Biết rằng các vị trí 3)ܣ; 4; 33) 
và 9)ܤ; 8; 35) lần lượt thuộc mặt dưới, mặt trên của mái nhà. Độ dày của mái nhà được tính bằng 
khoảng cách giữa mặt trên và mặt dưới của mái nhà đó. Biết giá tiền 1݉3 bê tông tươi là 1.100.000, 
tiền công đổ mái là 100.000 đồng trên 1 m2. Chi phí chủ nhà phải trả để đổ được mái bằng bao nhiêu. 

Lời giải 
Đáp số: 16 
Vì mặt dưới mái nhà vuông góc với trục ܱݖ và đi qua điểm 3)ܣ; 4; 33) nên có phương trình là 
(ܲ): ݖ − 33 = 0. 
Khoảng cách giữa mặt trên và mặt dưới của mái nhà bằng khoảng cách từ 9)ܤ; 8; 35) đến (ܲ). 
Ta có ݀൫ܤ, (ܲ)൯ = |ଷହିଷଷ|

ଵ
= 2. 

Suy ra độ dày của mái nhà bằng 2 dm =  0,2 m. 
Thể tích beton cần đổ mái là 50.0,2 = 10݉ଷ. 
Tiền beton cần trả là 10.1 100 000 = 11 000 000. 
Tiền công cần trả là 50.100 000 = 5 000 000. 
Vậy tổng số tiền chủ nhà cần trả là 16.000.000. 

Câu 23. Một kim tự tháp Khafre ở Ai Cập có dạng hình chóp tứ giác đều với chiều cao 136 m và cạnh đáy 
dài 152 m. Người ta gắn hệ trục toạ độ như hình vẽ 
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Cô-sin góc giữa hai mặt bên kề nhau của kim tự tháp bằng (kết quả làm tròn đến hàng phần trăm). 

Lời giải 

Ta có ܱܤ = ܥܱ = ܦܱ = ஻஼√ଶ
ଶ

= 76√2 (m); ܱܵ = 136 (m) 

Suy ra ܤ൫76√2; 0; 0൯, ܥ൫0; 76√2; 0൯, ܦ൫−76√2; 0; 0൯, ܵ(0; 0; 136) 
Mặt phẳng (ܵܥܤ): ௫

଻଺√ଶ
+ ௬

଻଺√ଶ
+ ௭

ଵଷ଺
= 1 có một vectơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ ଵ = ൫17√2; 17√2; 19൯ 

Mặt phẳng (ܵܦܥ): ௫
ି଻଺√ଶ

+ ௬
଻଺√ଶ

+ ௭
ଵଷ଺

= 1 có một vectơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ ଶ = ൫−17√2; 17√2; 19൯ 

cos൫(ܵܥܤ), ൯(ܦܥܵ) = |cos( ሬ݊⃗ ଵ, ሬ݊⃗ ଶ)| = |௡ሬ⃗ భ.௡ሬ⃗ మ|
|௡ሬ⃗ భ|.|௡ሬ⃗ మ| = ଷ଺ଵ

ଵହଵ଻
≈ 0,24. 

Câu 24. Trong không gian ܱݖݕݔ(đơn vị của các trục tọa độ là ki – lô - mét), đài kiểm soát không lưu sân 
bay có tọa độ (−64; 128; 64). Máy bay bay trong phạm vi cách đài kiểm soát không quá 500 km thì 
sẽ hiển thị trên màn hình ra đa. Một máy bay ܰ  xuất hiện trên màn hình ra đa và một máy bay ܯnằm 
trong mặt phẳng (ܲ):ݔ − ݕ2 + ݖ2 − 1458 = 0 sao cho hai máy bay ܯ,ܰ thuộc đường thẳng có 
vectơ chỉ phương là ݑሬ⃗ = (1; 1; 1). Khoảng cách nhỏ nhất giữa hai máy bay ܯ,ܰ là bao nhiêu km? 
(kết quả làm tròn đến hàng đơn vị) 

Lời giải 

Máy bay ܰ xuất hiện trên màn hình ra đa nên ܰ thuộc khối cầu (ܵ) có tâm 64−)ܫ; 128; 64), bán 

kính ܴ = 500. 

Ta có d൫ܫ, (ܲ)൯ = |௫಺ିଶ௬಺ାଶ௭಺ିଵସହ଼|
√ଵమାଶమାଶమ

= 550 > ܴ nên (ܲ) và (ܵ) không giao nhau. 

 
Gọi ߙ là góc tạo bởi ܰܯ và mặt phẳng (ܲ). 

Gọi ܪ là hình chiếu của ܰ lên mặt phẳng (ܲ). 
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Mặt khác ܰܯሬሬሬሬሬሬሬ⃗  cùng phương với véc-tơ ݑሬ⃗ = (1; 1; 1) và ݊௉ሬሬሬሬ⃗ = (1;−2; 2) suy ra sinߙ = |௨ሬሬ⃗ ⋅௡ುሬሬሬሬሬ⃗ |
|௨ሬሬ⃗ |⋅|௡ುሬሬሬሬሬ⃗ | =

ଵ
ଷ√ଷ

. 

Khi đó ܰܯ = ேு
ୱ୧୬ఈ

≥ ேுౣ౟౤
ୱ୧୬ఈ

= ୢ൫ூ,(௉)൯ିோ
ୱ୧୬ఈ

= ହହ଴ିହ଴଴
భ
య√య

= 150√3 ≈ 260 

Câu 25. Manhattanhenge (Hình 1) là một sự kiện diễn ra khi Mặt Trời mọc hoặc khi Mặt Trời lặn nằm thẳng 
hàng với các tuyến phố Đông - Tây thuộc mạng lưới đường phố chính tại quận Manhattan của thành 
phố New York. Khi mặt trời lặn, tia sáng song song mặt đất lệch một góc khoảng 380 so với hướng 
tây (Hình 2). 

  
Hình 1 Hình 2 

Giả sử mặt tiền các tòa nhà hai bên đường nằm trong 2 mặt phẳng song song cách nhau 30݉ và 
vuông góc với mặt đất. Biết rằng mặt phẳng phía bắc đi qua gốc ܱ của hệ trục ܱݖݕݔ, với tia ܱݖ 
vuông góc với mặt đất và hướng lên trên. Phương trình mặt phẳng thứ hai có dạng (ܳ): ݔ + ݕܽ +
ݖܾ + ܿ = 0, với ܿ = ௠

ୱ୧୬௡బ
. Tính ݉ + ݊. 

Lời giải 
Gọi ܤ,ܣ là giao điểm của mp (ܳ) với trục ܱݔ và ܱܪ ,ݕ là hình chiếu vuông góc của ܱ lên ܤܣ. 

 
Vì khoảng cách giữa hai mặt phẳng bằng 30݉ nên ܱܪ = 30 
Theo giả thiết, ta có góc ܱܪܣ෣ = 38଴, khi đó ܱܣ = ைு

ୱ୧୬ଷ଼బ
= ଷ଴

ୱ୧୬ଷ଼బ
ுݔ , = cos52଴ܪܱ− =

−30cos52଴, ݕு = cos38଴ܪܱ− = −30cos38଴ 
Tọa độ điểm ܣቀ− ଷ଴

ୱ୧୬ଷ଼బ
;  0 ;  0ቁ, 30−)ܪcos52଴;  −30cos38଴; 0) chọn VTPT ሬ݊⃗ = ቀ1; ୡ୭ୱଷ଼

బ

ୡ୭ୱହଶబ
 ;  0ቁ 

Mặt phẳng (ܳ) đi qua ܣ vuông góc ܱܪ nhận ሬ݊⃗  làm véc tơ pháp tuyến có phương trình 

൬ݔ +
30

sin38଴൰ +
cos38଴

cos52଴ ݕ = 0 ⇔ ݔ +
cos38଴

cos52଴ ݕ +
30

sin38଴ = 0 
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Vậy ݉ + ݊ = 68. 
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KHOẢNG CÁCH TRONG PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG 
 

I - PHẦN TRẮC NGHIỆM TRẢ LỜI NGẮN 
Câu 26. Phần mềm điều khiển máy in 3D cho biết đầu in phun của máy đang đặt tại điểm  3;4;24M (đơn 

vị: cm). Tính khoảng cách từ đầu in đến khay đặt vật in có phương trình 4 0z   . 

 
Lời giải 

Ta có phương trình mặt phẳng là   : 4 0P z    

Khoảng cách từ đầu in đến khay đặt vật in là:    24 4
, 20

1
d M P


  . 

Câu 27. Phần mềm của máy tiện kĩ thuật số CNC (Computer Numerical Control) đang biểu diễn một chi tiết 
máy như hình vẽ dưới đây: 

 
a) Tìm tọa độ các điểm A , B , C , D . 
b) Viết phương trình mặt phẳng  ABC  và mặt phẳng  ACD . 

c) Cho biết đầu mũi tiện đang đặt tại điểm  0; 60; 40M . Tính khoảng cách từ điểm M  đến mặt 

phẳng  ABC . 

Lời giải 
(a) Ta có  70; 0; 0A ,  70; 0; 60B  ,  70; 80; 0C ,  50; 0; 0D . 

(b) Mặt phẳng  ABC  đi qua  70; 0; 0A  và vuông góc với trục Ox  nên có vectơ pháp tuyến là: 

 1; 0; 0i 


.  

Suy ra mặt phẳng  ABC  có phương trình là:  1 70 0x    70 0x   . 

Mặt phẳng  ACD  đi qua  70; 0; 0A  và vuông góc với trục Oz  nên có vectơ pháp tuyến là:  

 0; 0;1k 


.  
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Suy ra mặt phẳng  ACD  có phương trình là:  1 0 0z    0z  . 

(c) Khoảng cách từ điểm M  đến mặt phẳng  ABC  là:    0 70
, 70

1
d M ABC


  . 

Câu 28. Trong không gian Oxyz  (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là mét), một ngôi nhà như hình vẽ dưới đây có 

sàn nhà nằm trên mặt phẳng  Oxy . Hai mái nhà lần lượt nằm trên các mặt phẳng 

  : 2 5 0P x y    và   : 2 3z 20 0Q x y    . Hỏi là chiều cao của ngôi nhà tính từ sàn nhà lên 

nóc nhà (điểm cao nhất của mái nhà) là bao nhiêu? 

 

Lời giải 

Những điểm thuộc đường nóc nhà có tọa độ thỏa mãn hệ 
2 5 0

2 3 20 0
x y

x y z
  

    
. 

 
Từ phương trình thứ nhất chọn 5 0x y    . Thay vào phương trình còn lại ta được 5z   

Vậy điểm  5;0;5A   là một điểm thuộc đường nóc nhà. Khi đó chiều cao cần tìm của của ngôi nhà 

là khoảng cách từ điểm A  đến mặt phẳng  Oxy  và bằng 5 mét. 

Câu 29. Hình bên dưới minh hoạ một khu nhà đang xây dựng được gắn hệ trục toạ độ Oxyz  (đơn vị trên các 
trục là mét). 

 
Mỗi cột bê tông có dạng hình lăng trụ tứ giác đều cạnh đáy dài 1m  và tâm của mặt đáy trên lần lượt 
là các điểm      2;1;3 , 4;3;3 , 6;3;3A B C ,  4;0;2,5D . Giám sát công trình tính toán nhận thấy 

, , ,A B C D  không đồng phẳng, yêu cầu bên nhà thầu tính khối lượng bê tông cần bổ sung để độ cao 
các cột bê tông bằng nhau. Tính thể tích bê tông cần bổ sung (giả sử thể tích phần cốt thép là 3%  
trên một mét khối bê tông). 

Lời giải 
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Ta có:  2;2;0AB 


,  4;2;0AC 


 , 0;0; 4AB AC    
 

. 

Phương trình  ABC  đi qua  2;1;3A  và nhận  , 0;0; 4n AB AC    
  

 làm một véctơ pháp tuyến 

là:  4 3 0 3 0z z      . 

Khoảng cách từ D  đến mặt phẳng  ABC :     
2,5 3

, 0,5
1

d D ABC m


  . 

Vì mỗi cột bê tông là hình lăng trụ tứ giác đều và thể tích phần cốt thép là 3%  trên một mét khối bê 
tông, do đó thể tích phần bê tông cần bổ sung là: 

   31.1.0,5 100 3 % 0,5.97% 0,485V m    . 

Câu 30. Một ngôi nhà có các bậc thang của cầu thang đã thiết lập hệ tọa độ Oxyz . Biết hai mặt bậc thang 

song song nằm trên hai mặt phẳng phân biệt:   : 2 2 8 0P x y z     và   : 2 2 2 0Q x y z    . 

Khoảng cách giữa hai bậc thang này bằng bao nhiêu? 

 
Lời giải 

Khoảng cách giữa hai bậc thang này bằng khoảng cách giữa hai mặt phẳng  P  và  Q  

    
 22 2

2 8 6 2, .
32 1 2

d P Q   
 




  

Vậy khoảng cách giữa hai bậc thang bằng 2 . 
Câu 31. Biết góc quan sát ngang của một camera là 116 . Trong không gian Oxyz , camera được đặt tại điểm 

 2;1;5A  và chiếu thẳng về phía mặt phẳng   : 2 2 13 0P x y z    . Hỏi vùng quan sát được trên 

mặt phẳng  P  của camera là hình tròn có đường kính bằng bao nhiêu? (làm tròn kết quả đến chữ 

số hàng chục) 
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Lời giải 

Gọi , ,A B C  là các điểm như hình vẽ bên dưới và H  là hình chiếu vuông góc của A  lên mặt phẳng 

 P  

Hình vẽ minh hoạ 

 

Theo đề  116 58BAC BAH    . Khi đó    2 2 1 2 5 13
d , 2

4 1 4
AH A P

    
  

 
 (đvđd). 

Xét tam giác ABH  vuông tại H , ta có: tan tan58 2 2 tan58BHBAH BH
AH

        (đvđd). 

Suy ra 2 2 2 tan 58 6,4BC BH     (đvđd) 

Vậy vùng quan sát của camera trên mặt phẳng  P  là hình tròn có đường kính khoảng 6,4  (đvđd). 
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PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG 
 

I - PHẦN TRẮC NGHIỆM 
Câu 1. Trong không gian với hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ, một Cabin cáp treo xuất phát từ điểm 10)ܣ; 3; 0) kết 

thúc tại điểm ܤ có hoành độ ݔ஻ = 550 chuyển động đều theo đường cáp có Vecto chỉ phương là 
ሬ⃗ݑ = (2;−2; 1) (Hình bên dưới). Tính độ dài đường cáp ܤܣ? 

 
A. 840. B. 830. C. 820. D. 810.  

Câu 2. Trong không gian ܱݖݕݔ, một quả tên lửa được phóng ra từ bệ phóng đặt tại điểm 2)ܣ; 1; 3) và trong 
5 giây, tên lửa chuyển động với vận tốc không đổi, vectơ vận tốc (trên giây) là ⃗ݒ = (2,4,5). Mục 
tiêu nào sau đây nằm trên quĩ đạo chuyển động của tên lửa? 

A. 4)ܯ; 5; 8) B. ܰ(4; 5;−8) C. ܲ(2; 1; 0) D. ܳ(−4; 5; 2) 
Câu 3. Anh Qúy là một nhiếp ảnh gia chuyên săn ảnh chim hoang dã. Giả sử với hệ trục ܱݖݕݔ cho trước, 

anh Quý đang ngắm và ống kính ở vị trí ܣ có tọa độ (200 ;  685 ;  436) thì có một con gà lôi tía xuất 
hiện ở vị trí ܤ có tọa độ (640 ;  550 ;  474). Nếu một quả đồi có toạ độ đỉnh ܥ là (420 ;  617,5 ;  450). 
Hỏi ܥ có thuộc đường ngắm ܤܣ  

không? Anh Bình có ngắm thấy con gà lôi tía này không? 

 
Hình 5.19 
A. Điểm C không thuộc, Quý nhìn thấy con gà.  
B. Điểm C thuộc, Quý nhìn thấy con gà.  
C. Điểm C không thuộc, Quý không thấy con gà.  
D. Điểm C không thuộc, Quý nhìn thấy con gà. 

Câu 4. Một chiếc bàn gấp gọn đã được thiết lập hệ tọa độ Oxyz. Điểm A là chân bàn tiếp xúc với mặt đất 
thuộc đường thẳng ܽ: ௫ା3

1
= ௬ି1

1
= ௭ା2

4
 cắt mặt bàn (ܲ): ݔ + ݕ − ݖ2 + 6 = 0 tại điểm F. Độ dài chân 

bàn ܣܨ = 40√3 ܿ݉, khi đó độ cao của mặt bàn tính từ mặt đất là: 
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A. 50 ܿ݉. B. 40 ܿ݉. C. 40√3 ܿ݉. D. 42 ܿ݉. 

Câu 5. Một phần sân trường được định vị bởi các điểm ܦ,ܥ,ܤ,ܣ, như hình vẽ. 

 
Bước đầu chúng được lấy “ thăng bằng” để có cùng độ cao, biết ܦܥܤܣ là hình thang vuông ở ܣ và 
ܤܣ với độ dài ܤ = 25 m, ܦܣ = 15 m, ܥܤ = 18 m. Do yêu cầu kĩ thuật, khi lát phẳng phần sân 
trường phải thoát nước về góc sân ở ܥ nên người ta lấy độ cao ở các điểm ܦ ,ܥ ,ܤ xuống thấp hơn 
so với độ cao ở ܣ là 10 cm, ܽ cm, 6 cm tương ứng sao cho bốn điểm ܦ,′ܥ,′ܤ,ܣ′ đồng phẳng. Giá 
trị của ܽ là số nào sau đây? 
A. 15,7 cm. B. 17,2 cm. C. 18,1 cm. D. 17,5 cm. 

Câu 6. Trong không gian ܱݖݕݔ, một viên đạn được bắn ra từ điểm 2 )ܣ;  1;  −1) và trong 3 giây đầu đạn đi 
với vận tốc không đổi, vectơ vận tốc ( trên giây) là ⃗ݒ = ( 1;  3;  −2). Hỏi viên đạn bắn trúng mục 
tiêu nằm ở điểm nào sau đây? 

A. 4)ܯ; 0;−2) B. ܰ(−1; 1;−3) C. ܲ(4; 7;−5) D. ܳ(3; 9;−6) 
Câu 7. Trong không gian ܱݖݕݔ, một viên đạn được bấn ra từ điểm 1)ܣ; 2; 4) và trong ba giây, đầu đạn có vận 

tốc không đổi; véc tơ vận tốc (݇݉/ݏ) là ⃗ݒ = ቀ1
3

 ;  1
3

 ;  2
3
ቁ. Hỏi tại thời điểm sau 3giây viên đạn có thể 

trúng mục tiêu là điểm nào trong các điểm sau đây? 

A. ܲ(1; 3; 5). B. 2)ܯ;  3;  6). C. ܰ(−1;− 3;  5). D. ܳ(−2; −3;  5). 
II - PHẦN TRẮC NGHIỆM ĐÚNG SAI 

Câu 8. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , một cabin cáp treo xuất phát từ điểm  10;3;0A  và chuyển 

động đều theo đường cáp có vectơ chỉ phương là  2; 2;1u  
  với tốc độ 4,5 m/s (đơn vị trên mỗi 

trục tọa độ là mét).  
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a) Phương trình tham số của đường cáp là:  
10 2
3 2

x t
y t t
z t

 
   
 

  

b) Giả sử sau thời gian t (s) kể từ lúc xuất phát  0t   thì cabin đến điểm M . Khi đó tọa độ điểm 

M  là 33 10; 3 3;
2
tM t t    

 
. 

c) Cabin dừng ở điểm B  có hoành độ 550Bx  , khi đó quãng đường AB  dài 800 m. 

d) Đường cáp AB  tạo với mặt phẳng  Oxy  một góc 30 . 

III - PHẦN TRẮC NGHIỆM TRẢ LỜI NGẮN 
Câu 9. Trong một trò chơi mô phỏng bắn súng 3D trong không gian Oxyz , một xạ thủ đang ngắm với tọa 

độ khe ngắm và đầu ruồi lần lượt là    3;3;1,5 , 3;4;1,5M N . Viết phương trình tham số của đường 

nắm bắn của xạ thủ (xem như đường thẳng MN ). 

 

Câu 10. Trên phần mềm mô phỏng 3D một máy khoan trong không gian Oxyz , cho biết phương trình trục 
a  của mũi khoan và một đường rãnh b  trên vật cần khoan như hình vẽ dưới đây lần lượt là: 

1
: 2

3

x
a y

z t


 
 

 và 
1 4

: 2 2
6

x t
b y t

z

 
  










 

a) Chứng minh a  và b  vuông góc và cắt nhau. 

b) Tìm giao điểm của a  và b . 
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Câu 11. Trên phần mềm mô phỏng 3D một máy khoan trong không gian Oxyz  cho biết phương trình trục 

a  của mũi khoan và một đường rãnh b  trên vật cần khoan (tham khảo hình vẽ) lần lượt là 
1

: 2
3

x
a y

z t


 
 

 

và 
1 4

: 2 2
6

x k
b y k

z

 
  
 

. Tọa độ giao điểm của a  và b  là  ; ;M a b c . Tính .S a b c    

 

Câu 12. Một phần mềm mô phỏng vận động viên đang tập bắn súng trong không gian Oxyz . Cho biết trục 

d  của nòng súng có phương trình: 1 2 3
1 3 5

x y z  
 

 
 và hồng tâm  8; 19;6 4A m  . Hỏi m  bằng 

bao nhiêu vận động viên có bắn trúng hồng tâm. 

 
Câu 13. Trong không gian Oxyz , một cabin cáp treo ở Bà Nà Hill xuất phát từ điểm  2;1;5A   và chuyển 

động đều theo đường cáp có vectơ chỉ phương là  0; 2;6u  
  với tốc độ là 4  m/s (đơn vị trên mỗi 

trục toạ độ là mét). Giả sử sau 5  (s) kể từ lúc xuất phát, cabin đến điểm M . Gọi tọa độ  ; ;M a b c

. Tính 3a b c  . 



 ST&BS: Đặng Việt Đông Trường THPT Nho Quan A                                                   Toán thực tế 
 

 
ĐT: 0978064165 - Email: dangvietdong.ninhbinh.vn@gmail.com                                           Trang 5    
Facebook: https://www.facebook.com/dongpay - Kênh Youtube: Thầy Đặng Việt Đông  
ID Tik Tok: dongpay  

 
Câu 14. Trong một khu du lịch, người ta cho du khách trải nghiệm thiên nhiên bằng cách đu theo đường 

trượt zipline từ vị trí A  cao 15 m  của tháp 1 này sang vị trí B  cao 10 m  của tháp 2 trong khung 
cảnh tuyệt đẹp xung quanh. Với hệ trục toạ độ Oxyz  cho trước (đơn vị: mét), toạ độ của A  và B  

lần lượt là  3;2,5;15  và  21;27,5;10 . Khi du khách khi ở độ cao 12 mét thì tọa độ của du khách 

lúc đó là  ; ;M a b c . Tính giá trị biểu thức T a b c    

 
Câu 15. Cầu Cổng Vàng (The Golden Gate Bridge) ở Mỹ. Xét hệ trục toạ độ Oxyz với O  là bệ của chân cột 

trụ tại mặt nước, trục Oz  trùng với cột trụ, mặt phẳng  Oxy  là mặt nước và xem như trục Oy  cùng 

phương với cầu như hình vẽ. Dây cáp AD  (xem như là một đoạn thẳng) đi qua đỉnh D  thuộc trục 
Oz  và điểm A  thuộc mặt phẳng Oyz , trong đó điểm D  là đỉnh cột trụ cách mặt nước 227 m, điểm 
A  cách mặt nước 75 m và cách trục Oz  343 m. 

Giả sử ta dùng một đoạn dây nối điểm N  trên dây cáp AD  và điểm M  trên thành cầu, biết M  
cách mặt nước 75 m và MN  song song với cột trụ. 
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(Nguồn ảnh: https://www.goldengate.org/assets/1/6/ggb-exhibit-chapter-statistics.pdf). 
Tính độ dài MN , biết điểm M  cách trục Oz  một khoảng bằng 230 m (Kết quả làm tròn đến chữ 
số thập phân thứ hai sau dấu phẩy) 

Câu 16. Trong không gian Oxyz , một viên đạn được bắn ra từ điểm  1;3;4A  và trong 3 giây, đầu đạn đi 

với vận tốc không đổi, vectơ vận tốc (trên giây) là  .2;1;6v 


 Hỏi viên đạn trên có bắn trúng mục 

tiêu trong mỗi tình huống sau hay không? 

a) Mục tiêu đặt tại điểm 77; ;21
2

M  
 
 

b) Mục tiêu đặt tại điểm  3;1; 8N   . 

Câu 17. Trên mặt đất phẳng, người ta dựng một cây cột thẳng cao 6m vuông 
góc với mặt đất có chân cột đặt tại ví trí O trên mặt đất. Tại một thời 
điểm, dưới ánh nắng mặt trời thì bóng của đỉnh cột dưới mặt đất 
cách chân cột 3m về hướng S60°E (hướng tạo với hướng nam góc 
60  tạo với hướng đông góc 30 ). Chọn hệ trục Oxyz  có gốc tọa 
độ là O , tia Ox  chỉ hướng nam, tia Oy  chỉ hướng đông, tia Oz  
chứa cây cột, đơn vị đo là mét. Hãy viết phương trình đường thẳng 
chứa tia nắng mặt trời đi qua đỉnh cột tại thời điểm đang xét. 

Câu 18. Một kĩ sư xây dựng thiết kế khung một ngôi nhà trong không gian Oxyz  như hình dưới đây nhờ 
một phần mềm đồ họa máy tính. 

 
a) Viết phương trình mặt phẳng mái nhà  DEMN . 

b) Tính khoảng cách từ điểm B  đến mái nhà  DEMN . 

Câu 19. Người ta muốn dựng một cột ăngten trên một sườn đồi. Ăngten được dựng thẳng đứng trong không 
gian Oxyz  với độ dài đơn vị trên mỗi trục bằng 1m. Gọi O  là gốc cột, A  là điểm buộc dây cáp vào 
cột ăngten và ,M N  là hai điểm neo dây cáp xuống mặt sườn đồi (hình vẽ). 
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Cho biết tọa độ các điểm nói trên lần lượt là      0;0;0 , 0;0;6 , 3; 4;3O A M  ,  5; 2;2N   . 

a) Tính độ dài các đoạn dây cáp MA  và NA . 
b) Tính góc tạo bởi các sợi dây cáp ,MA NA  với mặt phẳng sườn đồi. 

Câu 20. Một khuôn nướng bánh mì được mô phỏng trong không gian Oxyz  như hình minh họa dưới đây 

với          0;0;0 , 8;0;0 , 8;18;0 , 1; 1;7 , 9;19;7S P Q T R  . Tính góc giữa hai cạnh kề nhau, giữa 

cạnh bên và mặt đáy, giữa mặt bên và mặt đáy của khuôn. 

 
Câu 21. Trong không gian ܱݖݕݔ, một viên đạn được bắn ra từ điểm 1)ܣ; 2; 3)và trong 3 giây, đầu đạn đi với 

vận tốc không đổi; véctơ vận tốc là ⃗ݒ = (2; 1; 5). Khi viên đạn trúng mục tiêu tại điểm 
 .?thì giá trị của biểu thức ܾ௔bằng bao nhiêu(ܾ;ܽ;5−)ܤ

Câu 22. Một máy phát tín hiệu P được đặt cố định ở môt địa điểm và ta có thể nhận được tín hiệu của máy 
phát này trong phạm vi của một mặt cầu với bán kính  của nó. Một người cầm máy dò tín hiệu A 
chuyển động trên đường thẳng  (như Hình 4) 

 
Nếu chọn điểm đặt máy phát tín hiệu P là gốc tọa độ  của hệ trục tọa độ thì máy dò A di 
chuyển theo đường thẳng có phương trình 

(trong đó  là thời gian chuyển động). 

Mặt cầu giới hạn phạm vi nhận tín hiệu của máy dò A tại thời điểm nó gần máy phát tín hiệu P nhất 
có tâm . Tính . 

R
d

O Oxyz

5
5
7 2

x t
y t
z t

 
  
  

( )t h

 ; ;I a b c P a b c  
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Câu 23. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ vào một sân bay, mặt phẳng (ܱݕݔ) trùng với 

mặt sân bay. Một máy bay bay theo đường thẳng từ vị trí 5−;1)ܣ; 7) đến vị trí 6)ܤ; 5; 4) và hạ 
cánh tại vị trí ܯ(ܽ;ܾ; 0). Giá trị của 3ܽ + 3ܾ là bao nhiêu? 

Câu 24. Trên mặt đất phẳng, người ta dựng một cây cột thẳng cao 6 m vuông góc với mặt đất, có chân cột 
đặt tại ví trí O trên mặt đất. Tại một thời điểm, dưới ánh nắng mặt trời, bóng của đỉnh cột dưới mặt 
đất cách chân cột 3 m về hướng ܵ60௢ܧ (hướng tạo với hướng nam góc 60௢ tạo với hướng đông góc 
30௢) (H.5.32). Chọn hệ trục Oxݖݕ có gốc tọa độ là ܱ, tia ܱ  ,chỉ hướng đông ݕܱ chỉ hướng nam, tia ݔ
tia ܱݖ chứa cây cột, đơn vị đo là mét. Tính góc tạo bởi đường thẳng chứa tia nắng mặt trời đi qua 
đỉnh cột tại thời điểm đang xét với mặt đất. 

Câu 25. Trong một khu du lịch, người ta cho du khách trải nghiệm thiên nhiên bằng cách đu theo đường 
trượt zipline từ vị trí ܣ cao 15 m của tháp 1 này sang vị trí ܤcao 10m của tháp 2trong khung cảnh 
tuyệt đẹp xung quanh. Với hệ trục toạ độ ܱݖݕݔ cho trước (đơn vị: mét), toạ độ của ܣ và ܤ lần lượt 
là (3; 2,5; 15) và (21; 27,5; 10). Biết tọa độ du khách khi ở độ cao 12 mét là (ܽ; ܾ; ܿ). Tính ܲ =
5ܽ + ܾ + ܿ. 

 
Câu 26. Một người đứng ở mặt đất điều khiển flycam để phục vụ chương trình truyền hình. Chọn hệ trục tọa 

độ ܱݖݕݔ với gốc tọa độ ܱ là vị trí người điều khiển, mặt phẳng (ܱݕݔ) trùng với mặt đất. Chiếc 
flycam đang ở vị trí 1)ܯ; 2; 4) và chuyển động trên đường thẳng song song với mặt đất. Biết hướng 
chuyển động của flycam là ݑሬ⃗ = (2;ܽ; ܾ) (ܽ,ܾ là các số nguyên) sao cho khoảng cách từ vị trí người 
điều khiển đến đường thẳng chuyển động của flycam là lớn nhất. Tính ܽ + ܾ. 

Câu 27. Một phần mềm mô phỏng vận động viên tập bắn bia mục tiêu có kích thước nhỏ (42 × 42ܿ݉) bằng 
súng tiểu liên AK trong không gian ܱݖݕݔ. Cho biết vận động viên đó sử dụng thước ngắm 3 và 
đứng cách xa bia mục tiêu là 100݉, trục ݀ của nòng súng và cọc đỡ bia ݀′ lần lượt có phương trình 

݀: ൝
ݔ = ݐ
ݕ = 2
ݖ = 4

 và ݀′: ൝
ݔ = 1
ݕ = 2
ݖ = 1 + ′ݐ3

. Để bắn trúng hồng tâm thì vận động viên phải ngắm bắn vào điểm 

ܰ(ܽ; ܾ; ܿ) ∈ ݀′ và cách giao điểm của ݀ và ݀′ một khoảng 6ܿ݉. Khi ܿ < 0, tính giá trị biểu thức 
ܽ − ܾ + ܿ. 

Câu 28. Trong không gian ܱݖݕݔ, một cabin cáp treo xuất phát từ điểm 10)ܣ; 0; 3) và chuyển động theo 
đường cáp có vectơ chỉ phương ݑሬ⃗ (2; 2; 1). Hai cột trụ cáp treo đặt tại điểm ܥ,ܤ biết ݔ஻ = ஼ݕ;20 =
120. Thời gian cabin đi từ điểm ܤ đến điểm ܥ là 55s. Hỏi vận tốc của cabin bằng bao nhiêu ݉/ݏ? 

Câu 29. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo kilômét) vào một sân bay, mặt phẳng (ܱݕݔ) 
trùng với mặt sân bay. Một máy bay bay theo đường thẳng từ vị trí 5)ܣ;  0;  5) đến vị trí 10)ܤ;  10;  3) 
và hạ cánh tại vị trí ܯ(ܽ;  ܾ;  0). Giá trị của ܽ + ܾ bằng bao nhiêu (viết kết quả dưới dạng số thập 
phân)? 
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Câu 30. Một người đứng ở mặt đất điều khiển hai flycam để phục vụ trong một chương trình của đài truyền 
hình. Flycam I ở vị trí ܣ cách vị trí điều khiển 150 m về phía nam và 200 m về phía đông, đồng thời 
cách mặt đất 50 m. Flycam II ở vị trí ܤ cách vị trí điều khiển 180 m về phía bắc và 240 m về phía 
tây, đồng thời cách mặt đất 60 m. 

Chọn hệ trục toạ độ ܱݖݕݔ với gốc ܱ là vị trí người điều khiển, mặt phẳng (ܱݕݔ) trùng với mặt đất, 
trục ܱݔ có hướng trùng với hướng nam, trục ܱݕ có hướng trùng với hướng đông, trục ܱݖ vuông 
góc với mặt đất hướng lên bầu trời, đơn vị trên mỗi trục tính theo mét. Khoảng cách giữa hai flycam 
đó bằng bao nhiêu mét (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)? 

Câu 31. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ, một cabin cáp treo xuất phát từ điểm 11)ܣ; 4; 0) và chuyển 
động đều theo đường cáp có véc tơ chỉ phương ݑሬ⃗ = (−3;−4; 0) với tốc độ là 5 ݉/ݏ (Đơn vị trên 
mỗi trục tọa độ là mét); giả sử sau (ݏ)ݐ kể từ lúc xuất phát (ݐ ≥ 0), cabin đến điểm ܯ; Một người 
đứng tại điểm ܱquan sát cabin chạy trên cáp treo, sau thời gian bao nhiêu thì khoảng cách giữa 
người quan sát và cabin gần nhau nhất? 

Câu 32. Một người đứng ở mặt đất điều khiển flycam để phục vụ chương trình truyền hình. Chọn hệ trục tọa 
độ ܱݖݕݔ với gốc tọa độ ܱ là vị trí người điều khiển, mặt phẳng (ܱݕݔ) trùng với mặt đất. Chiếc 
flycam đang ở vị trí 1)ܯ; 2; 4) và chuyển động trên đường thẳng song song với mặt đất. Biết hướng 
chuyển động của flycam là ݑሬ⃗ = (ܽ; 2; ܾ) (ܽ,ܾ là các số nguyên) sao cho khoảng cách từ vị trí người 
điều khiển đến đường thẳng chuyển động của flycam là bé nhất. Tính ܽ + ܾ. 
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PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG 
 

I - PHẦN TRẮC NGHIỆM 
Câu 1. Trong không gian với hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ, một Cabin cáp treo xuất phát từ điểm 10)ܣ; 3; 0) kết 

thúc tại điểm ܤ có hoành độ ݔ஻ = 550 chuyển động đều theo đường cáp có Vecto chỉ phương là 
ሬ⃗ݑ = (2;−2; 1) (Hình bên dưới). Tính độ dài đường cáp ܤܣ? 

 
A. 840. B. 830. C. 820. D. 810.  

Lời giải 
Đường thẳng ܤܣ đi qua điểm 10)ܣ; 3; 0) và nhận ݑሬ⃗ = (2;−2; 1) là vecto chỉ phương có phương 
trình là: ௫ିଵ଴

ଶ
= ௬ିଷ

ିଶ
= ௭

ଵ
. 

Ta có ݕ;550)ܤ஻ ; ஻ݔ Theo giả thiết ta có .ܤܣ ஻) nằm trên đường thằngݖ = 550 ⇒ ହହ଴ିଵ଴
ଶ

= ௬ಳିଷ
ିଶ

=
௭ಳ
ଵ
⇒ ൜ݕ஻ = −537

஻ݖ = 270 . 

Nên 537−;550)ܤ; 270). Vậy ܤܣ = ඥ(550− 10)ଶ + (−537− 3)ଶ + (270− 0)ଶ = 810  
Câu 2. Trong không gian ܱݖݕݔ, một quả tên lửa được phóng ra từ bệ phóng đặt tại điểm 2)ܣ; 1; 3) và trong 

5 giây, tên lửa chuyển động với vận tốc không đổi, vectơ vận tốc (trên giây) là ⃗ݒ = (2,4,5). Mục 
tiêu nào sau đây nằm trên quĩ đạo chuyển động của tên lửa? 

A. 4)ܯ; 5; 8) B. ܰ(4; 5;−8) C. ܲ(2; 1; 0) D. ܳ(−4; 5; 2) 
Lời giải. 

+ Phương trình quĩ đạo chuyển động của tên lửa là (݀): ൝
ݔ = 2 + ݐ2
ݕ = 1 + ݐ4
ݖ = 3 + ݐ5

. 

Vì 4)ܯ; 5; 8) thuộc phương trình đường thẳng nên mục tiêu tại nằm trên quĩ đạo chuyển động của 
tên lửa. 

Câu 3. Anh Qúy là một nhiếp ảnh gia chuyên săn ảnh chim hoang dã. Giả sử với hệ trục ܱݖݕݔ cho trước, 
anh Quý đang ngắm và ống kính ở vị trí ܣ có tọa độ (200 ;  685 ;  436) thì có một con gà lôi tía xuất 
hiện ở vị trí ܤ có tọa độ (640 ;  550 ;  474). Nếu một quả đồi có toạ độ đỉnh ܥ là (420 ;  617,5 ;  450). 
Hỏi ܥ có thuộc đường ngắm ܤܣ  

không? Anh Bình có ngắm thấy con gà lôi tía này không? 
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Hình 5.19 
A. Điểm C không thuộc, Quý nhìn thấy con gà.  
B. Điểm C thuộc, Quý nhìn thấy con gà.  
C. Điểm C không thuộc, Quý không thấy con gà.  
D. Điểm C không thuộc, Quý nhìn thấy con gà. 

Lời giải 
Đường thẳng ܤܣ đi qua điểm 200)ܣ ;  685 ;  436) và có một vectơ chỉ phương là ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ =

(440 ; −135 ;  38) nên có phương trình tham số là: ൝
ݔ = 200 + ݐ440
ݕ = 685− ݐ135
ݖ = 436 + ݐ38

. 

Thay tọa độ điểm 420)ܥ ;  617,5 ;  450) vào phương trình đường thẳng ܤܣ ta được hệ phương trình 

(ẩn ݐ): ൝
420 = 200 + ݐ440
617,5 = 685− ݐ135
450 = 436 + ݐ38

⇔

⎩
⎪
⎨

⎪
ݐ⎧ = ଵ

ଶ

ݐ = ଵ
ଶ

ݐ = ଻
ଵଽ

. Hệ phương trình này vô nghiệm nên điểm ܥ không thuộc 

đường ngắm ܤܣ. Do đó anh Bình ngắm thấy con gà lôi tía này.  
Câu 4. Một chiếc bàn gấp gọn đã được thiết lập hệ tọa độ Oxyz. Điểm A là chân bàn tiếp xúc với mặt đất 

thuộc đường thẳng ܽ: ௫ା3
1

= ௬ି1
1

= ௭ା2
4

 cắt mặt bàn (ܲ): ݔ + ݕ − ݖ2 + 6 = 0 tại điểm F. Độ dài chân 

bàn ܣܨ = 40√3 ܿ݉, khi đó độ cao của mặt bàn tính từ mặt đất là: 

 
A. 50 ܿ݉. B. 40 ܿ݉. C. 40√3 ܿ݉. D. 42 ܿ݉. 

Lời giải 

 



 ST&BS: Đặng Việt Đông Trường THPT Nho Quan A                                                   Toán thực tế 
 

 
ĐT: 0978064165 - Email: dangvietdong.ninhbinh.vn@gmail.com                                           Trang 3    
Facebook: https://www.facebook.com/dongpay - Kênh Youtube: Thầy Đặng Việt Đông  
ID Tik Tok: dongpay  

Đường thẳng Δ: ௫ାଷ
ଵ

= ௬ିଵ
ଵ

= ௭ାଶ
ସ

 có vectơ chỉ phương ݑሬ⃗ = (1; 1; 4). 
Mặt phẳng (ܲ): ݔ + ݕ − ݖ2 + 6 = 0 có vectơ pháp tuyến ሬ݊⃗ = (1; 1;−2). 

sin൫Δ, (ܲ)൯ = |cos(ݑሬ⃗ , ሬ݊⃗ )| = |௨ሬሬ⃗ .௡ሬ⃗ |
|௨ሬሬ⃗ |.|௡ሬ⃗ | = ටଵ

ଷ
= sin߮ (vì hai góc phụ nhau) 

Độ cao của mặt bàn tính từ mặt đất là khoảng cách từ chân bàn A đến mặt phẳng (ܲ) 

Suy ra ݀(ܣ, (ܲ)) = ܪܣ = .ܣܨ sin߮ = 40√3.ටଵ
ଷ

= 40 ܿ݉. 

Câu 5. Một phần sân trường được định vị bởi các điểm ܦ,ܥ,ܤ,ܣ, như hình vẽ. 

 
Bước đầu chúng được lấy “ thăng bằng” để có cùng độ cao, biết ܦܥܤܣ là hình thang vuông ở ܣ và 
ܤܣ với độ dài ܤ = 25 m, ܦܣ = 15 m, ܥܤ = 18 m. Do yêu cầu kĩ thuật, khi lát phẳng phần sân 
trường phải thoát nước về góc sân ở ܥ nên người ta lấy độ cao ở các điểm ܦ ,ܥ ,ܤ xuống thấp hơn 
so với độ cao ở ܣ là 10 cm, ܽ cm, 6 cm tương ứng sao cho bốn điểm ܦ,′ܥ,′ܤ,ܣ′ đồng phẳng. Giá 
trị của ܽ là số nào sau đây? 
A. 15,7 cm. B. 17,2 cm. C. 18,1 cm. D. 17,5 cm. 

Lời giải 

 
Chọn hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ sao cho: ܱ ≡ ݔܱ tia ,ܣ ≡ ݕܱ tia ;ܦܣ ≡  .ܤܣ
Khi đó, 0)ܣ;  0; ;0)ܤ ;(0   2500; ;1800)ܥ ;(0   2500; ;1500)ܦ ;(0   0;  0). 
Khi hạ độ cao các điểm ở các điểm ܦ ,ܥ ,ܤ xuống thấp hơn so với độ cao ở ܣ là 10 cm, ܽ cm, 6 cm 
tương ứng ta có các điểm mới 0)′ܤ; ;1800)′ܥ ;(10− ;2500  ;1500)′ܦ ;(ܽ− ;2500   0; −6). 
Theo bài ra có bốn điểm ܦ ;′ܥ ;′ܤ ;ܣ′ đồng phẳng. 
Phương trình mặt phẳng (ܦ′ܤܣ′):ݔ + ݕ + ݖ250 = 0. 
Do 1800)′ܥ;  2500; −ܽ) ∈ nên có: 1800 (′ܦ′ܤܣ) + 2500− 250ܽ = 0 ⇔ ܽ = 17,2. 
Vậy ܽ = 17,2 cm. 

Câu 6. Trong không gian ܱݖݕݔ, một viên đạn được bắn ra từ điểm 2 )ܣ;  1;  −1) và trong 3 giây đầu đạn đi 
với vận tốc không đổi, vectơ vận tốc ( trên giây) là ⃗ݒ = ( 1;  3;  −2). Hỏi viên đạn bắn trúng mục 
tiêu nằm ở điểm nào sau đây? 

A. 4)ܯ; 0;−2) B. ܰ(−1; 1;−3) C. ܲ(4; 7;−5) D. ܳ(3; 9;−6) 

z

y

x

B'

C'

D'

D

C

B
A
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Lời giải 

Phương trình mô tả quỹ đạo chuyển động của viên đạn là ൝
ݔ = 2 + ݐ
ݕ = 1 + ݐ3
ݖ = −1 − ݐ2

. 

Lần lượt thay tọa độ các điểm vào phương trình quỹ đạo chuyển động của viên đạn ta thấy tọa độ 
các điểm ܯ,ܰ,ܳ không thỏa mãn phương trình. Do đó viên đạn không bắn trúng mục tiêu ở các 
điểm này. 
Thay tọa độ điểm ܲ vào phương trình mô tả quỹ đạo chuyển động của viên đạn ta có 

൝
4 = 2 + ݐ
7 = 1 + ݐ3
−5 = −1 − ݐ2

⇔ ݐ = 2. 

Vậy viên đạn bắn trúng mục tiêu đặt ở điểm ܲ. 
Câu 7. Trong không gian ܱݖݕݔ, một viên đạn được bấn ra từ điểm 1)ܣ; 2; 4) và trong ba giây, đầu đạn có vận 

tốc không đổi; véc tơ vận tốc (݇݉/ݏ) là ⃗ݒ = ቀ1
3

 ;  1
3

 ;  2
3
ቁ. Hỏi tại thời điểm sau 3giây viên đạn có thể 

trúng mục tiêu là điểm nào trong các điểm sau đây? 

A. ܲ(1; 3; 5). B. 2)ܯ;  3;  6). C. ܰ(−1;− 3;  5). D. ܳ(−2; −3;  5). 
Lời giải 

Cách 1: 
Ta có: Trong thời gian từ 0 đến 3giây phương trình mô tả quỹ đạo chuyển động của viên đạn là:  

݀:

⎩
⎪
⎨

⎪
ݔ⎧ = 1 + ଵ

ଷ
ݐ

ݕ = 2 + ଵ
ଷ
ݐ

ݖ = 4 + ଶ
ଷ
ݐ

  

với ݐ = 3 ta được điểm 2)ܯ;  3;  6). 
Cách 2: Sau 3 giây viên đạn sẽ tới mục tiêu là điểm ܯ sao cho ܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ =  ݒ3⃗

⇒ ൝
ெݔ = 1 + 1 = 2
ெݕ = 2 + 1 = 3
ெݖ = 4 + 2 = 6

⇒ ;2)ܯ  3;  6) 

II - PHẦN TRẮC NGHIỆM ĐÚNG SAI 
Câu 8. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , một cabin cáp treo xuất phát từ điểm  10;3;0A  và chuyển 

động đều theo đường cáp có vectơ chỉ phương là  2; 2;1u  
  với tốc độ 4,5 m/s (đơn vị trên mỗi 

trục tọa độ là mét).  
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a) Phương trình tham số của đường cáp là:  
10 2
3 2

x t
y t t
z t

 
   
 

  

b) Giả sử sau thời gian t (s) kể từ lúc xuất phát  0t   thì cabin đến điểm M . Khi đó tọa độ điểm 

M  là 33 10; 3 3;
2
tM t t    

 
. 

c) Cabin dừng ở điểm B  có hoành độ 550Bx  , khi đó quãng đường AB  dài 800 m. 

d) Đường cáp AB  tạo với mặt phẳng  Oxy  một góc 30 . 

Lời giải 

(a) Đúng: Phương trình tham số của đường cáp là:  
10 2
3 2

x t
y t t
z t

 
   
 

  

(b) Đúng: Ta có . 4,5AM v t t   và ta gọi  10 2 ; 3 2 ;M m m m   thuộc đường thẳng d  

Khi đó:  2 ; 2 ;AM m m m 


 và AM


 cùng hướng với vectơ u


 nên m  dương 

Suy ra 02 2 24 4 3 mAM m m m m      1,5m t  nên 33 10; 3 3;
2
tM t t    

 
 

(c) Sai: Từ câu trên suy ra 10 3 550 180M B t t        
Khi đó: 4,5. 4,5.180 810AB vt t    mét 

(d) Sai: Ta có  2; 2;1ABu  


 và mặt phẳng  Oxy  là 0z   nên ta có  0;0;1n 


 

Từ đó: 
. 1sin

3.
u n

u n
  

 
   nên 30    

III - PHẦN TRẮC NGHIỆM TRẢ LỜI NGẮN 
Câu 9. Trong một trò chơi mô phỏng bắn súng 3D trong không gian Oxyz , một xạ thủ đang ngắm với tọa 

độ khe ngắm và đầu ruồi lần lượt là    3;3;1,5 , 3;4;1,5M N . Viết phương trình tham số của đường 

nắm bắn của xạ thủ (xem như đường thẳng MN ). 

 

Lời giải 

Ta có  0;1;0MN 


 là một vectơ chỉ phương của đường ngắm bắn (đường thẳng MN ). 



 ST&BS: Đặng Việt Đông Trường THPT Nho Quan A                                                   Toán thực tế 
 

 
ĐT: 0978064165 - Email: dangvietdong.ninhbinh.vn@gmail.com                                           Trang 6    
Facebook: https://www.facebook.com/dongpay - Kênh Youtube: Thầy Đặng Việt Đông  
ID Tik Tok: dongpay  

Vậy phương trình tham số của đường ngắm bắn là: 
3
3
1,5

x
y t
z


  
 

 

Câu 10. Trên phần mềm mô phỏng 3D một máy khoan trong không gian Oxyz , cho biết phương trình trục 
a  của mũi khoan và một đường rãnh b  trên vật cần khoan như hình vẽ dưới đây lần lượt là: 

1
: 2

3

x
a y

z t


 
 

 và 
1 4

: 2 2
6

x t
b y t

z

 
  










 

a) Chứng minh a  và b  vuông góc và cắt nhau. 

b) Tìm giao điểm của a  và b . 

Lời giải 

 

Đường thẳng 
1 4

: 2 2
6

x t
b y t

z

 
  










 có vecơ chỉ phương  2 4;2;0u 


. 

Ta thấy: 1 2 0.4 0.2 3.0 0.u u    
 

 do đó đường thẳng ,a b  vuông góc. 

Xét hệ phương trình:  
1 1 4
2 2 2  *
3 6

t
t

t

 
  
 





 . Vậy đường thẳng ,a b  vuông góc và cắt nhau. 

(b) Gọi giao điểm của a  và b  là M . 

Với 2t  , thay vào phương trình đường thẳng a  ta được 
1
2
6

x
y
z


 
 

 

Vậy giao điểm của a  và b  là  1;2;6M . 
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Câu 11. Trên phần mềm mô phỏng 3D một máy khoan trong không gian Oxyz  cho biết phương trình trục 

a  của mũi khoan và một đường rãnh b  trên vật cần khoan (tham khảo hình vẽ) lần lượt là 
1

: 2
3

x
a y

z t


 
 

 

và 
1 4

: 2 2
6

x k
b y k

z

 
  
 

. Tọa độ giao điểm của a  và b  là  ; ;M a b c . Tính .S a b c    

 

Lời giải 

Vì M  là giao điểm của a  và b  nên  
1 1 4

2
2 2 2 1;2;6

0
3 6

k
t

k M
k

t

 
       

 

Vậy 1 2 6 9.S      

Câu 12. Một phần mềm mô phỏng vận động viên đang tập bắn súng trong không gian Oxyz . Cho biết trục 

d  của nòng súng có phương trình: 1 2 3
1 3 5

x y z  
 

 
 và hồng tâm  8; 19;6 4A m  . Hỏi m  bằng 

bao nhiêu vận động viên có bắn trúng hồng tâm. 

 
Lời giải 

Để vận động viên có bắn trúng hồng tâm thì trục d  phải đi qua hồng tâm.  
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Ta thay điểm  8; 19;6 4A m   vào phương trình trục d : 
1 2 3 8 1 19 2 6 4 3 7 6 36 6

1 3 5 1 3 5
x y z m m m       

           
   

. 

Vậy 6m    thì vận động viên bắn trúng hồng tâm. 
Câu 13. Trong không gian Oxyz , một cabin cáp treo ở Bà Nà Hill xuất phát từ điểm  2;1;5A   và chuyển 

động đều theo đường cáp có vectơ chỉ phương là  0; 2;6u  
  với tốc độ là 4  m/s (đơn vị trên mỗi 

trục toạ độ là mét). Giả sử sau 5  (s) kể từ lúc xuất phát, cabin đến điểm M . Gọi tọa độ  ; ;M a b c

. Tính 3a b c  . 

 
Lời giải 

Phương trình tham số của đường cáp là:  
2

: 1 2
5 6

x
d y k k

z k

 
   
  

  

Do tốc độ chuyển động của cabin là 4  m/s nên độ dài 4AM t   m . 

Vì vậy sau 5  (s) kể từ lúc xuất phát, cabin đến điểm M  thì 4.5 20AM     m . 

Vì  2;1 2 ;5 6M d M k k      nên suy ra  0; 2 ;6AM k k


.  

Do 2 vec tơ ;AM u
 

 cùng hướng 0k 

2 2 2 220 0 4 36 20 40 400 10AM k k k k           

Vì 0 10k k   . 

Vậy tọa độ  2;1 2 10;5 6 10M    . Khi đó  3 2 3 1 2 10 5 6 10 6a b c         . 

Câu 14. Trong một khu du lịch, người ta cho du khách trải nghiệm thiên nhiên bằng cách đu theo đường 
trượt zipline từ vị trí A  cao 15 m  của tháp 1 này sang vị trí B  cao 10 m  của tháp 2 trong khung 
cảnh tuyệt đẹp xung quanh. Với hệ trục toạ độ Oxyz  cho trước (đơn vị: mét), toạ độ của A  và B  

lần lượt là  3;2,5;15  và  21;27,5;10 . Khi du khách khi ở độ cao 12 mét thì tọa độ của du khách 

lúc đó là  ; ;M a b c . Tính giá trị biểu thức T a b c    
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Lời giải 

Ta có:  3;2,5;15A ,    21;27,5; 11 8;15; 50 ABB  


 

Phương trình tham số đường thẳng AB  là:  
3 18
2,5 15  
15 5

x t
y t t
z t

 
   
  

 . 

Vậy phương trình đường thẳng chứa đường trượt zipline là  
3 18
2,5 15  
15 5

x t
y t t
z t

 
   
  

 . 

Xác định toạ độ của du khách khi ở độ cao 12 mét. 

Khi du khách khi ở độ cao 12 mét 312 15 5 12
5

z t t        

Thay 3
5

t   vào phương trình đường thằng AB  ta được  
13,8
11,5  13,8;11,5;12
12

x
y C
z


  
 

 

Vậy 13,8 11.5 12 37,3T a b c        

Câu 15. Cầu Cổng Vàng (The Golden Gate Bridge) ở Mỹ. Xét hệ trục toạ độ Oxyz với O  là bệ của chân cột 
trụ tại mặt nước, trục Oz  trùng với cột trụ, mặt phẳng  Oxy  là mặt nước và xem như trục Oy  cùng 

phương với cầu như hình vẽ. Dây cáp AD  (xem như là một đoạn thẳng) đi qua đỉnh D  thuộc trục 
Oz  và điểm A  thuộc mặt phẳng Oyz , trong đó điểm D  là đỉnh cột trụ cách mặt nước 227 m, điểm 
A  cách mặt nước 75 m và cách trục Oz  343 m. 

Giả sử ta dùng một đoạn dây nối điểm N  trên dây cáp AD  và điểm M  trên thành cầu, biết M  
cách mặt nước 75 m và MN  song song với cột trụ. 
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(Nguồn ảnh: https://www.goldengate.org/assets/1/6/ggb-exhibit-chapter-statistics.pdf). 
Tính độ dài MN , biết điểm M  cách trục Oz  một khoảng bằng 230 m (Kết quả làm tròn đến chữ 
số thập phân thứ hai sau dấu phẩy) 

Lời giải 
Ta có A Oyz  và A  cách mặt nước 75 m và cách trục Oz  343 m  0;343;75A  

Điểm D  là đỉnh cột trụ cách mặt nước 227 m  0;0;227D  0; 343;152AD  


 

Phương trình đường thẳng AD  là  
0

343
227 152

x
y t t
z t


   
  

  

Vì  0; 343 ;227 152N AD N t t     

Điểm M  trên thành cầu, M  cách mặt nước 75 m và cách trục Oz  một khoảng bằng 230 m nên 
tọa độ điểm M  là  0;230;75M  

 0; 343 230;152 152MN t t    


 

MN  song song với cột trụ 230. 0 343 230 0
343

MN Oy MN j t t          
 

. 

17176 171760;0; 50,08
343 343

MN MN      
 


m. 

Câu 16. Trong không gian Oxyz , một viên đạn được bắn ra từ điểm  1;3;4A  và trong 3 giây, đầu đạn đi 

với vận tốc không đổi, vectơ vận tốc (trên giây) là  .2;1;6v 


 Hỏi viên đạn trên có bắn trúng mục 

tiêu trong mỗi tình huống sau hay không? 

a) Mục tiêu đặt tại điểm 77; ;21
2

M  
 
 

b) Mục tiêu đặt tại điểm  3;1; 8N   . 

Lời giải 

Phương trình mô tả quỹ đạo chuyển động của viên đạn là: 
1 2
3
4 6

x t
y t
z t






 

 

  
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(a) Thay tọa độ điểm M  vào phương trình chuyển động ta có: 

7 1 2
7 3
2
21 4 6

3
1
2
17
6

t

t

t t

t

t


 
   





 




  




 

 

Ta thấy các giá trị t  này đều khác nhau do đó điểm M  không nằm trên quỹ đạo chuyển động của 
viên đạn nên viên đạn không bắn trúng mục tiêu đặt tại điểm M . 

(b) Thay tọa độ điểm N  vào phương trình chuyển động của viên đạn ta có:
3 1 2

1 3
8

2
4 6

t

t
tt









  




 
 


 

Suy ra điểm N  nằm trên quỹ đạo chuyển động của viên đạn. Do đó viên đạn trên có bắn trúng mục 
tiêu đặt tại điểm N . 

Câu 17. Trên mặt đất phẳng, người ta dựng một cây cột thẳng cao 6m vuông 
góc với mặt đất có chân cột đặt tại ví trí O trên mặt đất. Tại một thời 
điểm, dưới ánh nắng mặt trời thì bóng của đỉnh cột dưới mặt đất 
cách chân cột 3m về hướng S60°E (hướng tạo với hướng nam góc 
60  tạo với hướng đông góc 30 ). Chọn hệ trục Oxyz  có gốc tọa 
độ là O , tia Ox  chỉ hướng nam, tia Oy  chỉ hướng đông, tia Oz  
chứa cây cột, đơn vị đo là mét. Hãy viết phương trình đường thẳng 
chứa tia nắng mặt trời đi qua đỉnh cột tại thời điểm đang xét. 

Lời giải 

Để viết được phương trình đường thẳng chứa tia nắng mặt trời đi qua đỉnh cột tại thời điểm đang 
xét ta cần xác định tọa độ của A  (đỉnh cột) và A  (bóng của đỉnh cột). Khi đó  0;0;6A  

Hoành độ của điểm A  là 13cos60  
2

x     

Tung độ của điểm A  là 3 33cos30  
2

y     do đó 1 3 3; ;0 .
2 2

A
 
  
 

 

Đường thẳng chứa tia nắng mặt trời đi qua  0;0;6A  và có vectơ chỉ phương 1 3 3; ; 6
2 2

AA
 
  






 có 

phương trình là: 

1
2
3 3

2
6 6

x t

y t

z t

 






 



. 
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Câu 18. Một kĩ sư xây dựng thiết kế khung một ngôi nhà trong không gian Oxyz  như hình dưới đây nhờ 
một phần mềm đồ họa máy tính. 

 
a) Viết phương trình mặt phẳng mái nhà  DEMN . 

b) Tính khoảng cách từ điểm B  đến mái nhà  DEMN . 

Lời giải 
(a) Mặt phẳng  DEMN  có cặp vectơ chỉ phương là    6;0;0 , 0;2;2DE DN 

 
.  

Ta có ,DE DN   
 

  0; 12;12  nên suy ra  DEMN  có vectơ pháp tuyến là: 

 1 , 0;1; 1
12

n DE DN     
   

Phương trình của mặt phẳng  DEMN  là: 4 0y z   . 

(b) Điểm  6;4;0B  nên suy ra d   
2 2 2

4 4 8, 4 2
20 1 ( 1)

B DEMN


  
  

. 

Câu 19. Người ta muốn dựng một cột ăngten trên một sườn đồi. Ăngten được dựng thẳng đứng trong không 
gian Oxyz  với độ dài đơn vị trên mỗi trục bằng 1m. Gọi O  là gốc cột, A  là điểm buộc dây cáp vào 
cột ăngten và ,M N  là hai điểm neo dây cáp xuống mặt sườn đồi (hình vẽ). 

 
Cho biết tọa độ các điểm nói trên lần lượt là      0;0;0 , 0;0;6 , 3; 4;3O A M  ,  5; 2;2N   . 

a) Tính độ dài các đoạn dây cáp MA  và NA . 
b) Tính góc tạo bởi các sợi dây cáp ,MA NA  với mặt phẳng sườn đồi. 

Lời giải 

(a) Ta có    3;4;3 , 5;2;4MA NA  
 

 suy ra  2 2 24 3 34 5,8 m3MA      
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Khi đó 2 2 25 2 4 45 6,7 mNA      . 

(b) Mặt phẳng  OMN  có cặp vectơ chỉ phương là    3; 4;3 , 5; 2;2OM ON    
 

 nên có vectơ 

pháp tuyến  , 2; 21; 26n OM ON      
  . 

Gọi ,   lần lượt là góc tạo bởi ,MA NA  với mặt phẳng  AMN . 

Ta có: 
     

       2 2 2 22 2

3. 2 4. 21 3. 26 156sin 53
381144 3 .

.

. 21 23 62

MA n

MA n
 

     
     

     

 
   

Khi đó: 
     

     2 2 22 2 2

5. 2 2. 21 4. 26 156s
2

in
2

.

.
44

504455 2 4 . 1 26

NA n

NA n
 




    
    

     

 
   

Câu 20. Một khuôn nướng bánh mì được mô phỏng trong không gian Oxyz  như hình minh họa dưới đây 

với          0;0;0 , 8;0;0 , 8;18;0 , 1; 1;7 , 9;19;7S P Q T R  . Tính góc giữa hai cạnh kề nhau, giữa 

cạnh bên và mặt đáy, giữa mặt bên và mặt đáy của khuôn. 

 
Lời giải 

(a) Tính góc giữa hai cannh kề nhau:      8;0;0 ; 0;18;0 ; 1; 1;7SP SH ST    
   

 

Ta có:  0. 90;SP SH SP SH   
   

 

   1cos , , 82
51

.

.

SP ST
SP ST SP ST

SP ST
    

 

   

   
. 1cos , , 82

51.

SH ST
SH ST SH ST

SH ST
    

 

   

(b) Tính góc giữa cạnh bên và mặt đáy. Gọi   là góc giữa cạnh bên ST  và mặt phẳng đáy. 

Khi đó: 
. 7sin 7
.

8
51

ST k

ST k
     

 

   

(c) Tính góc giữa mặt bên và mặt đáy. Gọi   là góc giữa mặt bên và mặt phẳng đáy. 

Khi đó:  
. 2, 0;56;8 cos 82

10.

n k
n ST SP

n k
          

   . 
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Câu 21. Trong không gian ܱݖݕݔ, một viên đạn được bắn ra từ điểm 1)ܣ; 2; 3)và trong 3 giây, đầu đạn đi với 
vận tốc không đổi; véctơ vận tốc là ⃗ݒ = (2; 1; 5). Khi viên đạn trúng mục tiêu tại điểm 
 .?thì giá trị của biểu thức ܾ௔bằng bao nhiêu(ܾ;ܽ;5−)ܤ

Lời giải 
Đáp số: −૙,૚. 

Phương trình mô tả quỹ đạo chuyển động của viên đạn là : ൝
ݔ = 1 + ݐ2
ݕ = 2 + ݐ
ݖ = 3 + ݐ5

 (1). 

Khi viên đạn trúng mục tiêu tại điểm 5−)ܤ;ܽ; ܾ)thì tọa độ của điểm ܤ thỏa (1), tức là 

൝
−5 = 1 + ݐ2
ܽ = 2 + ݐ
ܾ = 3 + ݐ5

 ⇔ ൝
ݐ = −3
ܽ = 2 + ݐ
ܾ = 3 + ݐ5

⇔ ൝
ݐ = −3
ܽ = −1
ܾ = −12

⇒ ܾ௔ = −0,1. 

Câu 22. Một máy phát tín hiệu P được đặt cố định ở môt địa điểm và ta có thể nhận được tín hiệu của máy 
phát này trong phạm vi của một mặt cầu với bán kính  của nó. Một người cầm máy dò tín hiệu A 
chuyển động trên đường thẳng  (như Hình 4) 

 
Nếu chọn điểm đặt máy phát tín hiệu P là gốc tọa độ  của hệ trục tọa độ thì máy dò A di 
chuyển theo đường thẳng có phương trình 

(trong đó  là thời gian chuyển động). 

Mặt cầu giới hạn phạm vi nhận tín hiệu của máy dò A tại thời điểm nó gần máy phát tín hiệu P nhất 
có tâm . Tính . 

Lời giải 
Đáp số:  
Gọi  là vị trí của máy dò  trên đường thẳng . 
Ta có  Để máy điện tín gần trạm dò tìm nhất thì  ngắn nhất. 

 

Dấu bằng xảy ra khi . 

R
d

O Oxyz

5
5
7 2

x t
y t
z t

 
  
  

( )t h

 ; ;I a b c P a b c  

1P 
M A d

 5 ;5 ;7 2M t t t   OM
2 2 2 2 2 2

2 2 2

(5 ) (5 ) (7 2 ) 50 20 2 49 28 4
99 48 6 6( 8 16) 3 6( 4) 3 3

OM t t t t t t t
t t t t t

           

          

4t 
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Khi đó máy dò A ở vị trí . Khi đó . 

Câu 23. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ vào một sân bay, mặt phẳng (ܱݕݔ) trùng với 

mặt sân bay. Một máy bay bay theo đường thẳng từ vị trí 5−;1)ܣ; 7) đến vị trí 6)ܤ; 5; 4) và hạ 
cánh tại vị trí ܯ(ܽ;ܾ; 0). Giá trị của 3ܽ + 3ܾ là bao nhiêu? 

Lời giải 
Đường thẳng ܤܣ có vecto chỉ phương là ݑሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ = (5; 10;−3). 
Phương trình đường thẳng ܤܣ là: ௫ିଵ

ହ
= ௬ାହ

ଵ଴
= ௭ି଻

ିଷ
 

Vì ܯ ∈ ܤܣ ⇒ 1)ܯ + 5−;ݐ5 + ;ݐ10 7 −  .(ݐ3
Mặt khác ܯ ∈ (ݕݔܱ) ⇒ 7 − ݐ3 = 0 ⇒ ݐ = ଻

ଷ
⇒ ቀଷ଼ܯ

ଷ
; ହହ
ଷ

; 0ቁ. 
Vậy 3ܽ + 3ܾ = 93. 

Câu 24. Trên mặt đất phẳng, người ta dựng một cây cột thẳng cao 6 m vuông góc với mặt đất, có chân cột 
đặt tại ví trí O trên mặt đất. Tại một thời điểm, dưới ánh nắng mặt trời, bóng của đỉnh cột dưới mặt 
đất cách chân cột 3 m về hướng ܵ60௢ܧ (hướng tạo với hướng nam góc 60௢ tạo với hướng đông góc 
30௢) (H.5.32). Chọn hệ trục Oxݖݕ có gốc tọa độ là ܱ, tia ܱ  ,chỉ hướng đông ݕܱ chỉ hướng nam, tia ݔ
tia ܱݖ chứa cây cột, đơn vị đo là mét. Tính góc tạo bởi đường thẳng chứa tia nắng mặt trời đi qua 
đỉnh cột tại thời điểm đang xét với mặt đất. 

Lời giải 

 

Gọi ܣ (đỉnh cột) và ܣ′ (bóng của đỉnh cột). 

Ta có:0)ܣ; 0; 6). 

Hoành độ của điểmܣ′ là ݔ = 3. ܿos60௢ = ଷ
ଶ
. 

Tung độ của điểm ܣ′ là ݕ = 3. cos30௢ = ଷ√ଷ
ଶ

. 

Do đó ܣ′ ቀଷ
ଶ

; ଷ√ଷ
ଶ

; 0ቁ. 

Đường thẳng chứa tia nắng mặt trời đi qua 0)ܣ; 0; 6) và có vectơ chỉ phươngܣܣ′ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቀଷ
ଶ

; ଷ√ଷ
ଶ

;−6ቁ =
ଷ
ଶ
൫1;√3;−4൯. 

Phương trình đường thẳng tia nắng có véctơ chỉ phương là ݑሬ⃗ = ൫1;√3;−4൯. 
Mặt đất là mặt phẳng (ܱݕݔ)có véctơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ = (0; 0; 1). 
Gọi ߙlà góc giữa phương trình đường thẳng tia nắng với mặt phẳng (ܱݕݔ). 

 1;1; 1M  1P a b c   
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Ta có: sinߙ = |cos(ݑሬ⃗ ; ሬ݊⃗ )| = |௨ሬሬ⃗ .௡ሬ⃗ |
|௨ሬሬ⃗ |.|௡ሬ⃗ | = |ିସ|

√ଵାଷାଵ଺.√ଵ
= ଶ√ହ

ହ
. 

⇔ ߙ ≈ 63௢. 
Câu 25. Trong một khu du lịch, người ta cho du khách trải nghiệm thiên nhiên bằng cách đu theo đường 

trượt zipline từ vị trí ܣ cao 15 m của tháp 1 này sang vị trí ܤcao 10m của tháp 2trong khung cảnh 
tuyệt đẹp xung quanh. Với hệ trục toạ độ ܱݖݕݔ cho trước (đơn vị: mét), toạ độ của ܣ và ܤ lần lượt 
là (3; 2,5; 15) và (21; 27,5; 10). Biết tọa độ du khách khi ở độ cao 12 mét là (ܽ; ܾ; ܿ). Tính ܲ =
5ܽ + ܾ + ܿ. 

 
Lời giải 

Ta có ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ = (18; 25;−5).  

Phương trình tham số chứa đường zipline là ݀: ൝
ݔ = 3 + ݐ18
ݕ = 2,5 + ݐ25
ݖ = 15 − ݐ5

ݐ)  ∈ ℝ). 

Gọi ݔ)ܥ஼;ݕ஼; 12) là tọa độ của du khách đang ở độ cao 12 mét. 
Ta có ܥ ∈ ݀và ݖ஼ = 12 khi đó 12 = 15 − ݐ5 ⇒ ݐ = ଷ

ହ
. 

஼ݔ = 3 + 18. ଷ
ହ

= ଺ଽ
ହ

஼ݕ ; = 2,5 + 25. ଷ
ହ

= 17,5. 

Vậy tọa độ của du khách là ܥ ቀ଺ଽ
ହ

; 17,5; 12ቁ. Khi đó ܲ = 5ܽ + ܾ + ܿ = 5. ଺ଽ
ହ

+ 18 + 12 = 98,5. 
Câu 26. Một người đứng ở mặt đất điều khiển flycam để phục vụ chương trình truyền hình. Chọn hệ trục tọa 

độ ܱݖݕݔ với gốc tọa độ ܱ là vị trí người điều khiển, mặt phẳng (ܱݕݔ) trùng với mặt đất. Chiếc 
flycam đang ở vị trí 1)ܯ; 2; 4) và chuyển động trên đường thẳng song song với mặt đất. Biết hướng 
chuyển động của flycam là ݑሬ⃗ = (2;ܽ; ܾ) (ܽ,ܾ là các số nguyên) sao cho khoảng cách từ vị trí người 
điều khiển đến đường thẳng chuyển động của flycam là lớn nhất. Tính ܽ + ܾ. 

Lời giải 

 
Gọi (ܲ) là mặt phẳng đi qua ܯ và song song với (ܱݕݔ), ߂ là đường thẳng mà flycam chuyển động. 
Khi đó ߂ đi qua ܯ và (ܲ) chứa ߂. Gọi ܪ là hình chiếu vuông góc của ܱ xuống ߂. 

O
Oxy

P

M H Δ
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Vì ܱܪ ≤ max (߂,ܱ)݀ nên ܯܱ ⇔ max ܪܱ ⇔ ܪ ≡  .ܯ
Do đó hướng chuyển động của flycam là ݑ௱ሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱൣ ;݊(ை௫௬)ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൧ = (2;−1; 0). 
Vậy ܽ = −1 và ܾ = 0, nên ܽ + ܾ = −1. 

Câu 27. Một phần mềm mô phỏng vận động viên tập bắn bia mục tiêu có kích thước nhỏ (42 × 42ܿ݉) bằng 
súng tiểu liên AK trong không gian ܱݖݕݔ. Cho biết vận động viên đó sử dụng thước ngắm 3 và 
đứng cách xa bia mục tiêu là 100݉, trục ݀ của nòng súng và cọc đỡ bia ݀′ lần lượt có phương trình 

݀: ൝
ݔ = ݐ
ݕ = 2
ݖ = 4

 và ݀′: ൝
ݔ = 1
ݕ = 2
ݖ = 1 + ′ݐ3

. Để bắn trúng hồng tâm thì vận động viên phải ngắm bắn vào điểm 

ܰ(ܽ; ܾ; ܿ) ∈ ݀′ và cách giao điểm của ݀ và ݀′ một khoảng 6ܿ݉. Khi ܿ < 0, tính giá trị biểu thức 
ܽ − ܾ + ܿ. 

Lời giải 
Đáp số: −૞. 
Gọi ܯ = ݀ ∩ ݀′ ⇒ ;1)ܯ 2; 4). 
Ta có ܰ ∈ ݀′ ⇒ ܰ(1; 2; 1 + (′ݐ3 ⇒ ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܰܯ = (0; 0; ′ݐ3 − 3). Theo giả thiết ܰܯ = 6 

Suy ra |3ݐ′ − 3| = 6 ⇔ ቂݐ′ = 3
′ݐ = −1

⇒ ൤ܰ
(1; 2; 7)

ܰ(1; 2;−2). Vì ܿ < 0 ⇒nhận ܰ(1; 2;−2) 

Vậy ܽ = 1,ܾ = 2, ܿ = −2 ⇒ ܽ − ܾ + ܿ = −5. 
Câu 28. Trong không gian ܱݖݕݔ, một cabin cáp treo xuất phát từ điểm 10)ܣ; 0; 3) và chuyển động theo 

đường cáp có vectơ chỉ phương ݑሬ⃗ (2; 2; 1). Hai cột trụ cáp treo đặt tại điểm ܥ,ܤ biết ݔ஻ = ஼ݕ;20 =
120. Thời gian cabin đi từ điểm ܤ đến điểm ܥ là 55s. Hỏi vận tốc của cabin bằng bao nhiêu ݉/ݏ? 

Lời giải 
Đáp số: 3 

Phương trình tham số của đường cáp treo là: ݀: ൝
ݔ = 10 + ݐ2
ݕ = ݐ2
ݖ = 3 + ݐ

ݐ)  ∈ ℝ). 

஻ݔ = 20 ⇒ ;20)ܤ 10; ஼ݕ ,(8 = 120 ⇒ ;130)ܥ 120; 63). 
ܥܤ = √110ଶ + 110ଶ + 55ଶ = 165(݉). 
Vậy vận tốc của cabin đi là ݒ = ଵ଺ହ

ହହ
=  .(ݏ/݉)3

Câu 29. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo kilômét) vào một sân bay, mặt phẳng (ܱݕݔ) 
trùng với mặt sân bay. Một máy bay bay theo đường thẳng từ vị trí 5)ܣ;  0;  5) đến vị trí 10)ܤ;  10;  3) 
và hạ cánh tại vị trí ܯ(ܽ;  ܾ;  0). Giá trị của ܽ + ܾ bằng bao nhiêu (viết kết quả dưới dạng số thập 
phân)? 

Lời giải 
ĐÁP SỐ: 

4 2 , 5 
Ta có: phương trình đường thẳng ܤܣ là: ௫ିହ

ହ
= ௬

ଵ଴
= ௭ିହ

ିଶ
. Vì ܯ thuộc ܤܣ nên tồn tại số thực ݐ sao 

cho ݐ5)ܯ + 5; ;ݐ10  ݐ2−  + 5). Ngoài ra, ܯ thuộc mặt phẳng (ܱݕݔ) nên −2ݐ + 5 = 0 ⇔ ݐ = ହ
ଶ
. 

Suy ra 17)ܯ, 5;  25;  0). Vậy ܽ + ܾ = 17,5 + 25 = 42,5.  
Câu 30. Một người đứng ở mặt đất điều khiển hai flycam để phục vụ trong một chương trình của đài truyền 

hình. Flycam I ở vị trí ܣ cách vị trí điều khiển 150 m về phía nam và 200 m về phía đông, đồng thời 
cách mặt đất 50 m. Flycam II ở vị trí ܤ cách vị trí điều khiển 180 m về phía bắc và 240 m về phía 
tây, đồng thời cách mặt đất 60 m. 

Chọn hệ trục toạ độ ܱݖݕݔ với gốc ܱ là vị trí người điều khiển, mặt phẳng (ܱݕݔ) trùng với mặt đất, 
trục ܱݔ có hướng trùng với hướng nam, trục ܱݕ có hướng trùng với hướng đông, trục ܱݖ vuông 
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góc với mặt đất hướng lên bầu trời, đơn vị trên mỗi trục tính theo mét. Khoảng cách giữa hai flycam 
đó bằng bao nhiêu mét (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)? 

Lời giải 
ĐÁP SỐ: 
5 5 0  

Ta có: Vị trí ܤ,ܣ có tọa độ lần lượt là: (150;  200;  50), (−180; −240;  60). Suy ra khoảng cách 
giữa hai flycam đó bằng: 
ܤܣ = ඥ(−180− 150)ଶ + (−240− 200)ଶ + (60− 50)ଶ ≈ 550(m)  

Câu 31. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ, một cabin cáp treo xuất phát từ điểm 11)ܣ; 4; 0) và chuyển 
động đều theo đường cáp có véc tơ chỉ phương ݑሬ⃗ = (−3;−4; 0) với tốc độ là 5 ݉/ݏ (Đơn vị trên 
mỗi trục tọa độ là mét); giả sử sau (ݏ)ݐ kể từ lúc xuất phát (ݐ ≥ 0), cabin đến điểm ܯ; Một người 
đứng tại điểm ܱquan sát cabin chạy trên cáp treo, sau thời gian bao nhiêu thì khoảng cách giữa 
người quan sát và cabin gần nhau nhất? 

Lời giải 
Do tốc độ của cabin là 5 ݉/ݏ nên độ dài ܯܣ = หܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ ห = ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ Do hai véc tơ ;(m)ݐ5  và ݑሬ⃗  cùng phương 
nên ܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ = ݇. ሬ⃗ݑ  với ݇là số thực dương nào đó. Suy ra: หܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ ห = ሬ⃗ݑ|݇ | = ݇ඥ(−3)ଶ + (−4)ଶ + 0ଶ =
5݇. 
Suy ra ݐ = ݇, vì thế ܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ = ݇. ሬ⃗ݑ = ሬ⃗ݑݐ = ;ݐ4−;ݐ3−) 0). Giả sử điểm ݕ;ݔ)ܯ; ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ nên (ݖ = ݔ) −
ݕ;11 − 4;  (ݖ

Ta có ൝
ݔ − 11 = ݐ3−
ݕ − 4 = ݐ4−
ݖ = 0

⇔ ൝
ݔ = 11 − ݐ3
ݕ = 4 − ݐ4
ݖ = 0

; ݐ  ∈ ℝ. Hay 11)ܯ− ;ݐ3 4 − ;ݐ4 0) 

Khoảng cách giữa người quan sát và cabin bằng độ dài đoạn  
ܯܱ = ඥ(11− ଶ(ݐ3 + (4− ଶ(ݐ4 + 0ଶ = ඥ25ݐଶ − ݐ98 + 137 

Khoảng cách gần nhất khi tam thức bậc hai 25ݐଶ − ݐ98 + 137 đạt giá trị nhỏ nhất, khiݐ = ସଽ
ଶହ

=
1,96(s)  
Đáp số: ݐ = 1,96(s). 

Câu 32. Một người đứng ở mặt đất điều khiển flycam để phục vụ chương trình truyền hình. Chọn hệ trục tọa 
độ ܱݖݕݔ với gốc tọa độ ܱ là vị trí người điều khiển, mặt phẳng (ܱݕݔ) trùng với mặt đất. Chiếc 
flycam đang ở vị trí 1)ܯ; 2; 4) và chuyển động trên đường thẳng song song với mặt đất. Biết hướng 
chuyển động của flycam là ݑሬ⃗ = (ܽ; 2; ܾ) (ܽ,ܾ là các số nguyên) sao cho khoảng cách từ vị trí người 
điều khiển đến đường thẳng chuyển động của flycam là bé nhất. Tính ܽ + ܾ. 

Lời giải 

 
Gọi (ܲ) là mặt phẳng đi qua ܯ và song song với (ܱݕݔ), ߂ là đường thẳng mà flycam chuyển động. 
Khi đó ߂ đi qua ܯ và (ܲ) chứa ߂. Gọi ܪ là hình chiếu vuông góc của ܱ xuống (ܲ) và ܭ là hình 
chiếu vuông góc của ܱ xuống ߂. 
Vì ܱܪ ≤ ܭܱ ≤ min (߂,ܱ)݀ nên ܯܱ ⇔ min ܭܱ ⇔ ܭ ≡ ܭܱ Khi đó .ܪ ⊥ (ܲ). 
Gọi (ܳ) là mặt phẳng chứa ܱܭ và ߂. Khi đó (ܳ) ⊥ (ܲ). 

Oxy
O

Δ
H

M

P

K
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Ta có ݑ௱ሬሬሬሬ⃗ = ൣ݊(௉)ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ;݊(ொ)ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൧ = ቂ݊(ை௫௬)ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ; ൣ݊(ை௫௬)ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ; ൧ቃ = (1; 2; 0). Vậy ܽ = 1 và ܾ = 0, nên ܽ + ܾ = 1. 
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PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẦU 
 

I - PHẦN TRẮC NGHIỆM 
Câu 1. Trong không gian hệ trục tọa độ Oxyz , bề mặt của một quả bóng thám không dạng hình cầu có 

phương trình 2 2 2 200 600 4000 4099900 0x y z x y z       . Tìm tâm và bán kính mặt cầu. 

 
A. Tâm  100;300;2000I , bán kính 100r  . 

B. Tâm  100; 300; 2000I    , bán kính 10r  . 

C. Tâm  100;300;2000I , bán kính 10r  . 

D. Tâm  100; 300; 2000I    , bán kính 100r  . 

Câu 2. Trong không gian Oxyz  (đơn vị của các trục tọa độ là kilomet), một trạm thu phát sóng điện thoại 

di động có đầu thu phát được đặt tại điểm  6; 1;4I   . Cho biết bán kính phủ sóng của trạm là 2

km. Người sử dụng điện thoại đứng ở điểm nào sau đây thì sử dụng được dịch vụ của trạm nói trên? 

A.  4;0;2A   B.  5; 2;5B   . C.  6;2;2C   D.  0; 1;4D   

Câu 3. Trong không gian Oxyz  (đơn vị của các trục tọa độ là kilomet), một trạm thu phát sóng điện thoại 

di động có đầu thu phát được đặt tại điểm  6; 1;4I   . Cho biết bán kính phủ sóng của trạm là 2

km. Người sử dụng điện thoại đứng ở điểm nào sau đây thì không sử dụng được dịch vụ của trạm 
nói trên? 

A.  5;0;3A   B.  5; 2;5B   . C.  6;2;2C   D.  7; 2;3D    

Câu 4. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz (đơn vị trên mỗi trục là kilômét), người ta đăt một trạm thu 
phát sóng điện thoại được đặt ở vị trí 1−)ܣ; 2;−3). Biết rằng trạm thu phát sóng được thiết kế với 
bán kính là 4 km, viết phương trình mặt cầu mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sóng trong 
không gian? 

A. (ݔ − 1)2 + ݕ) − 2)2 + ݖ) − 3)2 = 16 B. (ݔ + 1)2 + ݕ) − 2)2 + ݖ) + 3)2 = 4  
C. (ݔ + 1)2 + ݕ) − 2)2 + ݖ) + 3)2 = 16 D. (ݔ − 1)2 + ݕ) + 2)2 + ݖ) − 3)2 = 4  

Câu 5. Trong không gian hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là kilômét) một trạm phát sóng điện 
thoại của nhà mạng Viettel được đặt ở vị trí 1−)ܫ; 2; 3) và được thiết kế bán kính phủ sóng là 5000݉. 
Phương trình mặt cầu biểu diễn ranh giới vùng phủ sóng là:  

A. (ݔ + 1)2 + ݕ) − 2)2 + ݖ) − 3)2 = 25. B. (ݔ − 1)2 + ݕ) − 2)2 + ݖ) − 3)2 = 25. 
C. (ݔ + 1)2 + ݕ) − 2)2 + ݖ) − 3)2 = 25.000.000. D. (ݔ − 1)2 + ݕ) − 2)2 +
ݖ) − 3)2 = 25.000.000. 
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Câu 6. Trong không gian hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là kilômét) một trạm phát sóng rađa 
của Nga được đặt trên bán đảo Crimea ở vị trí (3−;1−;2)ܫ và được thiết kế phát hiện máy bay của 
địch ở khoảng cách tối đa 500݇݉. Điểm nào sau đây nằm trong vùng phủ sóng của rađa? 

A. ܰ(500; 200; 100). B. ܲ(−300; 250; 400). 
C. (230−;100−;200)ܯ.D. ܳ(120;−200;−500). 

Câu 7. Trong không gian ܱݖݕݔ, một thiết bị phát sóng đặt tại vị trí 3)ܣ;  0;  0). Vùng phủ sóng của thiết bị 
có bán kính bằng 4. Trong các điểm nào sau đây, điểm nào thuộc vùng phủ sóng của thiết bị nói 
trên? 

A. 1)ܯ;  −3;  1). B. ܰ(1;  −5;  1). C. ܲ(1;  2;  −6). D. ܳ(−4;  3;  3). 
Câu 8. Phần mềm mô phỏng thiết bị thám hiểm đại dương có dạng hình cầu trong không gian ܱݖݕݔ. Biết 

tọa độ tâm mặt cầu là 360)ܫ; 200; 400) và bán kính ݎ = 2 m. Phương trình của mặt cầu là 

 
A. (ݔ + 360)2 + ݕ) + 200)2 + ݖ) + 400)2 = 4. B. (ݔ − 360)2 + ݕ) − 200)2 + ݖ) − 400)2 = 4. 
C. (ݔ + 360)2 + ݕ) + 200)2 + ݖ) + 400)2 = 2. D. (ݔ − 360)2 + ݕ) − 200)2 + ݖ) − 400)2 = 2. 

Câu 9. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ, đơn vị trên mỗi trục là mét, một ngọn hải đăng được đặt ở vị 
trí 21)ܫ; 35; 50). Biết ngọn hải đăng đó được thiết kế với đường kính phủ sáng là 8 km. Phương 
trình mặt cầu để mô tả vùng phủ sáng của ngọn hải đăng là  

 
A. (ݔ − 21)2 + ݕ) − 35)2 + ݖ) − 50)2 = 16. B. (ݔ − 21)2 + ݕ) − 35)2 + ݖ) − 50)2 = 64. 
C. (ݔ − 21)2 + ݕ) − 35)2 + ݖ) − 50)2 = 4000. D. (ݔ − 21)2 + ݕ) − 35)2 + ݖ) − 50)2 = 40002. 

Câu 10. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ, đơn vị trên mỗi trục là kilômét, một trạm thu phát sóng điện 
thoại di động được đặt ở vị trí 3−)ܫ; 2; 7), trạm thu phát sóng đó được thiết kế với bán kính phủ 
sóng 3 km. Người dùng điện thoại ở điểm nào có thể sử dụng dịch vụ của trạm này? 
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A. 2)ܣ; 3; 4). B. 2−)ܤ; 1; 8). C. 1)ܥ; 1; 1). D. 1−;3−)ܦ; 3). 

Câu 11. Trong không gian ܱݖݕݔ, một vòm được thiết kế có bề mặt là mặt cầu tâm 1)ܫ;  2;  20), bán kính 
bằng 50 (݉)và có đáy nằm trên mặt phẳng (ܱݕݔ). Chiều cao của vòm là bao nhiêu? (biết đơn vị 
của hệ trục tọa độ là mét) 

 
A. 20 (݉). B. 70 (݉). C. 25 (݉). D. 30 (݉). 

Câu 12. Trong không gian ܱݖݕݔ, đặt 4 thiết bị thu tín hiệu tại 4 điểm có tọa độ lần lượt là 
;2−)ܣ  3; ;0)ܤ,( 5   2; ;1)ܥ,(8   −3; ;4)ܦ,(7   1;  0). Đặt thiết bị phát tín hiệu tại điểm nào sau đây để 
4 thiết bị thu tín hiệu cùng một thời điểm? 

A. ܫ ቀ453
262

;  117
262

;  1047
262

ቁ. B. ܫ ቀ− 453
262

;  − 117
262

;  − 1047
262
ቁ. 

C. ܫ ቀ453
131

;  117
131

;  1047
131

ቁ. D. ܫ ቀ− 453
131

;  − 117
131

;  − 1047
131

ቁ. 
Câu 13. Trong không gian (ܱݖݕݔ), một thiết bị phát sóng đặt tại vị trí 1)ܫ;  0;  −1). Vùng phủ sóng của thiết 

bị có ranh giới là một mặt cầu bán kính bằng √2. Điểm nào sau đây thuộc vùng phủ sóng của thiết 
bị? 

A. 1)ܣ;  0;  1). B. 1)ܤ;  1;  −1). C. 2−)ܥ;  0;  1). D. 1)ܦ;  −2;  −1). 
Câu 14. Trong không gian (ܱݖݕݔ) (đơn vị trên mỗi trục là mét), một ngọn hải đăng được đặt ở vị trí 

;2)ܣ  3;  5). Biết rằng vùng phủ sáng (theo thiết kế) của ngọn hải đăng có ranh giới là một mặt cầu 
bán kính 3 ݇݉. Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới của vùng phủ sáng trên biển của hải đăng là 

A. (ݔ − 2)2 + ݕ) − 3)2 + ݖ) − 5)2 = 9. B. (ݔ + 2)2 + ݕ) + 3)2 + ݖ) + 5)2 = 9. 
C. (ݔ − 2)2 + ݕ) − 3)2 + ݖ) − 5)2 = 9000. D. (ݔ − 2)2 + ݕ) − 3)2 + ݖ) − 5)2 = 30002. 

Câu 15. Trong không gian ܱݖݕݔ (đơn vị trên các trục là km), một thiết bị phát sóng đặt ở vị trí 1−)ܫ; 2; 4) 
và được thiết kế bán kính phủ sóng là 4000 m. Máy thu sóng của thiết bị đó ở vị trí nào sau đây thì 
thu được sóng? 

A. 2−;1)ܯ; 3). B. ܰ(1; 4; 5). C. ܲ(3; 1;−1). D. ܳ(−1; 3;−1). 
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Câu 16. Một vệ tinh quay quanh Trái Đất với độ cao so với mặt đất là 18900 km. Ta xét trong không gian 
 tương ứng với 6300 km trên ݖݕݔܱ với tâm ܱ là tâm Trái Đất, 1 đơn vị dài trong không gian ݖݕݔܱ
thực tế. Biết bán kính Trái Đất khoảng 6300 km. Phương trình biểu diễn quỹ đạo chuyển động của 
vệ tinh đó là 

A. 2ݔ + 2ݕ + 2ݖ = 4. B. 2ݔ + 2ݕ + 2ݖ = 16. 
C. 2ݔ + 2ݕ + 2ݖ = 2. D. 2ݔ + 2ݕ + 2ݖ = 5.  

Câu 17. Một máy Rađa có tầm hoạt động với bán kính tối đa là 20 km. Ta xét trong không gian ܱݖݕݔ với 
tâm ܱ là vị trí máy Rađa, 1 đơn vị dài trong không gian ܱݖݕݔ tương ứng với 

10 km trên thực tế. Hỏi trong không gian ܱݖݕݔ trên, vật thể có tọa độ tương ứng với đáp án nào 
dưới đây sẽ bị Rađa phát hiện? 
A. 1)ܯ; 0; 2). B. ܰ(2;−1; 1). C. ܲ൫1; 1;√2൯. D. ܳ(3; 0; 0). 

Câu 18. Khi đặt hệ tọa độ ܱݖݕݔ vào không gian với đơn vị trên trục tính theo kilômét, người ta thấy rằng 
một không gian phủ sóng điện thoại có dạng một hình cầu (S) (tập hợp những điểm nằm trong và 
nằm trên mặt cầu tương ứng). Biết mặt cầu (S) có phương trình: 2ݔ + 2ݕ + 2ݖ − ݔ2 − ݕ4 − ݖ6 +
5 = 0. Khoảng cách xa nhất giữa hai vùng phủ sóng là bao nhiêu kilômét? 

A. 9. B. 3. C. 6. D. 12. 
Câu 19. Trong không gian hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là kilômét), đài kiểm soát không lưu 

sân bay Cam Ranh – Khánh Hòa ở vị trí ܱ(0; 0; 0) và được thiết kế phát hiện máy bay ở khoảng 
cách tối đa 600݇݉. Một máy bay của hãng Việt Nam Airlines đang ở vị trí ܣ, chuyển động theo 

đường thẳng ݀ có phương trình ൝
ݔ = −1000 + ݐ100
ݕ = −200 + ݐ80
ݖ = 10

ݐ) ∈ ℝ) và hướng về đài kiểm soát không lưu 

(như hình vẽ). Khoảng cách giữa vị trí sớm nhất mà máy bay xuất hiện trên màn hình ra đa và vị trí 
mà máy bay bay ra khỏi màn hình ra đa gần nhất với đáp án nào sau đây? 

 
A. 751. B. 750. C. 749. D. 748. 

Câu 20. Trong không gian ܱݖݕݔ (đơn vị đo là km), bốn chiếc máy bay ở bốn hướng khác nhau khi vừa bay 
vào vùng phủ sóng của một chiếc ra đa thì trên ra đa ngay lập tức báo tín hiệu phát hiện mục tiêu. 
Tại thời điểm ra đa phát hiện mục tiêu thì 4 chiếc máy bay ở vị trí có tọa độ lần lượt là 
;30)ܣ 25; ;14)ܤ,(33 1; ;29−;40)ܥ,(49 ;0)ܦ,(1 31; 41). Phương trình mặt cầu (ܵ) biểu diễn ranh 
giới vùng phủ sóng của ra đa trong không gian là 

A. 2ݔ + 2ݕ + 2ݖ − ݕ2 − ݖ2 − 3598 = 0. B. 2ݔ + 2ݕ + 2ݖ − ݕ2 − ݖ2 + 2498 = 0. 
C. 2ݔ + ݕ) − 1)2 + ݖ) − 1)2 = 602. D. 2ݔ + ݕ) − 1)2 + ݖ) − 1)2 = 502. 

Câu 21. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là km), một máy bay đang ở vị 
trí 3)ܣ ;  −2 ;  1) và sẽ hạ cánh ở vị trí 2)ܤ;  −5 ;  0) trên đường băng. Có một đám mây được mô 
phỏng bởi mặt phẳng (ܲ) tiếp xúc với mặt cầu (ܵ): (ݔ − 2)2 + ݕ) + 1)2 + ݖ) + 1)2 = 16 tại 
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ቀ10ܯ
9

 ;  − 25
9

 ;  7
9
ቁ. Tính độ cao của máy bay khi đi xuyên qua đám mây để hạ cánh (Giả sử mặt đất 

ở vị trí máy bay đang bay được coi là mặt phẳng mặt phẳng (ܱݕݔ)) 

A. 3
5
km. B. 4

5
km. C. 1

5
km. D. 2

5
km. 

Câu 22. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ, đơn vị trên mỗi trục là mét, một ngọn hải đăng được đặt ở vị 
trí ܫ. Biết ngọn hải đăng đó được thiết kế với đường kính phủ sáng là 6 km. Giả sử người đi biển di 
chuyển theo đường thẳng từ vị trí ܫ. Hỏi vị trí cuối cùng trên đoạn thẳng sao cho người đi biển có 
thể nhìn thấy được ánh sáng từ ngọn hải đăng cách ܫ một đoạn bằng bao nhiêu? 

 
A. 3km. B. 6km. C. 6,2km. D. 4km. 

Câu 23. Hệ thống định vị toàn cầu GPS là một hệ thống cho phép xác định chính xác vị trí của một vật trong 
không gian. Cách thức hoạt động của GPS như sau: Trong cùng một thời điểm, vị trí ܯ của một vật 
sẽ được xác định bằng 4 vệ tinh cho trước, các vệ tinh này có gắn máy thu tín hiệu, bằng cách so 
sánh thời gian từ lúc tín hiệu được phát đi với thời gian nhận tín hiệu phản hồi thì sẽ xác định được 
khoảng cách từ các vệ tinh đến vị trí ܯ. Như vậy, vị trí ܯ là giao điểm của 4 mặt cầu có tâm là 4 
vệ tinh đã cho. Giả sử trong không gian ܱ4 ,ݖݕݔ vệ tinh có tọa độ là 1−)ܣ; 6; ;4)ܤ ,(3 8; 1), 
;9)ܥ 6; ;15−)ܦ ,(7 18; 7). Tìm vị trí ܯ của vật biết khoảng cách từ ܯ đến các vệ tinh lần lượt là 
ܣܯ = ܤܯ ,6 = ܥܯ ,7 = ܦܯ ,12 = 24. 

A. (1−;2−;1)ܯ. B. 1−)ܯ; 2;−1). C. 1)ܯ; 2;−1). D. 2−;1)ܯ; 1). 
Câu 24. Một vệ tinh quay quanh Trái Đất với độ cao so với mặt đất là 18900  km. Ta xét trong không gian 

Oxyz  với tâm O  là tâm Trái Đất, 1 đơn vị dài trong không gian Oxyz tương ứng với 6300  km trên 
thực tế. Biết bán kính Trái Đất khoảng 6300 km. Phương trình biểu diễn quỹ đạo chuyển động của 
vệ tinh đó là 

A. 2 2 2 4x y z   . B. 2 2 2 16x y z   . C. 2 2 2 2x y z   . D. 2 2 2 5x y z   .  

Câu 25. Trong không gian Oxyz  (đơn vị đo là cm), mặt sàn nhà đa năng thuộc mặt phẳng Oxy . Một quả cầu 
bằng nhựa nằm trên mặt sàn nhà đa năng và có tâm I(12; 20;50) . Khi đó, mặt ngoài của quả cầu 

nhựa  S  có phương trình là:  

A.      2 2 2 212 20 50 12x y z      . B.      2 2 2 212 20 50 12x y z      . 

C.      2 2 2 212 20 50 20x y z      . D.      2 2 2 212 20 50 50x y z      . 
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Câu 26. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz  (đơn vị trên mỗi trục là km), một ngọn hải đăng được đặt ở 
vị trí )5;5;1(I như hình vẽ. Ngọn hải đăng được thiết kế với bán kính phủ sáng là5km.  

 

Một người đi biển di chuyển theo đường thẳng từ vị trí  1;5;5I đến vị trí  7;14;11A .Điểm nào 

sau đây mà người đi biển đi qua và vẫn thuộc vùng phủ sáng của ngọn hải đăng? 

A.  3;8;7M . B.  0;4;8N . C.  7;3;0P . D.  7;11;3Q . 

Câu 27. Một máy Rađa có tầm hoạt động với bán kính tối đa là 20  km. Ta xét trong không gian Oxyz với 
tâm O  là vị trí máy Rađa, 1 đơn vị dài trong không gian Oxyz  tương ứng với  

10  km trên thực tế. Hỏi trong không gian Oxyz  trên, vật thể có tọa độ tương ứng với đáp án nào 
dưới đây sẽ bị Rađa phát hiện? 

A.  1;0;2M . B.  2; 1;1N  . C.  1;1; 2P . D.  3;0;0Q . 

Câu 28. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz  (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là km), một máy bay đang ở vị 

trí  3; 2;1A   và sẽ hạ cánh ở vị trí  2; 5;0B   trên đường băng. Có một đám mây được mô phỏng 

bởi mặt phẳng  P  tiếp xúc với mặt cầu        2 2 2: 2 1 1 16S x y z       tại 10 25 7; ;
9 9 9

M   
 

. Tính độ cao của máy bay khi đi xuyên qua đám mây để hạ cánh (Giả sử mặt đất ở vị trí máy bay 
đang bay được coi là mặt phẳng mặt phẳng  Oxy ) 

A. 3
5  km. B. 4

5
 km. C. 1

5
 km. D. 2

5
 km. 

II - PHẦN TRẮC NGHIỆM ĐÚNG SAI 
Câu 29. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên trục là kilomet), một trạm thu phát sóng điện 

thoại di động (hình vẽ dưới đây) được đặt ở vị trí 4−)ܫ;  2;  5). Biết rằng trạm phát sóng được thiết 
kế với bán kính phủ sóng là 4 km.  
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a) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sóng là: 
b) Điểm 3)ܣ;  5;  −6) nằm phía trong mặt cầu đó. 
c) Nếu người dùng đứng ở vị trí điểm 2−)ܤ;  3;  0) thì không thể sử dụng dịch vụ của trạm phát 
sóng này. 
d) Nếu người dùng đứng ở vị trí điểm 4−)ܯ;  6;  2) thì quãng đường ngắn nhất người đó phải di 
chuyển để đến được vị trí có thể sử dụng dịch vụ của trạm phát sóng là 1 km. 

Câu 30. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là mét), một ngon hải đăng được đặt ở 
vị trí 20)ܫ;  35;  60), biết rằng ngọn hải đăng được thiết kế với bán kính phủ sáng là 4 km.  

 
a) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới vùng phủ sáng trên biển của hải đăng là 
b) Điểm 290−)ܤ;  −165;  3660) nằm phía trong mặt cầu đó. 
c) Nếu người đi biển ở vị trí 541)ܥ ;  137 ;  −690) thì không thể nhìn được ánh sáng từ ngọn hải 
đăng. 
d) Giả sử người đi biển di chuyển theo đường thẳng từ vị trí điểm 20)ܫ;  35;  60) đến vị trí 
;4020)ܦ  35;  3060). Vị trí cuối cùng trên đoạn thẳng ܦܫ sao cho người đi biển vẫn còn nhìn thấy 
được ánh sáng từ ngọn hải đăng là 3180−)ܯ;  35;  2460). 

Câu 31. Trong không gian với hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ, đài kiểm soát không lưu sân bay Cam Ranh – Khánh 
Hòa ở vị trí ܱ(0; 0; 0) và được thiết kế phát hiện máy bay ở khoảng cách tối đa 600݇݉. Một máy 
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bay của hãng Việt Nam Airlines đang ở vị trí 40−;800−)ܣ; 10), chuyển động theo đường thẳng 

݀có phương trình ൝
ݔ = −1000 + ݐ100
ݕ = −200 + ݐ80
ݖ = 10

ݐ) ∈ ℝ) và hướng về đài kiểm soát không lưu. 

 
a) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu 
trong không gian là 2ݔ + 2ݕ + 2ݖ = 6002. 
b) Giả sử 1000−)ܤ + 100ܾ;−200 + 80ܾ; 10)là vị trí sớm nhất mà máy bay xuất hiện trên màn hình 
ra đa. Khi đó ܾ ∈ [4; 5]. 
c) Giả sử 1000−)ܥ + 100ܿ;−200 + 80ܿ; 10)là vị trí mà máy bay bay ra khỏi màn hình ra đa. Khi 
đó ܿ ∈ [8; 9]. 
d) Khoảng cách ngắn nhất giữa máy bay với đài kiểm soát không lưu là 250,51 ݇݉. 

Câu 32. Trong không gian ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo kilômét), một trạm thu phát sóng điện thoại 
di động được đặt ở vị trí 1)ܫ;  3;  7). Trạm thu phát sóng đó được thiết kế với bán kính phủ sóng là 
3 km. 

a) Phương trình mặt cầu (ܵ) để mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phù sóng trong không gian là 
ݔ) + 1)2 + ݕ) + 3)2 + ݖ) + 7)2 = 9. 
b) Nếu người dùng điện thoại ở vị trí điểm 2)ܣ;  2;  7) thì có thể sử dụng dịch vụ của trạm thu phát 
sóng đó. 
c) Nếu người dùng điện thoại ở vị trí có toạ độ 5)ܤ;  6;  7) thì không thể sử dụng dịch vụ của trạm 
thu phát sóng đó. 
d) Tính theo đường chim bay, khoảng cách lớn nhất để một người ở vị trí có toạ độ 5)ܤ;  6;  7) di 
chuyển được tới vùng phủ sóng theo đơn vị ki-lô-mét là 8 ݇݉. 

Câu 33. Trong không gian với hệ trục tọa độ ܱ ݇ đơn vị trên mỗi trục là) ݖݕݔ ݉), một trạm thu phát sóng điện 
thoại di động (Hình bên) được đặt ở vị trí 2)ܫ; 1;−3). Trạm thu phát được thiết kế bán kính phủ 
sóng là 3 ݇݉. 

 

a) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới bên ngoài vùng phủ sóng trong không gian là (ݔ − 2)2 +
ݕ) − 1)2 + ݖ) + 3)2 = 9. 
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b) Người dùng điện thoại đứng ở vị trí 0)ܣ; 1;−2)không sử dụng được dịch vụ của trạm này. 

c) Người dùng điện thoại đứng ở vị trí (1−;3−;6)ܤ sử dụng được dịch vụ của trạm này. 

d) Có một người đi từ vị trí 2)ܫ; 1;−3) đến vị trí (1−;3−;6)ܤ theo một đường thẳng, vị trí cuối 
cùng trên đoạn thẳng ܤܫ để người đó có thể sử dụng được dịch vụ của trạm này là ݕ;ݔ)ܥ;  với (ݖ
ݔ + ݕ + ݖ = −1. 

Câu 34. Trong không gian với hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là ݇݉), một ngọn hải đăng (Hình 
bên) được đặt ở vị trí 2−)ܫ; 1; 3). Ngọn hải đăng được thiết kế bán kính phủ sáng là 5 ݇݉. 

 

a) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới của vùng phủ sáng trên biển của ngọn hải đăng là(ݔ + 2)2 +
ݕ) − 1)2 + ݖ) − 3)2 = 25. 

b) Người đi biển đứng ở vị trí 2)ܣ; 3; 1)có thể nhìn thấy ánh sáng từ ngọn hải đăng. 

c) Người đi biển đứng ở vị trí 5−;2−)ܤ; 6)không thể nhìn thấy ánh sáng từ ngọn hải đăng. 

d) Một người đi biển đang ở vị trí 5)ܥ; 3;−2). Tính theo đường chim bay, khoảng cách ngắn nhất 
người đó phải di chuyển để có thể nhìn thấy ánh sáng từ ngọn hải đăng là 73. 

Câu 35. Hệ thống định vị toàn cầu (tên tiếng Anh là: Global Positioning System, viết tắt là GPS) là một hệ 
thống cho phép xác định chính xác vị trí của một vật thể trong không gian (Hình minh hoạ). 

 
Ta có thể mô phỏng cơ chế hoạt động của hệ thống GPS trong không gian như sau: Trong cùng một 
thời điểm, tọa độ của một điểm ܯtrong không gian sẽ được xác định bởi bốn vệ tinh cho trước, trên 
mỗi vệ tinh có một máy thu tín hiệu. Bằng cách so sánh sự sai lệch về thời gian từ lúc tín hiệu được 
phát đi với thời gian nhận phản hồi tín hiệu đó, mỗi máy thu tín hiệu xác định được khoảng cách từ 
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vệ tinh đến vị trí ܯcần tìm tọa độ. Như vậy điểm ܯlà giao điểm của bốn mặt cầu với tâm lần lượt 
là bốn vệ tinh đã cho. 

Ta xét ví một ví dụ cụ thể sau: Cho bốn vệ tinh 1−;1)ܣ; ;2)ܤ,(2 1; 3); ;1−)ܥ  4; ;2)ܦ;(0 3; 1). Một 
chiếc máy bay quân sự đang ở vị trí ܯ với ܣܯ = 3; ܤܯ  = √5; ܥܯ  = √26; ܦܯ  = √5. 

a) Mặt cầu tâm ܣ đi qua điểm ܯ có bán kính là 3. 

b) Phương trình mặt cầu (ܵ1) tâm ܣ bán kính ܣܯ là 2ݔ + 2ݕ + 2ݖ − ݔ2 + ݕ2 − ݖ4 − 3 = 0. 

c) Phương trình mặt phẳng chứa đường tròn giao tuyến của hai mặt cầu (ܵ1) và ܵ(ܤܯ,ܤ) là ݔ +
ݕ2 + ݖ − 6 = 0. 

d) Tọa độ của máy bay quân sự là ݕ;ݔ)ܯ; ݔ với (ݖ + ݕ + ݖ = 3. 

Câu 36. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là km), Một trạm thu phát sóng điện 
thoại di động có đầu thu phát được đặt ở tại vị trí 2)ܫ; 0; 0).Vùng phủ sóng của trạm có bán kính 
bằng 2km. Hai người bạn Mai và Nga cùng sử dụng điện thoại. Bạn Mai dùng điện thoại tại vị trí 
;2)ܯ 1; 1), bạn Nga dùng điện thoại tại vị trí ܰ(1; 2; 2).  

 

a) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới vùng phủ sóng là: (ݔ − 2)2 + 2ݕ + 2ݖ = 2 

b) Bạn Mai có thể sử dụng được dịch vụ của trạm phát sóng trên. 

c) Hai bạn Mai và Nga liên lạc được với nhau.  

d) Tính theo đường chim bay, khoảng cách ngắn nhất để bạn Nga di chuyển tới vùng phủ sóng của 
trạm là 1(݇݉). 

Câu 37. Một sân khấu đã được thiết lập một hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là mét) để đạo diễn 
có thể sắp đặt ánh sáng và xác định vị trí của các diễn viên. Người đạo diễn đặt một đèn chiếu sáng 
ở vị trí 1)ܫ; 2; 3)tạo ra một vùng sáng là mặt cầu tâm 1)ܫ; 2; 3)bán kính 10(݉). 

a) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới vùng phủ sáng là (ݔ − 1)2 + ݕ) − 2)2 + ݖ) − 3)2 = 100. 

b) Diễn viên A đang đứng trên sân khấu ở vị trí 3)ܣ; 4; 5)để chuẩn bị biểu diễn. Khi đó diễn viên A 
đang được đèn chiếu sáng. 

c) Diễn viên B luôn đứng yên ở vị trí 10)ܤ; 11; 12). Diễn viên A biểu diễn luôn cách tâm I một 
khoảng bằng 1(݉). Khoảng cách ngắn nhất giữa hai diễn viên A và B bằng 5݉. 

d) Diễn viên A biểu diễn luôn cách tâm I một khoảng bằng 1(݉), còn diễn viên C có nhiệm vụ di 
chuyển xung quanh rìa của vùng chiếu sáng. Tổng khoảng cách từ B đến A và C có giá trị lớn nhất 
là 11(݉). 

Câu 38. Hệ thống định vị toàn cầu (tên tiếng Anh là: Global Positioning System, viết tắt là GPS) là một hệ 
thống cho phép xác định chính xác vị trí của một vật thể trong không gian. Ta có thể mô phỏng cơ 
chế hoạt động của hệ thoogns GPS trong không gian như sau: Trong cùng một thời điểm, tọa độ của 
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một điểm ܯ trong không gian sẽ được xác định bởi bốn vệ tinh, trên mỗi vệ tinh có một máy thu tín 
hiệu. Bằng cách so sánh sự sai lệch về thời gian từ lúc tín hiệu được phát đi với thời gian nhận phản 
hồi tín hiệu đó, mỗi máy thu tín hiệu xác định được khoảng cách từ vệ tinh đến vị trí ܯ cần tìm tọa 
độ. Như vậy điểm ܯ là giao điểm của bốn mặt cầu với tâm lần lượt là bốn vệ tinh đã cho.  

 
Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ cho bốn vệ tinh 3)ܣ;  −1; ;1)ܤ ,(6   4; ;7)ܥ ,(8   9;  6), 
;7)ܦ  −15;  18). 
a) Phương trình mặt cầu tâm ܣ bán kính bằng 6 có phương trình là:  
b) Nếu điểm ݔ)ܯ; ;ݕ   thỏa mãn phươngܯ bán kính bằng 7 thì tọa độ điểm ܤ thuộc mặt cầu tâm (ݖ 
trình: (ݔ − 1)2 + ݕ) − 4)2 + ݖ) − 8)2 = 7. 
c) Khoảng cách từ điểm ܰ(2;  −3;  5) đến vệ tinh ܦ là lớn nhất. 
d) Biết khoảng cách từ điểm ݔ)ܯ; ;ݕ  ܣܯ đến các vệ tinh lần lượt là (ݖ  = ܤܯ ,6 = ܥܯ ,7 = 12, 
ܦܯ = 24. Khi đó ݔ + ݕ + ݖ = 4. 

Câu 39. Trong không gian với hệ toạ độ ܱݖݕݔ, một trạm thu phát sóng điện thoại di động được đặt ở vị trí 
;3−)ܫ 5; 2)được thiết kế với bán kính phủ sóng 4 km, mỗi đơn vị trên trục ứng với 1 km.  

a) Phương trình mặt cầu (ܵ)để mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sóng trong không gian là 
ݔ) + 3)2 + ݕ) − 5)2 + ݖ) + 2)2 = 16 
b) Khoảng cách xa nhất giữa hai điểm thuộc vùng phủ sóng là 8 km. 
c) Người dùng điện thoại ở vị trí ܣcó toạ độ (−3; 4; 1)không thể sử dụng dịch vụ của trạm thu phát 
sóng đó. 
d) Trong điều kiện giao thông thuận lợi, khoảng cách ngắn nhất để người ܤở toạ độ (8; 6; 2)di 
chuyển tới vùng phủ sóng là 11,05 km. 

Câu 40. Một tháp kiểm soát không lưu ở sân bay cao 109 m đặt một đài kiểm soát không lưu ở độ cao 105 m. 
Máy bay trong phạm vi cách đài kiểm soát 450 kmsẽ hiển thị trên màn hình ra đa. Chọn hệ trục toạ 
độ ܱݖݕݔcó gốc ܱ trùng với vị trí chân tháp, mặt phẳng (ܱݕݔ)trùng với mặt đất sao cho trục ܱݔlà 
hướng tây, trục ܱݕlà hướng nam và trục ܱݖlà trục thẳng đứng (Hình 5), đơn vị trên mỗi trục là 
kilômét. 
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Một máy bay đang ở vị trí ܣcách mặt đất 8 km, cách 268 kmvề phía đông, 185 kmvề phía nam so 
với tháp kiểm soát không lưu và đang chuyển động theo đường thẳng ݀có vectơ chỉ phương là ݑሬ⃗ =
(82; 76; 0) hướng về đài kiểm soát không lưu.  
a) Đài kiểm soát không lưu có toạ độ là (0; 0; 0). 
b) Vị trí ܣcó toạ độ là (−268; 185; 8) 
c) Đài kiểm soát không lưu có phát hiện được máy bay tại vị trí ܣ.  
d) Khoảng cách gần nhất giữa máy bay và đài kiểm soát không lưu là 217,96 km. 

Câu 41. Hình 1 mô phỏng một trạm thu phát sóng điện thoại di động đặt ở vị trí 1)ܫ;  2;  2) trong không gian 
 .݉ và được thiết kế với đường kính phủ sóng là 10000 (đơn vị trên mỗi trục là kilômét) ݖݕݔܱ

 

 
Hình 1 

 
a) Bán kính vùng phủ sóng của trạm phát sóng điện thoại là 5 ݇݉. 
b) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới miền bên trong và bên ngoài vùng phủ sóng của trạm phát 
sóng điện thoại là (ݔ − 1)2 + ݕ) − 2)2 + ݖ) − 2)2 = 25. 
c) Điểm 1)ܣ;  2;  6) nằm trong vùng phủ sóng của trạm phát sóng điện thoại. 
d) Nhà bạn Mai và bạn Nam có vị trí tọa độ lần lượt là 1)ܯ;  2;  7) và ܰ(5;  5; 5). Nếu cả hai bạn 
Mai và Nam dùng điện thoại tại nhà thì đều có thể sử dụng dịch vụ của trạm phát sóng điện thoại 
này. 

Câu 42. Trong không gian hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là kilômét), đài kiểm soát không lưu 
của một sân bay ở vị trí ܱ(0; 0; 0) và được thiết kế phát hiện máy bay ở khoảng cách tối đa 600݇݉. 
Một máy bay đang chuyển động với vận tốc 900 ݇݉/ℎ theo đường thẳng ݀ có phương trình 
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ቐ
ݔ = −1000 + ݐ100
ݕ = −300 + ݐ80
ݖ = 100√11

ݐ) ∈ ℝ) và hướng về đài kiểm soát không lưu (như hình vẽ). Các mệnh đề sau 

đây đúng hay sai? 

 
a) Ranh giới vùng phát sóng bên ngoài của đài kiểm soát không lưu trong không gian là mặt cầu có 
bán kính bằng 300 ݇݉. 
b) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu 
trong không gian là 2ݔ + 2ݕ + 2ݖ = 360000. 
c) Máy bay đang chuyển động theo đường thẳng ݀ đến vị trí điểm ܯ൫−500;  100;  100√11൯. Vị trí 
này nằm ngoài vùng kiểm soát không lưu của đài kiểm soát không lưu sân bay. 
d) Thời gian kể từ khi đài kiểm soát không lưu phát hiện may bay đến khi máy ra khỏi vùng kiểm 
soát không lưu là 4

3
 giờ. 

Câu 43. Các thiên thạch có đường kính lớn hơn 140 m và có thể lại gần Trái Đất ở khoảng cách nhỏ hơn 7 
500 000 km được coi là những vật thể có khả năng va chạm gây nguy hiểm cho Trái Đất. Để theo 
dõi những thiên thạch này, người ta đã thiết lập các trạm quan sát các vật thể bay gần Trái Đất. Giả 
sử có một hệ thống quan sát có khả năng theo dõi các vật thể ở độ cao không vượt quá 6 600 km so 
với mực nước biển. Coi Trái Đất là khối cầu có bán kính 6 400 km. Chọn hệ trục tọa độ Oxyz  trong 
không gian có gốc O  tại tâm Trái Đất và đơn vị độ dài trên mỗi trục tọa độ là 1000 km. Một thiên 
thạch (coi như một hạt) chuyển động với tốc độ không đổi theo một đường thẳng từ điểm 

 6;20;0M  đến điểm  6; 12;16N   . 

 

a) Đường thẳng MN  có phương trình tham số là 
6 3
20 8

4

x t
y t

z t

 
  
  

 ( t ). 
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b) Vị trí đầu tiên thiên thạch di chuyển vào phạm vi theo dõi của hệ thống quan sát là điểm 
 3; 4;12A   . 

c) Khoảng cách giữa vị trí đầu tiên và vị trí cuối cùng mà thiên thạch di chuyển trong phạm vi theo 
dõi của hệ thống quan sát là 18 900 km (kết quả làm tròn đến hàng trăm theo đơn vị km). 
d) Nếu thời gian di chuyển của thiên thạch trong phạm vi theo dõi của hệ thống quan sát là 3 phút 
thì thời gian nó di chuyển từ M  đến N  là 6 phút. 

Câu 44. Trong không gian với hệ trục tọa độ ܱ  một trạm phát sóng điện thoại của nhà mạng Viettel được ݖݕݔ
đặt ở vị trí 1)ܫ; 2; 4) và được thiết kế bán kính phủ sóng là 4 ݇݉. 

 
a) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phủ sóng trong không gian là (ݔ − 1)2 +
ݕ) − 2)2 + ݖ) − 4)2 = 4. 
b) Bạn An có vị trí tọa độ là 1−)ܣ; 0; 0) có thể sử dụng được dịch vụ của trạm này. 
c) Bạn Bình có vị trí tọa độ là 2)ܤ; 0; 2)có thể sử dụng được dịch vụ của trạm này. 
d) Giả sử bạn An đến nhà bạn Bình theo con đường là một đường thẳng. Bạn An có thể bắt được 
sóng trạm này khi đi được 2,38 ݇݉. 

Câu 45. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ(đơn vị trên mỗi trục là mét), tháp hải đăng Mũi Điện - Phú 
Yên (là nơi đón ánh bình minh đầu tiên trên đất liền Tổ Quốc), chân tháp được đặt vuông góc với 
mặt đất (chiều từ chân tháp lên đỉnh tháp cùng hướng với chiều dương của trục ܱݖ) ở vị trí điểm 
; 12.040.271)ܣ  1.418.620 ;  84). Ngọn đèn của hải đăng được đặt trên đỉnh của tháp hải đăng hình 
trụ cao 26݉ so với mặt đất và sử dụng pin năng lượng mặt trời, có thể phát tín hiệu ánh sáng xa 
khoảng 27 hải lý tương đương 50 km.  

 
a) Mặt cầu mô tả ranh giới vùng phủ sáng trên biển của hải đăng có tâm 
; 12.040.271)ܫ  1.418.620 ;  110) bán kính ܴ = 50000 (݉). 
b) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới vùng phủ sáng trên biển của hải đăng là  
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c) Người đi biển ở trên Cù lao Mái nhà tại vị trí 12.026.000)ܤ ;  1.461.000 ;  0)nhìn thấy ánh đèn 
của ngọn hải đăng. 
d) Điểm cực đông của mũi Điện là điểm 12.040.452)ܥ ;  1.418.462 ;  0). Từ điểm ܥ một chiếc tàu di 
chuyển trên mặt biển (mặt phẳng (ܱݕݔ)) theo hướng của vectơ đơn vị ଓ⃗, để vẫn nhìn thấy ánh đèn 
của hải đăng thì khoảng cách tối đa tàu di chuyển là 50.000 mét. 

Câu 46. Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz  (đơn vị trên mỗi trục là mét), một ngọn hải đăng được 

đặt ở vị trí  10; 20; 30I  với bán kính phủ sáng là 3km. Xét tính đúng sai của các khẳng định sau: 

a) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sáng trên biển của hải đăng là  

     2 2 2 210 20 30 3000x y z      . 

b) Người đi biển ở vị trí  50;20;0A  nhìn thấy được ánh sáng của ngọn hải đăng. 

c) Người đi biển ở vị trí  4030; 50; 40B  nhìn thấy được ánh sáng của ngọn hải đăng. 

d) Nếu hai người đi biển có thể nhìn thấy ánh sáng của ngọn hải đăng thì khoảng cách giữa hai 
người đó không quá 6 km. 

Câu 47. Trong không gian hệ trục tọa độ Oxyz  (đơn vị trên mỗi trục là kilômét), đài kiểm soát không lưu 

của một sân bay ở vị trí  0;0;0O  và được thiết kế phát hiện máy bay ở khoảng cách tối đa 600km

. Một máy bay đang chuyển động với vận tốc 900 km/h theo đường thẳng d  có phương trình 

 
1000 100
300 80

100 11

x t
y t t

z

   


   
 

  và hướng về đài kiểm soát không lưu (như hình vẽ). Xét tính đúng sai 

của các khẳng định sau: 

 

a) Ranh giới vùng phát sóng bên ngoài của đài kiểm soát không lưu trong không gian là mặt cầu có 
bán kính bằng 300km . 

b) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu 
trong không gian là 2 2 2 360000x y z   . 
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c) Máy bay đang chuyển động theo đường thẳng d  đến vị trí điểm  500;100;100 11M  . Vị trí 

này nằm ngoài vùng kiểm soát không lưu của đài kiểm soát không lưu sân bay. 

d) Thời gian kể từ khi đài kiểm soát không lưu phát hiện may bay đến khi máy ra khỏi vùng kiểm 

soát không lưu là 4
3

giờ. 

III - PHẦN TRẮC NGHIỆM TRẢ LỜI NGẮN 
Câu 48. Trong không gian Oxyz , một thiết bị phát sóng đặt tại vị trí  2;0;0A . Vùng phủ sóng của thiết bị 

có bán kính bằng 1. Hỏi vị trí  2;1;1M  có thuộc vùng phủ sóng của thiết bị nói trên hay không? 

Câu 49. Phần mềm mô phỏng thiết bị thám hiểm đại dương có dạng hình cầu trong không gian Oxyz . Cho 

biết tọa độ tâm mặt cầu là  360;200;400I  và bán kính 2r m . Viết phương trình mặt cầu. 

 

Câu 50. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz (đơn vị trên mỗi trục là kilomet), một trạm phát sóng điện 

thoại của nhà mạng Vinaphone được đặt ở vị trí  1;2;1I và được thiết kế bán kinh phủ sóng5000  

mét. 

a) Sử dụng phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phủ sóng trong không gian? 
b) Nhà bạn Diệp Chi, và Tuệ Nhi có vị trí tọa độ lần lượt là  3;2; 1A  và  4; 3;5B  . Hỏi Diệp Chi 

và Tuệ Nhi dùng điện thoại tại nhà thì có thể sử dụng dịch vụ của trạm này hay không? 

 
Câu 51. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz (đơn vị trên mỗi trục là kilomet), một trạm phát sóng rađa của 

Nga được đặt trên bán đảo Crimea ở vị trí  2;1; 1I   và được thiết kế phát hiện máy bay của địch 

ở khoảng cách tối đa 500  kilomet. 



 ST&BS: Đặng Việt Đông Trường THPT Nho Quan A                                                   Toán thực tế 
 

 
ĐT: 0978064165 - Email: dangvietdong.ninhbinh.vn@gmail.com                                           Trang 17    
Facebook: https://www.facebook.com/dongpay - Kênh Youtube: Thầy Đặng Việt Đông  
ID Tik Tok: dongpay  

 
a) Sử dụng phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của rađa trong không 
gian? 
b) Hai chiếc máy bay do thám của Mỹ và Anh đang bay ở vị trí có tọa độ  200;100; 250M    và 

 350; 100;300N  . Hỏi hai chiếc máy bay đó có bị rađa phát hiện hay không? 

Câu 52. Trong không gian Oxyz  (đơn vị của các trục tọa độ là kilômét), một trạm thu phát sóng điện thoại 

di động có đầu thu phát được đặt tại điểm  2;1; 4I   . Biết bán kính phủ sóng của trạm là 3km. 

Có 5  người sử dụng điện thoại tại các điểm      2; 1;3 , 0;1; 4 , 2;1; 3 ,A B C     0;1; 3 ,D 

 4; 2;1E   . Hỏi trong số 5 người đó, có bao nhiêu người có thể sử dụng được dịch vụ của trạm 

nói trên? 
Câu 53. Công nghệ hỗ trợ trọng tài VAR (Video Assistant Referee) thiết lập một hệ tọa độ ܱݖݕݔ để theo dõi 

vị trí của quả bóng M. Cho biết M đang nằm trên mặt sân nằm trên mặt phẳng (ܱݖݕ), đồng thời 
thuộc mặt cầu (ܵ): ݔ) − 12)2 + ݕ) − 23)2 + ݖ) − 4)2 = 169 (đơn vị độ dài tính theo mét). Gọi J là 
hình chiếu vuông góc của tâm I của mặt cầu (ܵ) lên mặt sân. Tính khoảng cách từ vị trí M của quả 
bóng đến điểm J.  

 
Câu 54. Từ mặt nước trong một bể nước, tại ba vị trí đôi một cách nhau 6 m, người ta lần lượt thả dây dọi 

để quả dọi chạm đáy bể. Phần dây dọi (thẳng) nằm trong nước tại ba vị trí đó lần lượt có độ dài 2 
m; 3 m; 4 m. Biết đáy bể là phẳng. Hỏi đáy bể nghiêng so với mặt phẳng nằm ngang một góc bao 
nhiêu độ? 

Câu 55. Người ta muốn thiết kế một bồn chứa khí hóa lỏng hình cầu bằng phần mềm 3D. Biết phương trình 
bề mặt của bồn chứa là (ܵ): ݔ) − 5)2 + ݕ) − 5)2 + ݖ) − 5)2 = 36. Nắp của bồn chứa nằm trên mặt 
phẳng (ܲ): ݖ = 9. Khoảng cách từ đáy đến nắp bồn chứa bằng.......... 
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Câu 56. Trong không gian ܱݖݕݔ, một thiết bị phát sóng đặt tại vị trí ܶ(3; 4; 5). Vùng phủ sóng của thiết bị 

có bán kính bằng khoảng cách từ ܶ đến trục ܱݔ. Trong các điểm 3)ܣ; 1; ;3)ܤ ,(4 2; ;2)ܥ ,(3 3; 5), 
 ?có bao nhiêu điểm không thuộc vùng phủ sóng (2−;1−;3)ܦ

Câu 57. Người ta muốn thiết kế một bồn chứa khí hóa lỏng hình cầu bằng phần mềm 3D. Cho biết tâm mặt 
cầu có tọa độ 2)ܫ; 3; 4) và mặt cầu tiếp xúc với nắp đậy là mặt phẳng đi qua ba điểm 7−)ܣ; 0; 4), 

ܤ ቀ− 2
3

; 0;√7ቁ, ܥ ቀ−√2 + 1; 0;− √3
5
ቁ như hình vẽ. Đường kính của bồn chứa khí hóa lỏng bằng bao 

nhiêu? 

 
Câu 58. Trong công nghệ VAR (Video Assistant Referee) thiếp lập một hệ tọa độ ܱݖݕݔ để theo dõi vị trícủa 

quả bóng ܯ. Cho biết ܯ đang nằm trên mặt sân có phương trình ݖ = 0, đồng thời thuộcmặt cầu 
(ܵ): ݔ) − 32)2 + ݕ) − 50)2 + ݖ) − 10)2 = 109. Gọi ܬ là hình chiếu của tâm mặt cầu lên 
mặtsân.Tính khoảng cách từ vị trí ܯ của quả bóngđến điểm ܬ  

Câu 59. Từ mặt nước trong một bể nước, tại ba vị trí đôi một cách nhau 4m, người ta lần lượt thả dây dọi để 
quả dọi chạm đáy bể. Phần dây dọi ( thẳng) nằm trong nước tại ba vị trí đó lần lượt có độ dài 8m; 
8,8m; 9,6m. Biết đáy bể là phẳng. Đáy bể nghiêng so với mặt phẳng nằm ngang một góc là (làm 
tròn tới hàng phần chục)(độ). 

Câu 60. Trong hệ trục Oxyz  cho trước (đơn vị trên trục là mét), cho một trạm thu phát sóng 5G có bán kính 

vùng phủ sóng của trạm ở ngưỡng 600m được đặt ở vị trí  200;450;60I . Tìm giá trị lớn nhất của 

m  (làm tròn đến hàng đơn vị) để một người dùng điện thoại ở vị trí  100; 370;0A m m   có thể 

sử dụng dịch vụ của trạm nói trên. 
Câu 61. Công nghệ hỗ trợ trọng tài VAR (Video Assistant Referee) thiết lập một hệ toạ độ Oxyz để theo dõi 

vị trí của quả bóng ܯ. Cho biết ܯ đang nằm trên mặt sân có phương trình ݖ = 0, đồng thời thuộc 
mặt cầu (S): (ݔ − 22)2 + ݕ) − 4)2 + ݖ) − 13)2 = 194 (đơn vị độ dài tính theo mét). Gọi J là hình 
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chiếu tâm I của mặt cầu (S) xuống mặt sân bóng. Tính khoảng cách từ vị trí ܯ của quả bóng đến 
điểm ܬ 

 
Câu 62. Trong hệ trục tọa độ Oxݖݕ, sàn nhà của một công trình thuộc mặt phẳng Oxݕ, tay vịn của lan can 

cầu thang là một đường thẳng đi qua hai điểm 5)ܣ; 1; 9) và 2)ܤ; 1; 12). Góc tạo bởi tay vịn của lan 
can cầu thang và mặt sàn nhà bằng bao nhiêu độ? 

Câu 63. Phía trước của một sân vận động, người ta có đặt một quả bóng đá khổng lồ. Cách đó không xa, có 
một bóng đèn. Trong không gian Oxݖݕ(đơn vị đo là mét), giả sử mặt ngoài quả bóng (ܵ) có phương 
trình (ݔ − 1)2 + ݕ) − 1)2 + ݖ) − 3)2 = 9 và bóng đèn ở vị trí 15)ܯ; 1; 6). Khi đó, khoảng cách xa 
nhất mà bóng đèn có thể chiếu đến một điểm trên quả bóng bằng ܣܯ, với ܣܯchính là tiếp tuyến kẻ 
từ ܯđến (ܵ) và ܣ là tiếp điểm. Vậy ܣܯbằng bao nhiêu mét? 

Câu 64. Hệ thống định vị toàn cầu (tên tiếng Anh là: Global Positioning System, viết tắt là GPS) là một hệ 
thống cho phép xác định chính xác vị trí của một vật thể trong không gian. Ta có thể mô phỏng cơ 
chế hoạt động của hệ thống GPS trong không gian như sau: Trong cùng một thời điểm, toạ độ của 
một điểm ܯ trong không gian sẽ được xác định bởi bốn vệ tinh cho trước, trên mỗi vệ tinh có một 
máy thu tín hiệu. Bằng cách so sánh sự sai lệch về thời gian từ lúc tín hiệu được phát đi với thời 
gian nhận phản hồi tín hiệu đó, mỗi máy thu tín hiệu xác định được khoảng cách từ vệ tinh đến vị 
trí ܯ cần tìm toạ độ. Trong không gian với hệ toạ độ ܱݖݕݔ, cho bốn vệ tinh 0)ܣ ;  4 ;  5), 
; 3−)ܤ  −1 ; ; 2−)ܥ ,(3   8 ; ; 7−)ܦ ,(9   2 ;  −3). Tính khoảng cách từ gốc toạ độ ܱ đến điểm ܯ biết 
rằng khoảng cách từ các vệ tinh đến điểm ܯ lần lượt là ܣܯ = ܤܯ ,3 = ܥܯ ,5 = ܦܯ ,9 = 10. (Kết 
quả làm tròn đến hàng phần nghìn). 

Câu 65. Người ta thả một viên bi có dạng hình cầu với bán kính nhỏ hơn 4,5 ܿ݉ vào một chiếc cốc hình trụ 
đang chứa nước thì viên bi đó tiếp xúc với đáy cốc và tiếp xúc với mặt nước sau khi dâng. Biết rằng 
bán kính của phần trong đáy cốc bằng 5,4 ܿ݉ và chiều cao của mực nước ban đầu trong cốc bằng 
4,5 ܿ݉. Bán kính của viên bi đó bằng? 

 
Câu 66. Hệ thống định vị toàn cầu (tên tiếng Anh là Global Positioning System, viết tắt là GPS) là một hệ 

thống cho phép xác định chính xác vị trí của một vật thể trong không gian. Ta có thể mô phỏng cơ 
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chế hoạt động của hệ thống GPS trong không gian như sau: trong cùng một thời điểm, tọa độ của 
một điểm ܯ trong không gian sẽ được xác định bởi bốn vệ tinh cho trước, trên mỗi vệ tinh có một 
máy thu tín hiệu. Bằng cách so sánh sự sai lệch về thời gian từ lúc tín hiệu được phát đi với thời 
gian nhận phản hồi tín hiệu đó, mỗi máy thu tín hiệu xác định được một khoảng cách từ vệ tinh đến 
vị trí ܯ cần tìm tọa độ. 

 
Bốn vệ tinh được đặt tại các điểm 9)ܣ;  −2; ;1)ܤ ,(7   4; ;7)ܥ ,(8   −3; ;4−)ܦ ,(5−   −11;  12). Một 
con tàu đang ở vị trí điểm ݔ)ܯ; ;ݕ  ܣܯ mà khoảng cách từ nó đến các vệ tinh lần lượt là (ݖ  =
ܤܯ,58√ = ܥܯ ,83√ = ܦܯ,173√ = √97. Khi đó tổng bình phương tọa độ điểm ܯ là 

Câu 67. Trong không gian Oxyz , một vòm được thiết kế có bề mặt là mặt cầu tâm  1;2;20I , bán kính bằng 

50 m và có đáy nằm trên mặt phẳng  Oxy . Chiều cao của vòm là bao nhiêu? (biết đơn vị của hệ 

trục tọa độ là mét) 

 
Câu 68. Hệ thống định vị toàn cầu GPS là một hệ thống cho phép xác định chính xác vị trí của một vật trong 

không gian. Cách thức hoạt động của GPS như sau: Trong cùng một thời điểm, vị trí M  của một 
vật sẽ được xác định bằng 4 vệ tinh cho trước, các vệ tinh này có gắn máy thu tín hiệu, bằng cách 
so sánh thời gian từ lúc tín hiệu được phát đi với thời gian nhận tín hiệu phản hồi thì sẽ xác định 
được khoảng cách từ các vệ tinh đến vị trí M . Như vậy, vị trí M  là giao điểm của 4 mặt cầu có 
tâm là 4 vệ tinh đã cho. Giả sử trong không gian Oxyz , 4 vệ tinh có tọa độ là  1;6;3A  ,  4;8;1B

,  9;6;7C ,  15;18;7D  . Biết khoảng cách từ M  đến các vệ tinh lần lượt là 6MA  , 7MB  , 

12MC  , 24MD  . Khi đó tọa độ điểm  ; ;M M MM x y z . Tính giá trị biểu thức M M MT x y z  

. 
Câu 69. Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz , đài kiểm soát không lưu sân bay có tọa độ  0;0;0O , 

mỗi đơn vị trên trục ứng với 1 km. Máy bay bay trong phạm vi cách đài kiểm soát 417 km sẽ hiển 

thị trên màn hình ra đa. Một máy bay đang ở vị trí  688; 185;8A   , chuyển động theo theo đường 
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thẳng d  có véctơ chỉ phương là  91;75;0u 


 và hướng về đài kiểm soát không lưu. Hãy xác định 

tọa độ vị trí sớm nhất mà máy bay xuất hiện trên màn hình ra đa. 

 

Câu 70. Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz ( đơn vị trên mỗi trục là mét), một ngọn hải đăng được 

đặt ở vị trí  21;35;50I  và ngọn hải đăng đó được thiết kế với bán kính phủ sáng là 4 km. Nếu 

người đi biển di chuyển theo đường thẳng từ vị trí  21;35;50I  đến vị trí  5121;658;0D . Hãy tìm 

vị trí cuối cùng trên đoạn ID  sao cho người đi biển có thể nhìn thấy được ánh sáng từ ngọn hải đăng 
( kết quả làm tròn tới chữ số thập phân thứ hai). 

 

Câu 71. Ericsson Globe (Thuỵ Điển) là toà nhà bán cầu lớn nhất trên thế giới (năm 2020),với hình dạng một 
quả cầu màu trắng có đường kính 110 m và chiều cao bên trong 85 m, nó có đủ chỗ ngồi cho 16 000 
khán giả của các buổi biểu diễn hoà nhạc hoặc 13 850 khán giả của các trận đấu khúc côn cầu trên 
băng. Giả sử ta biểu diễn mô phỏng của toà nhà Ericsson Globe trong hệ trục toạ độ Oxyz bởi một 
mặt cầu có tâm I, đường kính 110 m và OA = 85 m như hình vẽ (đơn vị trên trục là mét). Hãy viết 
phương trình của mặt cầu này. 
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Câu 72. Giả sử Trái Đất có dạng hình cầu bán kính bằng 66,4.10 m. Bạn An đang đứng trên mặt đất. Có 3 

vệ tinh báo về máy chủ tiếp nhận thông tin rằng vệ tinh thứ nhất đang cách An 63.10 m, vệ tinh thứ 
hai đang cách An 64.10 m và vệ tinh thứ ba đang cách An 65.10 m. Biết rằng trong hệ trục toạ độ 
Oxyz cho trước với O là tâm Trái Đất (1 đơn vị = 610 m), tại thời điểm vệ tinh thông báo về máy chủ 
thì toạ độ của các vệ tinh lần lượt là    1 24;4;6 ,  8;4;3I I  và  3 4;9;3I . Hãy tìm tọa độ vị trí của 

bạn An (làm tròn đến hàng đơn vị). 

 
Câu 73. Một quả bóng rổ được đặt ở một góc của căn phòng hình hộp chữ nhật, sao cho quả bóng chạm và 

tiếp xúc với hai bức tường và nền nhà của căn phòng đó thì có một điểm trên quả bóng có khoảng 
cách lần lượt đến hai bức tường và nền nhà là 17 cm, 18 cm, 21 cm (tham khảo hình minh họa). Hỏi 
độ dài đương kính của quả bóng bằng bao nhiêu cm biết rằng quả bóng rổ tiêu chuẩn có đường kính 
từ 23 cm đến 24,5 cm? Kết quả là tròn đến một chữ số thập phân. 

 
 



 ST&BS: Đặng Việt Đông Trường THPT Nho Quan A                                                   Toán thực tế 
 

 
ĐT: 0978064165 - Email: dangvietdong.ninhbinh.vn@gmail.com                                           Trang 1    
Facebook: https://www.facebook.com/dongpay - Kênh Youtube: Thầy Đặng Việt Đông  
ID Tik Tok: dongpay  

PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẦU 
 

I - PHẦN TRẮC NGHIỆM 
Câu 1. Trong không gian hệ trục tọa độ Oxyz , bề mặt của một quả bóng thám không dạng hình cầu có 

phương trình 2 2 2 200 600 4000 4099900 0x y z x y z       . Tìm tâm và bán kính mặt cầu. 

 
A. Tâm  100;300;2000I , bán kính 100r  . 

B. Tâm  100; 300; 2000I    , bán kính 10r  . 

C. Tâm  100;300;2000I , bán kính 10r  . 

D. Tâm  100; 300; 2000I    , bán kính 100r  . 

Lời giải 

Tâm của mặt cầu là  100;300;2000I  và bán kính 2 2 2100 300 2000 4099900 10r       m. 

Câu 2. Trong không gian Oxyz  (đơn vị của các trục tọa độ là kilomet), một trạm thu phát sóng điện thoại 

di động có đầu thu phát được đặt tại điểm  6; 1;4I   . Cho biết bán kính phủ sóng của trạm là 2

km. Người sử dụng điện thoại đứng ở điểm nào sau đây thì sử dụng được dịch vụ của trạm nói trên? 

A.  4;0;2A   B.  5; 2;5B   . C.  6;2;2C   D.  0; 1;4D   

Lời giải 

Ta có 3 2; 3 2, 13 2, 6 2IA IB IC ID        . 
Vậy người đứng tại điểm B  nằm trong mặt cầu nên sẽ sử dụng được dịch vụ của trạm thu phát sóng 
điện thoại di động. 

Câu 3. Trong không gian Oxyz  (đơn vị của các trục tọa độ là kilomet), một trạm thu phát sóng điện thoại 

di động có đầu thu phát được đặt tại điểm  6; 1;4I   . Cho biết bán kính phủ sóng của trạm là 2

km. Người sử dụng điện thoại đứng ở điểm nào sau đây thì không sử dụng được dịch vụ của trạm 
nói trên? 

A.  5;0;3A   B.  5; 2;5B   . C.  6;2;2C   D.  7; 2;3D    

Lời giải 

Ta có 3 2; 3 2, 13 2, 3 2IA IB IC ID        . 
Vậy người đứng tại điểm C  nằm ngoài mặt cầu nên sẽ không sử dụng được dịch vụ của trạm thu 
phát sóng điện thoại di động. 
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Câu 4. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz (đơn vị trên mỗi trục là kilômét), người ta đăt một trạm thu 
phát sóng điện thoại được đặt ở vị trí 1−)ܣ; 2;−3). Biết rằng trạm thu phát sóng được thiết kế với 
bán kính là 4 km, viết phương trình mặt cầu mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sóng trong 
không gian? 

A. (ݔ − 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) − 3)ଶ = 16 B. (ݔ + 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) + 3)ଶ = 4  
C. (ݔ + 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) + 3)ଶ = 16 D. (ݔ − 1)ଶ + ݕ) + 2)ଶ + ݖ) − 3)ଶ = 4  

Lời giải 
Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sóng trong không gian là: 
ݔ) + 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) + 3)ଶ = 16  

Câu 5. Trong không gian hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là kilômét) một trạm phát sóng điện 
thoại của nhà mạng Viettel được đặt ở vị trí 1−)ܫ; 2; 3) và được thiết kế bán kính phủ sóng là 5000݉. 
Phương trình mặt cầu biểu diễn ranh giới vùng phủ sóng là:  

A. (ݔ + 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) − 3)ଶ = 25. B. (ݔ − 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) − 3)ଶ = 25. 
C. (ݔ + 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) − 3)ଶ = 25.000.000. D. (ݔ − 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ +
ݖ) − 3)ଶ = 25.000.000. 

Lời giải 
Tâm mặt cầu có toạ độ 1−)ܫ; 2; 3) 
Bán kính mặt cầu ܴ = 5000(݉) = 5(݇݉). 
Vậy phương trình mặt cầu mô tả vùng phủ sóng của trạm phát sóng là: 
ݔ) + 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) − 3)ଶ = 25. 

Câu 6. Trong không gian hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là kilômét) một trạm phát sóng rađa 
của Nga được đặt trên bán đảo Crimea ở vị trí (3−;1−;2)ܫ và được thiết kế phát hiện máy bay của 
địch ở khoảng cách tối đa 500݇݉. Điểm nào sau đây nằm trong vùng phủ sóng của rađa? 

A. ܰ(500; 200; 100). B. ܲ(−300; 250; 400). 
C. (230−;100−;200)ܯ. D. ܳ(120;−200;−500). 

Lời giải 
Vì vùng phát sóng của rađa là một mặt cầu có tâm (3−;1−;2)ܫ và bán kính ܴ = 500. 
•Ta có: ܰܫ = ඥ(500− 2)ଶ + (200 + 1)ଶ + (100 + 3)ଶ ≈ 546,8 > 500 
Vì ܰܫ > ܴ nên điểm ܰ nằm ngoài mặt cầu. Vậy điểm ܰ nằm ngoài vùng phủ sóng của trạm rađa 
này. 
•Ta có: ܲܫ = ඥ(−300− 2)ଶ + (250 + 1)ଶ + (400 + 3)ଶ ≈ 562,7 > 500 
Vì ܲܫ > ܴ nên điểm ܲ nằm ngoài mặt cầu. Vậy điểm ܲ nằm ngoài vùng phủ sóng của trạm rađa 
này. 
•Ta có: ܯܫ = ඥ(200− 2)ଶ + (−100 + 1)ଶ + (−230 + 3)ଶ ≈ 317,1 < 500 
Vì ܯܫ < ܴ nên điểm ܯ nằm trong mặt cầu. Vậy điểm ܯ nằm trong vùng phủ sóng của trạm rađa 
này. 
•Ta có: ܳܫ = ඥ(120− 2)ଶ + (−200 + 1)ଶ + (−500 + 3)ଶ ≈ 548,2 > 500 
Vì ܳܫ > ܴ nên điểm ܳ nằm ngoài mặt cầu. Vậy điểm ܳ nằm ngoài vùng phủ sóng của trạm rađa 
này. 

Câu 7. Trong không gian ܱݖݕݔ, một thiết bị phát sóng đặt tại vị trí 3)ܣ;  0;  0). Vùng phủ sóng của thiết bị 
có bán kính bằng 4. Trong các điểm nào sau đây, điểm nào thuộc vùng phủ sóng của thiết bị nói 
trên? 

A. 3− ;1)ܯ;  1). B. ܰ(1; −5;  1). C. ܲ(1;  2; −6). D. ܳ(−4;  3;  3). 
Lời giải 

Ta có ܣܯሬሬሬሬሬሬ⃗ = (2;  3; −1) ⇒ ܣܯ = ඥ2ଶ + 3ଶ + (−1)ଶ = √14 < 4. 
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Vậy điểm 3− ;1)ܯ;  1) thuộc vùng phủ sóng của thiết bị nói trên. 
Câu 8. Phần mềm mô phỏng thiết bị thám hiểm đại dương có dạng hình cầu trong không gian ܱݖݕݔ. Biết 

tọa độ tâm mặt cầu là 360)ܫ; 200; 400) và bán kính ݎ = 2 m. Phương trình của mặt cầu là 

 
A. (ݔ + 360)ଶ + ݕ) + 200)ଶ + ݖ) + 400)ଶ = 4. B. (ݔ − 360)ଶ + ݕ) −
200)ଶ + ݖ) − 400)ଶ = 4. 
C. (ݔ + 360)ଶ + ݕ) + 200)ଶ + ݖ) + 400)ଶ = 2. D. (ݔ − 360)ଶ + ݕ) −
200)ଶ + ݖ) − 400)ଶ = 2. 

Lời giải 
Mặt cầu có tâm 360)ܫ; 200; 400) và bán kính ݎ = 2 nên có phương trình là  
ݔ) − 360)ଶ + ݕ) − 200)ଶ + ݖ) − 400)ଶ = 4. 

Câu 9. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ, đơn vị trên mỗi trục là mét, một ngọn hải đăng được đặt ở vị 
trí 21)ܫ; 35; 50). Biết ngọn hải đăng đó được thiết kế với đường kính phủ sáng là 8 km. Phương 
trình mặt cầu để mô tả vùng phủ sáng của ngọn hải đăng là  

 
A. (ݔ − 21)ଶ + ݕ) − 35)ଶ + ݖ) − 50)ଶ = 16. B. (ݔ − 21)ଶ + ݕ) − 35)ଶ + ݖ) − 50)ଶ = 64. 
C. (ݔ − 21)ଶ + ݕ) − 35)ଶ + ݖ) − 50)ଶ = 4000. D. (ݔ − 21)ଶ + ݕ) −
35)ଶ + ݖ) − 50)ଶ = 4000ଶ. 

Lời giải 
Vùng phủ sáng của ngọn hải đăng có bán kính là 4 km = 4000 m. 
Phương trình mặt cầu để mô tả vùng phủ sáng của ngọn hải đăng là  
ݔ) − 21)ଶ + ݕ) − 35)ଶ + ݖ) − 50)ଶ = 4000ଶ. 

Câu 10. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ, đơn vị trên mỗi trục là kilômét, một trạm thu phát sóng điện 
thoại di động được đặt ở vị trí 3−)ܫ; 2; 7), trạm thu phát sóng đó được thiết kế với bán kính phủ 
sóng 3 km. Người dùng điện thoại ở điểm nào có thể sử dụng dịch vụ của trạm này? 
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A. 2)ܣ; 3; 4). B. 2−)ܤ; 1; 8). C. 1)ܥ; 1; 1). D. 1−;3−)ܦ; 3). 

Lời giải 
Ta có  
ሬሬሬሬ⃗ܣܫ = (5; 1;−3)và ܣܫ = √25 + 1 + 9 = √35 > ܴ = 3 nên điểm ܣ nằm ngoài mặt cầu. 
ሬሬሬሬ⃗ܤܫ = (1;−1; 1)và ܤܫ = √3 < ܴ nên điểm ܤ nằm trong mặt cầu. 

Câu 11. Trong không gian ܱݖݕݔ, một vòm được thiết kế có bề mặt là mặt cầu tâm 1)ܫ;  2;  20), bán kính 
bằng 50 (݉)và có đáy nằm trên mặt phẳng (ܱݕݔ). Chiều cao của vòm là bao nhiêu? (biết đơn vị 
của hệ trục tọa độ là mét) 

 
A. 20 (݉). B. 70 (݉). C. 25 (݉). D. 30 (݉). 

Lời giải 
Khoảng cách từ tâm ܫ đến mặt phẳng (ܱݕݔ) là 20 (݉). 
Vậy chiều cao của vòm là 20 + 50 = 70 (݉). 

Câu 12. Trong không gian ܱݖݕݔ, đặt 4 thiết bị thu tín hiệu tại 4 điểm có tọa độ lần lượt là 
;2−)ܣ  3; ;0)ܤ,( 5   2; ;1)ܥ,(8   −3; ;4)ܦ,(7   1;  0). Đặt thiết bị phát tín hiệu tại điểm nào sau đây để 
4 thiết bị thu tín hiệu cùng một thời điểm? 

A. ܫ ቀସହଷ
ଶ଺ଶ

;  ଵଵ଻
ଶ଺ଶ

;  ଵ଴ସ଻
ଶ଺ଶ

ቁ. B. ܫ ቀ− ସହଷ
ଶ଺ଶ

;  − ଵଵ଻
ଶ଺ଶ

;  − ଵ଴ସ଻
ଶ଺ଶ

ቁ. 

C. ܫ ቀସହଷ
ଵଷଵ

;  ଵଵ଻
ଵଷଵ

;  ଵ଴ସ଻
ଵଷଵ

ቁ. D. ܫ ቀ− ସହଷ
ଵଷଵ

;  − ଵଵ଻
ଵଷଵ

;  − ଵ଴ସ଻
ଵଷଵ

ቁ. 
Lời giải 

Để 4 thiết bị thu tín hiệu cùng một thời điểm thì điểm phát tín hiệu phải cách đều 4 ܦ,ܥ,ܤ,ܣ. Vậy 
điểm phát tín hiệu sẽ đặt tại tâm ܫ của mặt cầu đi qua 4 điểm ܦ,ܥ,ܤ,ܣ. 
Giả sử phương trình mặt cầu đó là: ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ + ݔܣ + ݕܤ + ݖܥ + ܦ = 0, ta có hệ phương trình: 
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൞

ܣ2− + ܤ3 + ܥ5 + ܦ = −38
ܤ2 + ܥ8 + ܦ = −68
ܣ − ܤ3 + ܥ7 + ܦ = −59
ܣ4 + ܤ + ܦ = −17

⇔

⎩
⎪
⎨

⎪
ܣ⎧ = − ସହଷ

ଵଷଵ

ܤ = − ଵଵ଻
ଵଷଵ

ܥ = − ଵ଴ସ଻
ଵଷଵ

ܦ = − ଶଽ଼
ଵଷଵ

⇒ tâm ܫ ቀସହଷ
ଶ଺ଶ

;  ଵଵ଻
ଶ଺ଶ

;  ଵ଴ସ଻
ଶ଺ଶ

ቁ. 

Câu 13. Trong không gian (ܱݖݕݔ), một thiết bị phát sóng đặt tại vị trí 1)ܫ;  0;  −1). Vùng phủ sóng của thiết 
bị có ranh giới là một mặt cầu bán kính bằng √2. Điểm nào sau đây thuộc vùng phủ sóng của thiết 
bị? 

A. 1)ܣ;  0;  1). B. 1)ܤ;  1; −1). C. 2−)ܥ;  0;  1). D. (1− ;2− ;1)ܦ. 
Lời giải 

Ta có: ܤܫሬሬሬሬ⃗ = (0;  1;  0) ⇒ ܤܫ = 1 ⇒ ܤܫ < ܴ nên điểm 1)ܤ;  1; −1) nằm bên trong mặt cầu trên, 
suy ra điểm ܤ thuộc vùng phủ sóng của thiết bị. 

Câu 14. Trong không gian (ܱݖݕݔ) (đơn vị trên mỗi trục là mét), một ngọn hải đăng được đặt ở vị trí 
;2)ܣ  3;  5). Biết rằng vùng phủ sáng (theo thiết kế) của ngọn hải đăng có ranh giới là một mặt cầu 
bán kính 3 ݇݉. Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới của vùng phủ sáng trên biển của hải đăng là 

A. (ݔ − 2)ଶ + ݕ) − 3)ଶ + ݖ) − 5)ଶ = 9. B. (ݔ + 2)ଶ + ݕ) + 3)ଶ + ݖ) + 5)ଶ = 9. 
C. (ݔ − 2)ଶ + ݕ) − 3)ଶ + ݖ) − 5)ଶ = 9000. D. (ݔ − 2)ଶ + ݕ) − 3)ଶ + ݖ) − 5)ଶ = 3000ଶ. 

Lời giải 
Ta có ܴ = 3݇݉ = 3000݉. 
Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới của vùng phủ sáng trên biển của hải đăng là 
ݔ) − 2)ଶ + ݕ) − 3)ଶ + ݖ) − 5)ଶ = 3000ଶ. 

Câu 15. Trong không gian ܱݖݕݔ (đơn vị trên các trục là km), một thiết bị phát sóng đặt ở vị trí 1−)ܫ; 2; 4) 
và được thiết kế bán kính phủ sóng là 4000 m. Máy thu sóng của thiết bị đó ở vị trí nào sau đây thì 
thu được sóng? 

A. 2−;1)ܯ; 3). B. ܰ(1; 4; 5). C. ܲ(3; 1;−1). D. ܳ(−1; 3;−1). 
Lời giải 

Khu vực phủ sóng của thiết bị là một vùng không gian có dạng hình cầu có tâm là 1−)ܫ; 2; 4), bán 
kính ܴ = 4. 
Ta có: ܯܫ = √21 > ܲܫ ;ܴ = √42 > ܳܫ ;ܴ = √26 > ܴ nên 3 vị trí ܯ,ܲ,ܳ không thu được sóng từ 
thiết bị; còn ܰܫ = 3 < ܴ nên ở vị trí ܰ sẽ thu được sóng. 

Câu 16. Một vệ tinh quay quanh Trái Đất với độ cao so với mặt đất là 18900 km. Ta xét trong không gian 
 tương ứng với 6300 km trên ݖݕݔܱ với tâm ܱ là tâm Trái Đất, 1 đơn vị dài trong không gian ݖݕݔܱ
thực tế. Biết bán kính Trái Đất khoảng 6300 km. Phương trình biểu diễn quỹ đạo chuyển động của 
vệ tinh đó là 

A. ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ = 4. B. ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ = 16. 
C. ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ = 2. D. ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ = 5.  

Lời giải 
Khoảng cách từ tâm Trái Đất đến vệ tinh là 18900 + 6300 = 25200 tương ứng bằng 4 đơn vị. 
Ta thấy quỹ đạo chuyển động của vệ tinh quanh Trái Đất là một mặt cầu có tâm là tâm Trái Đất có 
tọa độ là ܱ(0; 0; 0) và bán kính ܴ = 4. 
Do đó phương trình mặt cầu là: ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ = 16. 

Câu 17. Một máy Rađa có tầm hoạt động với bán kính tối đa là 20 km. Ta xét trong không gian ܱݖݕݔ với 
tâm ܱ là vị trí máy Rađa, 1 đơn vị dài trong không gian ܱݖݕݔ tương ứng với 
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10 km trên thực tế. Hỏi trong không gian ܱݖݕݔ trên, vật thể có tọa độ tương ứng với đáp án nào 
dưới đây sẽ bị Rađa phát hiện? 
A. 1)ܯ; 0; 2). B. ܰ(2;−1; 1). C. ܲ൫1; 1;√2൯. D. ܳ(3; 0; 0). 

Lời giải 
Ta thấy quỹ đạo của Rađa là một khối cầu giới hạn bởi mặt cầu (ܵ) có tâm là vị trí máy Rađa có tọa 
độ là ܱ(0; 0; 0) và bán kính ܴ = 2. 
Do đó ta có phương trình mặt cầu (ܵ): ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ = 4. 
Vật thể bắt đầu bị phát hiện khi nó nằm trong hoặc trên mặt cầu (ܵ). 
Trong 4 đáp án trên ta thấy có đáp án ܥ thỏa mãn phương trình mặt cầu (ܵ) các Chọn Còn lại đều 
nằm ngoài (ܵ). 

Câu 18. Khi đặt hệ tọa độ ܱݖݕݔ vào không gian với đơn vị trên trục tính theo kilômét, người ta thấy rằng 
một không gian phủ sóng điện thoại có dạng một hình cầu (S) (tập hợp những điểm nằm trong và 
nằm trên mặt cầu tương ứng). Biết mặt cầu (S) có phương trình: 2ݔ + 2ݕ + 2ݖ − ݔ2 − ݕ4 − ݖ6 +
5 = 0. Khoảng cách xa nhất giữa hai vùng phủ sóng là bao nhiêu kilômét? 

A. 9. B. 3. C. 6. D. 12. 
Lời giải 

Ta có: ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ − ݔ2 − ݕ4 − ݖ6 + 5 = 0 ⇔ ݔ) − 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) − 3)ଶ = 3ଶ. 
Khoảng cách xa nhất giữa hai điểm thuộc vùng phủ sóng là đường kính của mặt cầu, tức là 6݇݉  

Câu 19. Trong không gian hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là kilômét), đài kiểm soát không lưu 
sân bay Cam Ranh – Khánh Hòa ở vị trí ܱ(0; 0; 0) và được thiết kế phát hiện máy bay ở khoảng 
cách tối đa 600݇݉. Một máy bay của hãng Việt Nam Airlines đang ở vị trí ܣ, chuyển động theo 

đường thẳng ݀ có phương trình ൝
ݔ = −1000 + ݐ100
ݕ = −200 + ݐ80
ݖ = 10

ݐ) ∈ ℝ) và hướng về đài kiểm soát không lưu 

(như hình vẽ). Khoảng cách giữa vị trí sớm nhất mà máy bay xuất hiện trên màn hình ra đa và vị trí 
mà máy bay bay ra khỏi màn hình ra đa gần nhất với đáp án nào sau đây? 

 
A. 751. B. 750. C. 749. D. 748. 

Lời giải 
Ta có: Phương trình mặt cầu ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu trong 
không gian là (ܵ): ݔଶ + ଶݕ   + ଶݖ   =  360000. 
Tọa độ vị trí sớm nhất mà máy bay xuất hiện trên màn hình ra đa và tọa độ vị trí mà máy bay bay 
ra khỏi màn hình ra đa là giao điểm của đường thẳng ݀ và mặt cầu (ܵ). 
Từ phương trình đường thẳng ݀ và mặt cầu (ܵ) ta có: 

(−1000 + ଶ(ݐ100  + (−200 + ଶ(ݐ80  + 10ଶ = 360000 
⇔ ଶݐ164   − + ݐ2320   6801 =  0 

⇔  

⎣
⎢
⎢
⎢
= ݐ⎡  

1160 −  √230236
164  ≈  4,15

= ݐ  
1160 +  √230236

164  ≈  10
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= ݐ (+  4,15 suy ra 585−)ܤ;  132;  10 ) 
= ݐ (+  10 suy ra 0)ܥ;  600;  10 ) 
Khi đó, ܥܤሬሬሬሬሬ⃗  =  (585;  468;  0)  ⇒ ≈ ܥܤ   749,17. 

Câu 20. Trong không gian ܱݖݕݔ (đơn vị đo là km), bốn chiếc máy bay ở bốn hướng khác nhau khi vừa bay 
vào vùng phủ sóng của một chiếc ra đa thì trên ra đa ngay lập tức báo tín hiệu phát hiện mục tiêu. 
Tại thời điểm ra đa phát hiện mục tiêu thì 4 chiếc máy bay ở vị trí có tọa độ lần lượt là 
;30)ܣ 25; ;14)ܤ,(33 1; ;29−;40)ܥ,(49 ;0)ܦ,(1 31; 41). Phương trình mặt cầu (ܵ) biểu diễn ranh 
giới vùng phủ sóng của ra đa trong không gian là 

A. ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ − ݕ2 − ݖ2 − 3598 = 0. B. ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ − ݕ2 − ݖ2 + 2498 = 0. 
C. ݔଶ + ݕ) − 1)ଶ + ݖ) − 1)ଶ = 60ଶ. D. ݔଶ + ݕ) − 1)ଶ + ݖ) − 1)ଶ = 50ଶ. 

Lời giải 
Gọi phương trình mặt cầu (ܵ) có dạng ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ − ݔ2ܽ − ݕ2ܾ − ݖ2ܿ + ݀ = 0 với ܽଶ + ܾଶ +
ܿଶ − ݀ > 0. Do (ܵ) đi qua bốn điểm A, B, C, D nên ta có hệ phương trình: 

൞

30ଶ + 25ଶ + 33ଶ − 60ܽ − 50ܾ − 66ܿ + ݀ = 0
14ଶ + 1ଶ + 49ଶ − 28ܽ − 2ܾ − 98ܿ + ݀ = 0
40ଶ + (−29)ଶ + 1ଶ − 80ܽ + 58ܾ − 2ܿ + ݀ = 0
0ଶ + 31ଶ + 41ଶ − 62ܾ − 82ܿ + ݀ = 0

⇔ ൞

−60ܽ − 50ܾ − 66ܿ + ݀ = −2614
−28ܽ − 2ܾ − 98ܿ + ݀ = −2598
−80ܽ + 58ܾ − 2ܿ + ݀ = −2442
−62ܾ − 82ܿ + ݀ = −2642

⇔

൞

ܽ = 0
ܾ = 1
ܿ = 1
݀ = −2498

Suy ra mặt cầu (ܵ) có tâm 0)ܫ; 1; 1) và ܴ = ඥ0ଶ + 1ଶ + 1ଶ − (−2498) = 50 

Vậy mặt cầu (ܵ) có phương trình là ݔଶ + ݕ) − 1)ଶ + ݖ) − 1)ଶ = 50ଶ 
hay ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ − ݕ2 − ݖ2 − 2498 = 0. 

Câu 21. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là km), một máy bay đang ở vị 
trí 3)ܣ ;  −2 ;  1) và sẽ hạ cánh ở vị trí 2)ܤ;  −5 ;  0) trên đường băng. Có một đám mây được mô 
phỏng bởi mặt phẳng (ܲ) tiếp xúc với mặt cầu (ܵ): (ݔ − 2)2 + ݕ) + 1)2 + ݖ) + 1)2 = 16 tại 

ቀ10ܯ
9

 ;  − 25
9

 ;  7
9
ቁ. Tính độ cao của máy bay khi đi xuyên qua đám mây để hạ cánh (Giả sử mặt đất 

ở vị trí máy bay đang bay được coi là mặt phẳng mặt phẳng (ܱݕݔ)) 

A. ଷ
ହ
km. B. ସ

ହ
km. C. ଵ

ହ
km. D. ଶ

ହ
km. 

Lời giải 
Mặt cầu (ܵ) có tâm ܯܫ ;(1 −; 1 −; 2)ܫሬሬሬሬሬ⃗ = ቀ− ଼

ଽ
 ;  − ଵ଺

ଽ
 ;  ଵ଺

ଽ
ቁ = − ଼

ଽ
(1 ;  2 ; −2). 

Vì (ܲ) tiếp xúc với (ܵ) tại ܯ nên có vectơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ = (1 ;  2 ; −2). 
Phương trình mặt phẳng (ܲ) là ݔ − ଵ଴

ଽ
+ 2 ቀݕ + ଶହ

ଽ
ቁ − 2 ቀݖ − ଻

ଽ
ቁ = 0 hay (ܲ): ݔ + ݕ2 − ݖ2 + 6 =

0. 
Giả sử điểm ܥ(ܽ ;ܾ ;  ܿ) là vị trí mà máy bay xuyên qua đám mây để hạ cánh, suy ra ܥ ∈ (ܲ) và ba 
điểm ܥ,ܤ,ܣ thẳng hàng, ܥ nằm giữa ܣ và ܤ. 
Do đó ܥܣሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ݇  với ݇ > 0. 
Ta có: ܥܣሬሬሬሬሬ⃗ = (ܽ − 3 ;  ܾ + 2 ;  ܿ − ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ,(1 = (−1 ; −3 ; −1). 

ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ݇ ⇔ ൝
ܽ − 3 = −݇
ܾ + 2 = −3݇
ܿ − 1 = −݇

⇔ ൝
ܽ = 3 − ݇
ܾ = −2 − 3݇
ܿ = 1 − ݇

⇒ 3)ܥ − ݇ ;  −2 − 3݇ ;  1 − ݇). 

ܥ ∈ (ܲ) ⇒ 3 − ݇ + 2(−2 − 3݇) − 2(1 − ݇) + 6 = 0 ⇒ ݇ = ଷ
ହ
. 

Suy ra ܥ ቀଵଶ
ହ

 ;− ଵଽ
ହ

 ;  ଶ
ହ
 ቁ. 

Vậy tại vị trí ܥ, độ cao của máy bay là ଶ
ହ
km. 
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Câu 22. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ, đơn vị trên mỗi trục là mét, một ngọn hải đăng được đặt ở vị 
trí ܫ. Biết ngọn hải đăng đó được thiết kế với đường kính phủ sáng là 6 km. Giả sử người đi biển di 
chuyển theo đường thẳng từ vị trí ܫ. Hỏi vị trí cuối cùng trên đoạn thẳng sao cho người đi biển có 
thể nhìn thấy được ánh sáng từ ngọn hải đăng cách ܫ một đoạn bằng bao nhiêu? 

 
A. 3km. B. 6km. C. 6,2km. D. 4km. 

Lời giải 
Vùng phủ sáng của ngọn hải đăng là một mặt cầu có tâm ܫ và bán kính ܴ = ଺

ଶ
= 3 km nên vị trí cuối 

cùng trên đoạn thẳng sao cho người đi biển có thể nhìn thấy được ánh sáng từ ngọn hải đăng cách ܫ 
một đoạn 3 km. 

Câu 23. Hệ thống định vị toàn cầu GPS là một hệ thống cho phép xác định chính xác vị trí của một vật trong 
không gian. Cách thức hoạt động của GPS như sau: Trong cùng một thời điểm, vị trí ܯ của một vật 
sẽ được xác định bằng 4 vệ tinh cho trước, các vệ tinh này có gắn máy thu tín hiệu, bằng cách so 
sánh thời gian từ lúc tín hiệu được phát đi với thời gian nhận tín hiệu phản hồi thì sẽ xác định được 
khoảng cách từ các vệ tinh đến vị trí ܯ. Như vậy, vị trí ܯ là giao điểm của 4 mặt cầu có tâm là 4 
vệ tinh đã cho. Giả sử trong không gian ܱ4 ,ݖݕݔ vệ tinh có tọa độ là 1−)ܣ; 6; ;4)ܤ ,(3 8; 1), 
;9)ܥ 6; ;15−)ܦ ,(7 18; 7). Tìm vị trí ܯ của vật biết khoảng cách từ ܯ đến các vệ tinh lần lượt là 
ܣܯ = ܤܯ ,6 = ܥܯ ,7 = ܦܯ ,12 = 24. 

A. (1−;2−;1)ܯ. B. 1−)ܯ; 2;−1). C. 1)ܯ; 2;−1). D. 2−;1)ܯ; 1). 
Lời giải 

Gọi ܯ(ܽ;ܾ; ܿ). Khi đó ta có: 
(ܽ + 1)ଶ + (ܾ − 6)ଶ + (ܿ − 3)ଶ = 36 ⇔ ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ + 2ܽ − 12ܾ − 6ܿ + 10 = 0 (1) 
(ܽ − 4)ଶ + (ܾ − 8)ଶ + (ܿ − 1)ଶ = 49 ⇔ ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ − 8ܽ − 16ܾ − 2ܿ + 32 = 0 (2) 
(ܽ − 9)ଶ + (ܾ − 6)ଶ + (ܿ − 7)ଶ = 144 ⇔ ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ − 18ܽ − 12ܾ − 14ܿ + 22 = 0 (3) 
(ܽ + 15)ଶ + (ܾ − 18)ଶ + (ܿ − 7)ଶ = 576 ⇔ ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ + 30ܽ − 36ܾ − 14ܿ + 22 = 0 (4) 
Giải hệ gồm 4 phương trình trên ta được ܽ = 1;ܾ = 2; ܿ = −1. Nên 1)ܯ; 2;−1). 

Câu 24. Một vệ tinh quay quanh Trái Đất với độ cao so với mặt đất là 18900  km. Ta xét trong không gian 
Oxyz  với tâm O  là tâm Trái Đất, 1 đơn vị dài trong không gian Oxyz tương ứng với 6300  km trên 
thực tế. Biết bán kính Trái Đất khoảng 6300 km. Phương trình biểu diễn quỹ đạo chuyển động của 
vệ tinh đó là 

A. 2 2 2 4x y z   . B. 2 2 2 16x y z   . C. 2 2 2 2x y z   . D. 2 2 2 5x y z   .  

Lời giải 

Khoảng cách từ tâm Trái Đất đến vệ tinh là 18900 6300 25200   tương ứng bằng 4 đơn vị. 
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Ta thấy quỹ đạo chuyển động của vệ tinh quanh Trái Đất là một mặt cầu có tâm là tâm Trái Đất có 
tọa độ là  0;0;0O và bán kính 4R  . Do đó phương trình mặt cầu là: 2 2 2 16x y z   . 

Câu 25. Trong không gian Oxyz  (đơn vị đo là cm), mặt sàn nhà đa năng thuộc mặt phẳng Oxy . Một quả cầu 
bằng nhựa nằm trên mặt sàn nhà đa năng và có tâm I(12; 20;50) . Khi đó, mặt ngoài của quả cầu 

nhựa  S  có phương trình là:  

A.      2 2 2 212 20 50 12x y z      . B.      2 2 2 212 20 50 12x y z      . 

C.      2 2 2 212 20 50 20x y z      . D.      2 2 2 212 20 50 50x y z      . 

Lời giải 

Do quả cầu nằm trên mặt sàn nhà đa năng nên mặt ngoài của quả cầu tiếp xúc với mặt phẳng Oxy  

Ta có:   , 50d I Oxy R    

Vậy mặt ngoài của quả cầu  S  có phương trình là     2 2 2 212 20 50 50x y z      . 

Câu 26. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz  (đơn vị trên mỗi trục là km), một ngọn hải đăng được đặt ở 
vị trí )5;5;1(I như hình vẽ. Ngọn hải đăng được thiết kế với bán kính phủ sáng là5km.  

 

Một người đi biển di chuyển theo đường thẳng từ vị trí  1;5;5I đến vị trí  7;14;11A .Điểm nào 

sau đây mà người đi biển đi qua và vẫn thuộc vùng phủ sáng của ngọn hải đăng? 

A.  3;8;7M . B.  0;4;8N . C.  7;3;0P . D.  7;11;3Q . 

Lời giải 

Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sáng trong không gian là:  

     2 2 21 5 5 25x y z       

Ta có  2;3;2IM 


 ;  6;9;6 3IA IM 
 

và      2 2 23 1 8 5 7 5 17 5IM          nên 

điểm M nằm trong mặt cầu. Vậy người đi biển đi qua điểm M  mà vẫn thuộc vùng phủ sáng. 

Câu 27. Một máy Rađa có tầm hoạt động với bán kính tối đa là 20  km. Ta xét trong không gian Oxyz với 
tâm O  là vị trí máy Rađa, 1 đơn vị dài trong không gian Oxyz  tương ứng với  

10  km trên thực tế. Hỏi trong không gian Oxyz  trên, vật thể có tọa độ tương ứng với đáp án nào 
dưới đây sẽ bị Rađa phát hiện? 
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A.  1;0;2M . B.  2; 1;1N  . C.  1;1; 2P . D.  3;0;0Q . 

Lời giải 

Ta thấy quỹ đạo của Rađa là một khối cầu giới hạn bởi mặt cầu  S  có tâm là vị trí máy Rađa có 

tọa độ là  0;0;0O và bán kính 2R  . 

Do đó ta có phương trình mặt cầu   2 2 2: 4S x y z   . 

Vật thể bắt đầu bị phát hiện khi nó nằm trong hoặc trên mặt cầu  S .  

Trong 4 đáp án trên ta thấy có đáp án C  thỏa mãn phương trình mặt cầu  S  các đáp án còn lại đều 

nằm ngoài  S . 

Câu 28. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz  (đơn vị trên mỗi trục tọa độ là km), một máy bay đang ở vị 

trí  3; 2;1A   và sẽ hạ cánh ở vị trí  2; 5;0B   trên đường băng. Có một đám mây được mô phỏng 

bởi mặt phẳng  P  tiếp xúc với mặt cầu        2 2 2: 2 1 1 16S x y z       tại 10 25 7; ;
9 9 9

M   
 

. Tính độ cao của máy bay khi đi xuyên qua đám mây để hạ cánh (Giả sử mặt đất ở vị trí máy bay 
đang bay được coi là mặt phẳng mặt phẳng  Oxy ) 

A. 3
5  km. B. 4

5
 km. C. 1

5
 km. D. 2

5
 km. 

Lời giải 

Mặt cầu  S  có tâm  2; 1; 1I   ;  8 16 16 8; ; 1; 2; 2
9 9 9 9

IM        
 


. 

Vì  P  tiếp xúc với  S  tại M  nên có vectơ pháp tuyến là  1;2; 2n 


. 

Phương trình mặt phẳng  P  là 10 25 72 2 0
9 9 9

x y z           
   

 hay   : 2 2 6 0P x y z     

Giả sử điểm  ; ;C a b c  là vị trí mà máy bay xuyên qua đám mây để hạ cánh, suy ra  C P  và ba 

điểm , ,A B C  thẳng hàng, C  nằm giữa A  và B . 

Do đó AC k AB
 

 với 0k  . Ta có:    3; 2; 1 , 1; 3; 1AC a b c AB       
 

. 

 
3 3
2 3 2 3 3 ; 2 3 ;1
1 1

a k a k
AC k AB b k b k C k k k

c k c k

     
               
      

 
. 

      33 2 2 3 2 1 6 0
5

C P k k k k             suy ra 12 19 2; ;
5 5 5

C   
 

. 
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Vậy tại vị trí C  độ cao của máy bay là 
2
5

km. 

II - PHẦN TRẮC NGHIỆM ĐÚNG SAI 
Câu 29. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên trục là kilomet), một trạm thu phát sóng điện 

thoại di động (hình vẽ dưới đây) được đặt ở vị trí 4−)ܫ;  2;  5). Biết rằng trạm phát sóng được thiết 
kế với bán kính phủ sóng là 4 km.  

 
a) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sóng là: 
b) Điểm 3)ܣ;  5; −6) nằm phía trong mặt cầu đó. 
c) Nếu người dùng đứng ở vị trí điểm 2−)ܤ;  3;  0) thì không thể sử dụng dịch vụ của trạm phát 
sóng này. 
d) Nếu người dùng đứng ở vị trí điểm 4−)ܯ;  6;  2) thì quãng đường ngắn nhất người đó phải di 
chuyển để đến được vị trí có thể sử dụng dịch vụ của trạm phát sóng là 1 km. 

Lời giải 
Đúng 
Mặt cầu tâm 4−)ܫ;  2;  5), bán kính ܴ = 4 có phương trình là: 

ݔ) + 4)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) − 5)ଶ = 16 
Sai  
Ta có: ܣܫ = ඥ7ଶ + 3ଶ + (−11)ଶ = √179 > ܴ. Vậy điểm ܣ nằm phía ngoài mặt cầu đó. 
Đúng 
Ta có: ܤܫ = ඥ2ଶ + 1ଶ + (−5)ଶ = √30 > ܴ, từ đó suy ra nếu người dùng đứng ở vị trí điểm 
;2−)ܤ  3;  0) thì không thể sử dụng dịch vụ của trạm phát sóng này. 
Đúng 
Với điểm 4−)ܯ;  6;  2) ta có: ܯܫ = ඥ0ଶ + 4ଶ + (−3)ଶ = 5 > ܴ 
Quãng đường ngắn nhất mà người đứng ở điểm 4−)ܯ;  6;  2) phải di chuyển để đến được vùng phủ 
sóng là đoạn thẳng ܪܯ, với ܪ là giao điểm của đoạn thẳng ܫܯ với mặt cầu. 
Khi đó, ܪܯ = ܫܯ − ܴ = 5 − 4 = 1km. 

Câu 30. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là mét), một ngon hải đăng được đặt ở 
vị trí 20)ܫ;  35;  60), biết rằng ngọn hải đăng được thiết kế với bán kính phủ sáng là 4 km.  
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a) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới vùng phủ sáng trên biển của hải đăng là 
b) Điểm 165− ;290−)ܤ;  3660) nằm phía trong mặt cầu đó. 
c) Nếu người đi biển ở vị trí 541)ܥ ;  137 ; −690) thì không thể nhìn được ánh sáng từ ngọn hải 
đăng. 
d) Giả sử người đi biển di chuyển theo đường thẳng từ vị trí điểm 20)ܫ;  35;  60) đến vị trí 
;4020)ܦ  35;  3060). Vị trí cuối cùng trên đoạn thẳng ܦܫ sao cho người đi biển vẫn còn nhìn thấy 
được ánh sáng từ ngọn hải đăng là 3180−)ܯ;  35;  2460). 

Lời giải 
Sai 
Mặt cầu tâm 20)ܫ;  35;  60), bán kính ܴ = 4 km = 4000 m có phương trình là: 

ݔ) − 20)ଶ + ݕ) − 35)ଶ + ݖ) − 60)ଶ = 4000ଶ 
Đúng  
Ta có: ܤܫ = ඥ(−310)ଶ + (−200)ଶ + 3600ଶ ≈ 3618,9 < ܴ. 
Do đó, điểm ܤ nằm phía trong mặt cầu đó. 
Sai 
Với 541)ܥ ;  137 ; −690), ta có: ܥܫ = ඥ521ଶ + 102ଶ + (−750)ଶ ≈ 918,9 < ܴ. 
Do đó, nếu người đi biển đứng ở vị trí 541)ܥ ;  137 ; −690) thì vẫn nhìn thấy ánh sáng từ ngọn hải 
đăng. 
Sai 
Gọi ݔ)ܯ ; ; ݕ   mà người đi biển vẫn còn nhìn thấy ánh sáng ܦܫ là điểm cuối cùng trên đoạn thẳng (ݖ 
của ngon hải đăng. Khi đó, ܯܫ = ܴ = 4000m. 
Ta có: ܦܫ = √4000ଶ + 0ଶ + 3000ଶ = 5000m. 
ሬሬሬሬሬ⃗ܯܫ = ݔ) − 20; ݕ  − 35; ݖ  − ሬሬሬሬ⃗ܦܫ ;(60 = (4000;  0;  3000). 
Vì ܯ thuộc đoạn thẳng ܦܫ và ூெ

ூ஽
= ସ଴଴଴

ହ଴଴଴
= ସ

ହ
 nên ܯܫሬሬሬሬሬ⃗ = ସ

ହ
ሬሬሬሬ⃗ܦܫ . 

⇔

⎩
⎪
⎨

⎪
ݔ⎧ − 20 = ସ

ହ
. 4000

ݕ − 35 = ସ
ହ

. 0

ݖ − 60 = ସ
ହ

. 3000

⇔ ൝
ݔ = 3220
ݕ = 35
ݖ = 2460

⇒ ; 3220)ܯ  35 ;  2460). 

Câu 31. Trong không gian với hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ, đài kiểm soát không lưu sân bay Cam Ranh – Khánh 
Hòa ở vị trí ܱ(0; 0; 0) và được thiết kế phát hiện máy bay ở khoảng cách tối đa 600݇݉. Một máy 
bay của hãng Việt Nam Airlines đang ở vị trí 40−;800−)ܣ; 10), chuyển động theo đường thẳng 

݀có phương trình ൝
ݔ = −1000 + ݐ100
ݕ = −200 + ݐ80
ݖ = 10

ݐ) ∈ ℝ) và hướng về đài kiểm soát không lưu. 
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a) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu 
trong không gian là ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ = 600ଶ. 
b) Giả sử 1000−)ܤ + 100ܾ;−200 + 80ܾ; 10)là vị trí sớm nhất mà máy bay xuất hiện trên màn 
hình ra đa. Khi đó ܾ ∈ [4; 5]. 
c) Giả sử 1000−)ܥ + 100ܿ;−200 + 80ܿ; 10)là vị trí mà máy bay bay ra khỏi màn hình ra đa. Khi 
đó ܿ ∈ [8; 9]. 
d) Khoảng cách ngắn nhất giữa máy bay với đài kiểm soát không lưu là 250,51 ݇݉. 

Lời giải 

 
Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu 
trong không gian là (ܵ): ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ = 600ଶ.Ta có ܱܣ = √800ଶ + 40ଶ + 10ଶ = 30√713 ≈
801,06 ݇݉. 
Vì máy bay chuyển động theo đường thẳng ݀ nên vị trí sớm nhất mà máy bay xuất hiện trên màn 
hình ra đa và vị trí mà máy bay bay ra khỏi màn hình ra đa là giao điểm của đường thẳng ݀ và mặt 
cầu (ܵ). 
Gọi 1000−)ܯ + 200−;ݐ100 + ;ݐ80 10) là giao điểm của ݀ và (ܵ). 
Khi đó  

(−1000 + 2(ݐ100 + (−200 + 2(ݐ80 + 102 = 6002 ⇔ 2ݐ16400 − ݐ232000 + 680100 = 0

⇔ ൤1ݐ ≈ 10
2ݐ ≈ 4,15. 

Ta có 
ଵݐ ≈ 10 ⇒ ;ଵ(0ܯ 600; 10) ⇒ ܣଵܯ = 1024 > ܣܱ ⇒ ଵܯ ≡  .ܥ
ଶݐ ≈ 4,15 ⇒ ;ଶ(−585ܯ 132; 10) ⇒ ܣଶܯ ≈ 275,33 < ܣܱ ⇒ ଶܯ ≡  .ܤ
Vậy 1000−)ܤ + 100ܾ;−200 + 80ܾ; 10)là vị trí sớm nhất mà máy bay xuất hiện trên màn hình ra 
đa và ܾ ≈ 1000−)ܥ.4,15 + 100ܿ;−200 + 80ܿ; 10)là vị trí mà máy bay bay ra khỏi màn hình ra 
đa và ܿ ≈ 10.Khoảng cách ngắn nhất giữa máy bay với đài kiểm soát không lưu là 
ܣܱ − ܴ = 30√713− 600 ≈ 201,06 ݇݉. 

Câu 32. Trong không gian ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo kilômét), một trạm thu phát sóng điện thoại 
di động được đặt ở vị trí 1)ܫ;  3;  7). Trạm thu phát sóng đó được thiết kế với bán kính phủ sóng là 
3 km. 

a) Phương trình mặt cầu (ܵ) để mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phù sóng trong không gian là 
ݔ) + 1)ଶ + ݕ) + 3)ଶ + ݖ) + 7)ଶ = 9. 
b) Nếu người dùng điện thoại ở vị trí điểm 2)ܣ;  2;  7) thì có thể sử dụng dịch vụ của trạm thu phát 
sóng đó. 
c) Nếu người dùng điện thoại ở vị trí có toạ độ 5)ܤ;  6;  7) thì không thể sử dụng dịch vụ của trạm 
thu phát sóng đó. 
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d) Tính theo đường chim bay, khoảng cách lớn nhất để một người ở vị trí có toạ độ 5)ܤ;  6;  7) di 
chuyển được tới vùng phủ sóng theo đơn vị ki-lô-mét là 8 ݇݉. 

Lời giải 
Ý (a) Phương trình mặt cầu (ܵ) tâm 1)ܫ;  3;  7) bán kính 3 km mô tả ranh giới bên ngoài của vùng 
phủ sóng trong không gian là (ݔ − 1)ଶ + ݕ) − 3)ଶ + ݖ) − 7)ଶ = 9. 
Ý (b) Ta có: ܣܫ = ඥ(2 − 1)ଶ + (2− 3)ଶ + (7 − 7)ଶ = √2 < 3 nên điểm ܣ nằm trong mặt cầu. Vì 
điểm ܣ nằm trong mặt cầu nên người dùng điện thoại ở vị trí có toạ độ 2)ܣ;  2;  7) có thể sử dụng 
dịch vụ của trạm thu phát sóng đó. 
Ý (c) Ta có: ܤܫ = ඥ(5 − 1)ଶ + (6 − 3)ଶ + (7− 7)ଶ = 5 > 3 nên điểm ܤ nằm ngoài mặt cầu. Vậy 
người dùng điện thoại ở vị trí có toạ độ 5)ܤ;  6;  7) không thể sử dụng dịch vụ của trạm thu phát 
sóng đó. 
Ý (d) Ta có: ܤܫሬሬሬሬ⃗ (4;  3; ܤܫ ;(0  = ඥ(5 − 1)ଶ + (6 − 3)ଶ + (7− 7)ଶ = 5 > 3 nên điểm ܤ nằm ngoài 

mặt cầu. Phương trình đường thẳng ܫܤ dạng: ൝
ݔ = 1 + ݐ4
ݕ = 3 + ݐ3
ݖ = 7

. 

Gọi mặt cầu (ܵ) ∩ ܫܤ ≡  là nghiệm của hệ ܧ suy ra tọa độ ܧ

൞

ݔ = 1 + ݐ4
ݕ = 3 + ݐ3
ݖ = 7
ݔ) − 1)ଶ + ݕ) − 3)ଶ + ݖ) − 7)ଶ = 9

⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎩
⎪
⎨

⎪
ݐ⎧ = ଷ

ହ

ݔ = ଵ଻
ହ

ݕ = ଶସ
ହ

ݖ = 7

⇒ ܧ ቀଵ଻
ହ

;  ଶସ
ହ

; 7ቁ ⇒ ܤܧ ≈ 1,7

⎩
⎪
⎨

⎪
ݐ⎧ = − ଷ

ହ

ݔ = − ଻
ହ

ݕ = ଺
ହ

ݖ = 7

⇒ ܧ ቀ− ଻
ହ

;  ଺
ହ

; 7ቁ ⇒ ܤܧ = 8

 

Vậy khoảng cách lớn nhất để một người ở vị trí có toạ độ 5)ܤ;  6;  7) di chuyển được tới vùng phủ 
sóng theo đơn vị ki-lô-mét là 8 ݇݉.  

Câu 33. Trong không gian với hệ trục tọa độ ܱ ݇ đơn vị trên mỗi trục là) ݖݕݔ ݉), một trạm thu phát sóng điện 
thoại di động (Hình bên) được đặt ở vị trí 2)ܫ; 1;−3). Trạm thu phát được thiết kế bán kính phủ 
sóng là 3 ݇݉. 

 
a) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới bên ngoài vùng phủ sóng trong không gian là (ݔ − 2)ଶ +
ݕ) − 1)ଶ + ݖ) + 3)ଶ = 9. 

b) Người dùng điện thoại đứng ở vị trí 0)ܣ; 1;−2)không sử dụng được dịch vụ của trạm này. 

c) Người dùng điện thoại đứng ở vị trí (1−;3−;6)ܤ sử dụng được dịch vụ của trạm này. 
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d) Có một người đi từ vị trí 2)ܫ; 1;−3) đến vị trí (1−;3−;6)ܤ theo một đường thẳng, vị trí cuối 
cùng trên đoạn thẳng ܤܫ để người đó có thể sử dụng được dịch vụ của trạm này là ݕ;ݔ)ܥ;  với (ݖ
ݔ + ݕ + ݖ = −1. 

Lời giải 

(a) Đúng 

Mặt cầu có tâm 2)ܫ; 1;−3) và bán kính 3 ݇݉ có phương trình là (ݔ − 2)ଶ + ݕ) − 1)ଶ + ݖ) + 3)ଶ =
9. 

(b) Sai 

Ta có ܣܫሬሬሬሬ⃗ (−2; 0; 1) nên ܣܫ = ඥ(−2)ଶ + 0ଶ + 1ଶ = √5 < 3 

Vì ܣܫ < ܴ nên người dùng điện thoại đứng ở vị trí 0)ܣ; 1;−2) sử dụng được dịch vụ của trạm này. 

(c) Sai 

Ta có ܤܫሬሬሬሬ⃗ (4;−4; 2) nên ܤܫ = ඥ4ଶ + (−4)ଶ + 2ଶ = 6 > 3. Vì ܤܫ > ܴ nên người dùng điện thoại 
đứng ở vị trí (1−;3−;6)ܤkhông sử dụng được dịch vụ của trạm này. 

(d) Sai 

Theo phần c, vì ܤܫ > ܴnên người đó đứng ở ngoài vùng phủ sóng. Giả sử đường thẳng ܤܫ cắt mặt 
cầu tại điểm ܥ khi đó ܥ là vị trí cuối cùng trên đoạn thẳng ܤܫ để người đó có thể sử dụng được dịch 
vụ. Khi đó ܥܫ = ଵ

ଶ
nên 4 (2−;1−;4)ܥ là trung điểm của IB suy ra ܥ hay ܤܫ − 1 − 2 = 1 

Câu 34. Trong không gian với hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là ݇݉), một ngọn hải đăng (Hình 
bên) được đặt ở vị trí 2−)ܫ; 1; 3). Ngọn hải đăng được thiết kế bán kính phủ sáng là 5 ݇݉. 

 

a) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới của vùng phủ sáng trên biển của ngọn hải đăng là(ݔ + 2)ଶ +
ݕ) − 1)ଶ + ݖ) − 3)ଶ = 25. 

b) Người đi biển đứng ở vị trí 2)ܣ; 3; 1)có thể nhìn thấy ánh sáng từ ngọn hải đăng. 

c) Người đi biển đứng ở vị trí 5−;2−)ܤ; 6)không thể nhìn thấy ánh sáng từ ngọn hải đăng. 

d) Một người đi biển đang ở vị trí 5)ܥ; 3;−2). Tính theo đường chim bay, khoảng cách ngắn nhất 
người đó phải di chuyển để có thể nhìn thấy ánh sáng từ ngọn hải đăng là 73. 

Lời giải 

(a) Đúng 
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Mặt cầu có tâm 2−)ܫ; 1; 3) và bán kính 5 ݇݉ có phương trình là (ݔ + 2)ଶ + ݕ) − 1)ଶ + ݖ) − 3)ଶ =
25. 

(b) Đúng 

Ta có ܣܫሬሬሬሬ⃗ (4; 2;−2) nên ܣܫ = ඥ4ଶ + 2ଶ + (−2)ଶ = √24 < 5 

Vì ܣܫ < ܴ nên người đi biển đứng ở vị trí 2)ܣ; 3; 1)có thể nhìn thấy ánh sáng từ ngọn hải đăng. 

(c) Đúng 

Ta có ܤܫሬሬሬሬ⃗ (0;−6; 3) nên ܤܫ = ඥ0ଶ + (−6)ଶ + 3ଶ = √45 > 5 
Vì ܤܫ > ܴ nên người đi biển đứng ở vị trí 5−;2−)ܤ; 6)không thể nhìn thấy ánh sáng từ ngọn hải 
đăng. 

(d) Sai 

Ta có ܥܫሬሬሬሬ⃗ (7; 2;−5) nên ܥܫ = ඥ7ଶ + 2ଶ + (−5)ଶ = √78 > 5 nên người đó đứng ở ngoài vùng phủ 
sáng. Giả sử đoạn thẳng ܥܫ cắt mặt cầu tại điểm ܦ khi đó ܦܥ là khoảng cách ngắn nhất người đó 
phải di chuyển để có thể nhìn thấy ánh sáng từ ngọn hải đăng. 

Ta có ܦܥ = ܥܫ − ܴ = √78− 5. 

Câu 35. Hệ thống định vị toàn cầu (tên tiếng Anh là: Global Positioning System, viết tắt là GPS) là một hệ 
thống cho phép xác định chính xác vị trí của một vật thể trong không gian (Hình minh hoạ). 

 
Ta có thể mô phỏng cơ chế hoạt động của hệ thống GPS trong không gian như sau: Trong cùng một 
thời điểm, tọa độ của một điểm ܯtrong không gian sẽ được xác định bởi bốn vệ tinh cho trước, trên 
mỗi vệ tinh có một máy thu tín hiệu. Bằng cách so sánh sự sai lệch về thời gian từ lúc tín hiệu được 
phát đi với thời gian nhận phản hồi tín hiệu đó, mỗi máy thu tín hiệu xác định được khoảng cách từ 
vệ tinh đến vị trí ܯcần tìm tọa độ. Như vậy điểm ܯlà giao điểm của bốn mặt cầu với tâm lần lượt 
là bốn vệ tinh đã cho. 

Ta xét ví một ví dụ cụ thể sau: Cho bốn vệ tinh 1−;1)ܣ; ;2)ܤ,(2 1; 3); ;1−)ܥ  4; ;2)ܦ;(0 3; 1). 
Một chiếc máy bay quân sự đang ở vị trí ܯ với ܣܯ = 3; ܤܯ  = √5; ܥܯ  = √26; ܦܯ  = √5. 

a) Mặt cầu tâm ܣ đi qua điểm ܯ có bán kính là 3. 

b) Phương trình mặt cầu ( ଵܵ) tâm ܣ bán kính ܣܯ là ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ − ݔ2 + ݕ2 − ݖ4 − 3 = 0. 
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c) Phương trình mặt phẳng chứa đường tròn giao tuyến của hai mặt cầu ( ଵܵ) và ܵ(ܤܯ,ܤ) là ݔ +
ݕ2 + ݖ − 6 = 0. 

d) Tọa độ của máy bay quân sự là ݕ;ݔ)ܯ; ݔ với (ݖ + ݕ + ݖ = 3. 

Lời giải 

(a) Đúng 

Mặt cầu có tâm ܣ và đi qua điểm ܯ có bán kính là ܣܯ = 3. 

(b) Đúng 

Phương trình mặt cầu ( ଵܵ) tâm ܣ bán kính ܣܯ là (ݔ − 1)ଶ + ݕ) + 1)ଶ + ݖ) − 2)ଶ = 9 

⇔ ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ − ݔ2 + ݕ2 − ݖ4 − 3 = 0. 

(c) Đúng 

- Phương trình mặt cầu ( ଵܵ) là ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ − ݔ2 + ݕ2 − ݖ4 − 3 = 0 (1) 

- Phương trình mặt cầu ܵ(ܤܯ,ܤ) là:(ݔ − 2)ଶ + ݕ) − 1)ଶ + ݖ) − 3)ଶ = 5 ⇔ ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ −
ݔ4 − ݕ2 − ݖ6 + 9 = 0 (2) 

- Lấy (1) trừ (2) ta được: 2ݔ + ݕ4 + ݖ2 − 12 = 0 ⇔ ݔ + ݕ2 + ݖ − 6 = 0 

(d) Sai 

Vì ܣܯ = 3; ܤܯ  = √5; ܥܯ  = √26; ܦܯ  = √5 và ݕ;ݔ)ܯ;   nên ta có hệ phương trình (ݖ

⎩
⎪
⎨

⎪
ݔ)⎧ − 1)ଶ + ݕ) + 1)ଶ + ݖ) − 2)ଶ = 9 (1)

ݔ) − 2)ଶ + ݕ) − 1)ଶ + ݖ) − 3)ଶ = 5 (2)
ݔ) + 1)ଶ + ݕ) − 4)ଶ + ଶݖ = 26 (3)
ݔ) − 2)ଶ + ݕ) − 3)ଶ + ݖ) − 1)ଶ = 5 (4)

⇔ ൞

ݔ2 + ݕ4 + ݖ2 = 12
ݔ6− + ݕ6 − ݖ6 = −18
ݔ6 − ݕ2 + ݖ2 = 18
ݔ) − 2)ଶ + ݕ) − 3)ଶ + ݖ) − 1)ଶ = 5

⇔ ൝
ݔ = 3
ݕ = 1
ݖ = 1

 

Vậy ݔ + ݕ + ݖ = 5 

Câu 36. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là km), Một trạm thu phát sóng điện 
thoại di động có đầu thu phát được đặt ở tại vị trí 2)ܫ; 0; 0).Vùng phủ sóng của trạm có bán kính 
bằng 2km. Hai người bạn Mai và Nga cùng sử dụng điện thoại. Bạn Mai dùng điện thoại tại vị trí 
;2)ܯ 1; 1), bạn Nga dùng điện thoại tại vị trí ܰ(1; 2; 2).  

 
a) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới vùng phủ sóng là: (ݔ − 2)ଶ + ଶݕ + ଶݖ = 2 

b) Bạn Mai có thể sử dụng được dịch vụ của trạm phát sóng trên. 

c) Hai bạn Mai và Nga liên lạc được với nhau.  

d) Tính theo đường chim bay, khoảng cách ngắn nhất để bạn Nga di chuyển tới vùng phủ sóng của 
trạm là 1(݇݉). 
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Lời giải 

Sai 

Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới vùng phủ sóng là: (ݔ − 2)ଶ + ଶݕ + ଶݖ = 4 nên câu a sai  

Đúng  

ܯܫ = ඥ(2− 2)ଶ + (1 − 0)ଶ + (1− 0)ଶ = √2 < 2. Vậy câu b đúng  

Sai  

ܰܫ = ඥ(1− 2)ଶ + (2 − 0)ଶ + (2− 0)ଶ = 3 > 2 nên bạn Nga đang đứng ở vị trí ngoài vùng phủ 
sóng. Do đó câu c sai Đúng 

Xét ܭlà điểm bất kỳ thuộc vùng phủ sóng, khi đó ܭnằm trên khối cầu  

Khoảng cách tính theo đường chim bay để bạn Nga đến vùng phủ sóng là ܰܭ 

Ta có ܰܭ ≥ ܰܫ − ܭܫ ⇔ ܭܰ ≥ 1.Vậy khoảng cách ngắn nhất để bạn Nga đến vùng phủ sóng là 
1(݇݉)  

Câu 37. Một sân khấu đã được thiết lập một hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là mét) để đạo diễn 
có thể sắp đặt ánh sáng và xác định vị trí của các diễn viên. Người đạo diễn đặt một đèn chiếu sáng 
ở vị trí 1)ܫ; 2; 3)tạo ra một vùng sáng là mặt cầu tâm 1)ܫ; 2; 3)bán kính 10(݉). 

a) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới vùng phủ sáng là (ݔ − 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) − 3)ଶ = 100. 

b) Diễn viên A đang đứng trên sân khấu ở vị trí 3)ܣ; 4; 5)để chuẩn bị biểu diễn. Khi đó diễn viên 
A đang được đèn chiếu sáng. 

c) Diễn viên B luôn đứng yên ở vị trí 10)ܤ; 11; 12). Diễn viên A biểu diễn luôn cách tâm I một 
khoảng bằng 1(݉). Khoảng cách ngắn nhất giữa hai diễn viên A và B bằng 5݉. 

d) Diễn viên A biểu diễn luôn cách tâm I một khoảng bằng 1(݉), còn diễn viên C có nhiệm vụ di 
chuyển xung quanh rìa của vùng chiếu sáng. Tổng khoảng cách từ B đến A và C có giá trị lớn nhất 
là 11(݉). 

Lời giải 
(a) Đúng  
Phương trình mặt cầu là (ݔ − 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) − 3)ଶ = 100. 

(b) Đúng 

ܣܫ = ඥ(3 − 1)ଶ + (4 − 2)ଶ + (5− 3)ଶ = 2√3 < 10 

(c) Sai 

Ta có ܤܫ = ඥ(10− 1)ଶ + (11− 2)ଶ + (12− 3)ଶ = 9√3 > 10nên B ở ngoài vùng đèn chiếu 
sáng. 

Diễn viên A biểu diễn cách tâm I một khoảng bằng 1(݉) nên A nằm trên mặt cầu tâm I bán kính 
bằng 1 

Khoảng cách ngắn nhất giữa hai diễn viên A và B khi I, A, B thẳng hàng và A nằm giữa I và (B) 

Khi đó ܤܣ୫୧୬ = ܤܫ − 1 = 9√3− 1 

(d) Sai 
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Diễn viên B đứng yên, diễn viên A, C cùng biểu diễn nên tổng khoảng cách từ B đến A và C có  

giá trị lớn nhất khi A, C, B, I thẳng hàng sao cho I nằm giữa A và B; A nằm giữa C và I.  

 

Khi đó: (ܣܤ+ ୫ୟ୶(ܥܤ = ܤܫ) + 1) + ܤܫ) + 10) = 18√3 + 11 

Câu 38. Hệ thống định vị toàn cầu (tên tiếng Anh là: Global Positioning System, viết tắt là GPS) là một hệ 
thống cho phép xác định chính xác vị trí của một vật thể trong không gian. Ta có thể mô phỏng cơ 
chế hoạt động của hệ thoogns GPS trong không gian như sau: Trong cùng một thời điểm, tọa độ của 
một điểm ܯ trong không gian sẽ được xác định bởi bốn vệ tinh, trên mỗi vệ tinh có một máy thu tín 
hiệu. Bằng cách so sánh sự sai lệch về thời gian từ lúc tín hiệu được phát đi với thời gian nhận phản 
hồi tín hiệu đó, mỗi máy thu tín hiệu xác định được khoảng cách từ vệ tinh đến vị trí ܯ cần tìm tọa 
độ. Như vậy điểm ܯ là giao điểm của bốn mặt cầu với tâm lần lượt là bốn vệ tinh đã cho.  

 
Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ cho bốn vệ tinh 1− ;3)ܣ; ;1)ܤ ,(6   4; ;7)ܥ ,(8   9;  6), 
;15− ;7)ܦ  18). 
a) Phương trình mặt cầu tâm ܣ bán kính bằng 6 có phương trình là:  
b) Nếu điểm ݔ)ܯ; ;ݕ   thỏa mãn phươngܯ bán kính bằng 7 thì tọa độ điểm ܤ thuộc mặt cầu tâm (ݖ 
trình: (ݔ − 1)ଶ + ݕ) − 4)ଶ + ݖ) − 8)ଶ = 7. 
c) Khoảng cách từ điểm ܰ(2; −3;  5) đến vệ tinh ܦ là lớn nhất. 
d) Biết khoảng cách từ điểm ݔ)ܯ; ;ݕ  ܣܯ đến các vệ tinh lần lượt là (ݖ  = ܤܯ ,6 = ܥܯ ,7 = 12, 
ܦܯ = 24. Khi đó ݔ + ݕ + ݖ = 4. 

Lời giải 
Đúng 
Mặt cầu tâm 1− ;3)ܣ;  6) bán kính bằng 6 có phương trình là: (ݔ − 3)ଶ + ݕ) + 1)ଶ + ݖ) − 6)ଶ =
36 
Sai  
Mặt cầu tâm ܤ bán kính bằng 7 có phương trình là: (ݔ − 1)ଶ + ݕ) − 4)ଶ + ݖ) − 8)ଶ = 49. 
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Do đó, nếu điểm ݔ)ܯ; ;ݕ   thỏa mãnܯ bán kính bằng 7 thì tọa độ điểm ܤ thuộc mặt cầu tâm (ݖ 
phương trình: (ݔ − 1)ଶ + ݕ) − 4)ଶ + ݖ) − 8)ଶ = 49. 
Đúng 
Với bốn vệ tinh 1− ;3)ܣ; ;1)ܤ ,(6   4; ;7)ܥ ,(8   9; ;15− ;7)ܦ ,(6   18) và một điểm ܰ(2; −3;  5), 
ta có: 

ܣܰ = ඥ(−1)ଶ + (−2)ଶ + (−1)ଶ = √6
ܤܰ = ඥ1ଶ + (−7)ଶ + (−3)ଶ = √59
ܥܰ = ඥ(−5)ଶ + (−12)ଶ + (−1)ଶ = √170
ܦܰ = ඥ(−5)ଶ + 12ଶ + (−13)ଶ = √338

 

Vậy khoảng cách từ điểm ܰ(2; −3;  5) đến vệ tinh ܦ là lớn nhất.  
Sai 
Khoảng cách từ điểm ݔ)ܯ; ;ݕ  ܣܯ đến các vệ tinh lần lượt là (ݖ  = ܤܯ ,6 = ܥܯ ,7 = ܦܯ ,12 =
24 nên ta có hệ phương trình: 

⎩
⎪
⎨

⎪
ݔ)⎧ − 3)ଶ + ݕ) + 1)ଶ + ݖ) − 6)ଶ = 36

ݔ) − 1)ଶ + ݕ) − 4)ଶ + ݖ) − 8)ଶ = 49
ݔ) − 7)ଶ + ݕ) − 9)ଶ + ݖ) − 6)ଶ = 144
ݔ) − 7)ଶ + ݕ) + 15)ଶ + ݖ) − 18)ଶ = 576

⇔ ൝
ݔ4− + ݕ10 + ݖ4 = 22
ݔ8 + ݕ20 = 12
ݔ8 − ݕ28 + ݖ24 = 12

⇔ ൝
ݔ = −1
ݕ = 1
ݖ = 2

⇒ ;1−)ܯ  1;  2) 
Do đó, ݔ + ݕ + ݖ = 2. 

Câu 39. Trong không gian với hệ toạ độ ܱݖݕݔ, một trạm thu phát sóng điện thoại di động được đặt ở vị trí 
;3−)ܫ 5; 2)được thiết kế với bán kính phủ sóng 4 km, mỗi đơn vị trên trục ứng với 1 km.  

a) Phương trình mặt cầu (ܵ)để mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sóng trong không gian là 
ݔ) + 3)ଶ + ݕ) − 5)ଶ + ݖ) + 2)ଶ = 16 
b) Khoảng cách xa nhất giữa hai điểm thuộc vùng phủ sóng là 8 km. 
c) Người dùng điện thoại ở vị trí ܣcó toạ độ (−3; 4; 1)không thể sử dụng dịch vụ của trạm thu phát 
sóng đó. 
d) Trong điều kiện giao thông thuận lợi, khoảng cách ngắn nhất để người ܤở toạ độ (8; 6; 2)di 
chuyển tới vùng phủ sóng là 11,05 km. 

Lời giải: 
Sai. 
Ta có, trạm thu phát sóng là tâm của vùng phủ sóng 3−)ܫ; 5; 2), bán kính phủ sóng là ܴ = 4 nên 
phương trình mặt cầu(ܵ)mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sóng trong không gian là 
ݔ) + 3)ଶ + ݕ) − 5)ଶ + ݖ) − 2)ଶ = 16 
Đúng. 
Khoảng cách xa nhất giữa hai điểm thuộc vùng phủ sóng là đường kính của mặt cầu, tức là 8 km. 
Sai. 

Ta có: ܣܫ = ඥ(−3 + 3)ଶ + (4− 5)ଶ + (1 − 2)ଶ = √2 < 4 nên điểm ܣnằm trong mặt cầu hay 

người dùng điện thoại ở vị trí A có thể sử dụng dịch vụ của trạm thu phát sóng đó. 
Sai. 
Khoảng cách từ người ܤđến trạm thu phát sóng là: 

ܤܫ = ඥ(8 + 3)2 + (6 − 5)2 + (2 − 2)2 ≈ 11,05.  

Khoảng cách ngắn nhất để người đó di chuyển đến vùng phủ sóng là: 
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11,05 − 4 = 7,05(km). 

Câu 40. Một tháp kiểm soát không lưu ở sân bay cao 109 m đặt một đài kiểm soát không lưu ở độ cao 105 m. 
Máy bay trong phạm vi cách đài kiểm soát 450 kmsẽ hiển thị trên màn hình ra đa. Chọn hệ trục toạ 
độ ܱݖݕݔcó gốc ܱ trùng với vị trí chân tháp, mặt phẳng (ܱݕݔ)trùng với mặt đất sao cho trục ܱݔlà 
hướng tây, trục ܱݕlà hướng nam và trục ܱݖlà trục thẳng đứng (Hình 5), đơn vị trên mỗi trục là 
kilômét. 

 
Một máy bay đang ở vị trí ܣcách mặt đất 8 km, cách 268 kmvề phía đông, 185 kmvề phía nam so 
với tháp kiểm soát không lưu và đang chuyển động theo đường thẳng ݀có vectơ chỉ phương là ݑሬ⃗ =
(82; 76; 0) hướng về đài kiểm soát không lưu.  
a) Đài kiểm soát không lưu có toạ độ là (0; 0; 0). 
b) Vị trí ܣcó toạ độ là (−268; 185; 8) 
c) Đài kiểm soát không lưu có phát hiện được máy bay tại vị trí ܣ.  
d) Khoảng cách gần nhất giữa máy bay và đài kiểm soát không lưu là 217,96 km. 

Lời giải: 
Sai. 
Gốc ܱ trùng với vị trí chân tháp và đài kiểm soát không lưu được đặt ở độ cao 105 mnên có toạ độ 
là (0; 0; 0,105) 
Đúng. 
Hệ trục toạ độ ܱݖݕݔcó trục ܱݔlà hướng tây, trục ܱݕlà hướng nam và trục ܱݖlà trục thẳng đứng và 
vị trí ܣcách mặt đất 8 km, cách 268 kmvề phía đông, 185 kmvề phía nam nên có toạ độ là 
(−268; 185; 8). 
Đúng. 
Khoảng cách từ máy bay đến đài kiểm soát không lưu là: 
ඥ(0 + 268)2 + (0 − 185)2 + (0,105 − 8)2 ≈ 325,75(km). 

Vì 325,75 < 450nên đài kiểm soát không lưu có phát hiện được máy bay tại vị trí ܣ. 
Sai. 
Gọi 0)ܫ; 0; 0,105)là vị trí đài kiểm soát không lưu.  

Phương trình tham số của đường thẳng ݀là:൝
ݔ = −268 + ݐ82
ݕ = 185 + ݐ76
ݖ = 8

 (là tham sốݐ) 
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Gọi ܯlà vị trí mà máy bay bay gần đài kiểm soát không lưu nhất khi đó:  

ቄܯ ∈ ݀
ܯܫ ⊥ ݀hay 268−)ܯ + ;ݐ82 185 + ;ݐ76 8) và  

ሬሬሬሬሬ⃗ܯܫ . ሬ⃗ݑ = 0 ⇔ (−268 + .(ݐ82 82 + (185 + .(ݐ76 76 + (8 − 0,105). 0 = 0

⇔ ݐ12500 − 7916 = 0 ⇔ ݐ =
1979
3125 ⇒ ;216,07−)ܯ 233,13; 8)

 

Khoảng cách gần nhất giữa máy bay và đài kiểm soát không lưu là: 

ඥ(−216,07)2 + (233,13) + (8− 0,105)2 ≈ 317,96(km). 

Câu 41. Hình 1 mô phỏng một trạm thu phát sóng điện thoại di động đặt ở vị trí 1)ܫ;  2;  2) trong không gian 
 .݉ và được thiết kế với đường kính phủ sóng là 10000 (đơn vị trên mỗi trục là kilômét) ݖݕݔܱ

 

 
Hình 1 

 
a) Bán kính vùng phủ sóng của trạm phát sóng điện thoại là 5 ݇݉. 
b) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới miền bên trong và bên ngoài vùng phủ sóng của trạm phát 
sóng điện thoại là (ݔ − 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) − 2)ଶ = 25. 
c) Điểm 1)ܣ;  2;  6) nằm trong vùng phủ sóng của trạm phát sóng điện thoại. 
d) Nhà bạn Mai và bạn Nam có vị trí tọa độ lần lượt là 1)ܯ;  2;  7) và ܰ(5;  5; 5). Nếu cả hai bạn 
Mai và Nam dùng điện thoại tại nhà thì đều có thể sử dụng dịch vụ của trạm phát sóng điện thoại 
này. 

Lời giải 
A-Đúng. 
Đường kính 10000 ݉ = 10 ݇݉. 
Bán kính phủ sóng của trạm phát sóng điện thoại là ܴ = ଵ଴

ଶ
= 5 ݇݉. 

B- Đúng. 
Mặt cầu mô tả ranh giới miền bên trong và bên ngoài vùng phủ sóng của trạm phát sóng điện thoại 
có: 
+ Tâm 1)ܫ;  2;  2). 
+ Bán kính ܴ = 5 ݇݉. 
Phương trình mặt cầu: (ݔ − 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) − 2)ଶ = 25. 
C- Đúng. 
+ Ta có: ܫܣଶ = (1− 1)ଶ + (2 − 2)ଶ + (6− 2)ଶ = 16 < 25 = ܴଶ. 
+ Vậy điểm 2− ;1)ܣ;  1) nằm trong vùng phủ sóng của trạm phát sóng điện thoại. 
D- Sai. 
+ Ta có: ܫܯଶ = (1 − 1)ଶ + (2− 2)ଶ + (7 − 2)ଶ = 25 = ܴ. 
Vậy điểm ܯ nằm trong vùng phủ sóng của trạm phát sóng điện thoại nên bạn Mai có thể sử dụng 
dịch vụ của trạm này. 
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+ Ta có: ܰܫଶ = (5 − 1)ଶ + (5− 2)ଶ + (5 − 2)ଶ = 34 > 25 = ܴଶ. 
Vậy điểm ܰ không nằm trong vùng phủ sóng của trạm phát sóng điện thoại nên nên bạn Nam không 
thể sử dụng dịch vụ của trạm này. 

Câu 42. Trong không gian hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục là kilômét), đài kiểm soát không lưu 
của một sân bay ở vị trí ܱ(0; 0; 0) và được thiết kế phát hiện máy bay ở khoảng cách tối đa 600݇݉. 
Một máy bay đang chuyển động với vận tốc 900 ݇݉/ℎ theo đường thẳng ݀ có phương trình 

ቐ
ݔ = −1000 + ݐ100
ݕ = −300 + ݐ80
ݖ = 100√11

ݐ) ∈ ℝ) và hướng về đài kiểm soát không lưu (như hình vẽ). Các mệnh đề sau 

đây đúng hay sai? 

 
a) Ranh giới vùng phát sóng bên ngoài của đài kiểm soát không lưu trong không gian là mặt cầu có 
bán kính bằng 300 ݇݉. 
b) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu 
trong không gian là ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ = 360000. 
c) Máy bay đang chuyển động theo đường thẳng ݀ đến vị trí điểm ܯ൫−500;  100;  100√11൯. Vị trí 
này nằm ngoài vùng kiểm soát không lưu của đài kiểm soát không lưu sân bay. 
d) Thời gian kể từ khi đài kiểm soát không lưu phát hiện may bay đến khi máy ra khỏi vùng kiểm 
soát không lưu là ସ

ଷ
 giờ. 

Lời giải 
Sai. 
Vì đài kiểm soát không lưu của một sân bay ở vị trí ܱ(0; 0; 0) và được thiết kế phát hiện máy bay 
ở khoảng cách tối đa 600݇݉ nên ranh giới vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu trong không 
gian là mặt cầu có bán kính bằng 600 ݇݉. 
Đúng. 
Ranh giới vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu trong không gian là mặt cầu tâm ܱ(0;  0;  0) 
có bán kính bằng ܴ = 600 có phương trình là: ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ = 360000  
Đúng. 

Ta có ܱܯ = ට(−500)ଶ + (100)ଶ + ൫100√11൯
ଶ
≈ 608 > 600 = ܴ. 

Vậy, tại vị trí điểm ܯ൫−500;  100;  100√11൯ máy bay nằm ngoài vùng kiểm soát không không lưu 
của đài kiểm soát không lưu sân bay. 
Sai. 

Thay ݀:ቐ
ݔ = −1000 + ݐ100
ݕ = −300 + ݐ80
ݖ = 100√11

ݐ) ∈ ℝ) vào phương trình mặt cầu ݔଶ + ଶݕ + ଶݖ = 360000, ta có: 

ݐ100) − 1000)ଶ + ݐ80) − 300)ଶ + ൫100√11൯
ଶ

= 360000

⇔ ଶݐ164 − ݐ2480 + 8400 = 0 ⇔ ቎
ݐ = 10 ⇒ ;൫0ܤ  500;  100√11൯

ݐ =
210
41 ⇒ ܥ ൬−

20000
41 ; 

4500
41 ;  100√11൰
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Quãng đường máy bay di chuyển trong vùng kiểm soát không lưu là: 

ܥܤ = ටቀ− ଶ଴଴଴଴
ସଵ

ቁ
ଶ

+ ቀସହ଴଴
ସଵ

− 500ቁ
ଶ

+ ൫100√11− 100√11൯
ଶ
≈ 625 ݇݉. 

Vậy thời gian máy bay di chuyển theo đường thẳng ݀ và trong phạm vi kiểm soát không lưu của 
sân bay là: ଺ଶହ

ଽ଴଴
= ଶହ

ଷ଺
 giờ. 

Câu 43. Các thiên thạch có đường kính lớn hơn 140 m và có thể lại gần Trái Đất ở khoảng cách nhỏ hơn 7 
500 000 km được coi là những vật thể có khả năng va chạm gây nguy hiểm cho Trái Đất. Để theo 
dõi những thiên thạch này, người ta đã thiết lập các trạm quan sát các vật thể bay gần Trái Đất. Giả 
sử có một hệ thống quan sát có khả năng theo dõi các vật thể ở độ cao không vượt quá 6 600 km so 
với mực nước biển. Coi Trái Đất là khối cầu có bán kính 6 400 km. Chọn hệ trục tọa độ Oxyz  trong 
không gian có gốc O  tại tâm Trái Đất và đơn vị độ dài trên mỗi trục tọa độ là 1000 km. Một thiên 
thạch (coi như một hạt) chuyển động với tốc độ không đổi theo một đường thẳng từ điểm 

 6;20;0M  đến điểm  6; 12;16N   . 

 

a) Đường thẳng MN  có phương trình tham số là 
6 3
20 8

4

x t
y t

z t

 
  
  

 ( t ). 

b) Vị trí đầu tiên thiên thạch di chuyển vào phạm vi theo dõi của hệ thống quan sát là điểm 
 3; 4;12A   . 

c) Khoảng cách giữa vị trí đầu tiên và vị trí cuối cùng mà thiên thạch di chuyển trong phạm vi theo 
dõi của hệ thống quan sát là 18 900 km (kết quả làm tròn đến hàng trăm theo đơn vị km). 
d) Nếu thời gian di chuyển của thiên thạch trong phạm vi theo dõi của hệ thống quan sát là 3 phút 
thì thời gian nó di chuyển từ M  đến N  là 6 phút. 

Lời giải 
(a) Đúng: Vectơ chỉ phương của đường thẳng MN  là    12; 32;16 4 3;8; 4MN      


. 

Phương trình tham số của đường thẳng MN  là: 
6 3
20 8

4

x t
y t

z t

 
  
  

, t R .  

(b) Sai: Để tìm vị trí đầu tiên thiên thạch di chuyển vào phạm vi theo dõi, ta cần tìm điểm giao của 
đường thẳng MN  với mặt cầu có tâm  0;0;0O  và bán kính  6,4 6,6 13R    
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Phương trình mặt cầu là: 2 2 2 213x y z   . 
Thay   6  3x t  ;   20  8y t   và   4z t  vào phương trình mặt cầu ta được: 

     2 2 2 26 3 20 8 4 13t t t      289 356 267 0t t     

Giải phương trình ta tìm được 3t    hoặc 1t   . 
Thay 3t    và 1t    vào phương trình tham số của đường thẳng MN  ta được hai giao điểm của 
MN  và mặt cầu là  3; 4;12   và  3;12;4 . Nhận thấy từ M  đến N  thì hoành độ có xu hương 

giảm dần nên điểm  3;12;4A .  

(c) Đúng: Ta có  3; 4;12B    

Khoảng cách giữa vị trí đầu tiên và vị trí cuối cùng là AB : 

     2 2 23 3 4 12 12 4 2 89AB           tương đương với 18900 km. 

(d) Đúng: Thời gian thiên thạch di chuyển từ M  đến N  là: 

     2 2 26 6 12 20 16 0 4 89 2MN AB          nên do đó .3 6MNt
AB

   (phút).  

Câu 44. Trong không gian với hệ trục tọa độ ܱ  một trạm phát sóng điện thoại của nhà mạng Viettel được ݖݕݔ
đặt ở vị trí 1)ܫ; 2; 4) và được thiết kế bán kính phủ sóng là 4 ݇݉. 

 
a) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phủ sóng trong không gian là (ݔ − 1)ଶ +
ݕ) − 2)ଶ + ݖ) − 4)ଶ = 4. 
b) Bạn An có vị trí tọa độ là 1−)ܣ; 0; 0) có thể sử dụng được dịch vụ của trạm này. 
c) Bạn Bình có vị trí tọa độ là 2)ܤ; 0; 2)có thể sử dụng được dịch vụ của trạm này. 
d) Giả sử bạn An đến nhà bạn Bình theo con đường là một đường thẳng. Bạn An có thể bắt được 
sóng trạm này khi đi được 2,38 ݇݉. 

Lời giải 

 
Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phủ sóng trong không gian là 
ݔ) − 1)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) − 4)ଶ = 16.Ta có ܣܫ = ඥ(−1 − 1)ଶ + (0 − 2)ଶ + (0− 4)ଶ = 2√6 >
4 = ܴ nên điểm ܣ nằm ngoài mặt cầu. Vậy bạn An không sử dụng được dịch vụ của trạm này.Ta 
có ܣܫ = ඥ(2− 1)ଶ + (0 − 2)ଶ + (2− 4)ଶ = 3 < 4 = ܴ nên điểm ܤnằm trong mặt cầu. Vậy bạn 
Bình sử dụng được dịch vụ của trạm này.Gọi giao điểm của đường ܤܣ và mặt cầu là ܯ. 

Phương trình đường thẳng ܤܣ là ൝
ݔ = −1 + ݐ3
ݕ = 0
ݖ = .ݐ2 

 

Khi đó tọa độ điểm 1−)ܯ + ;ݐ3 0;  .(ݐ2
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Mà ܯ ∈ (ܵ) nên (−1 + ݐ3 − 1)ଶ + (0− 2)ଶ + ݐ2) − 4)ଶ = 16 ⇔ ଶݐ13 − ݐ28 + 8 = 0 ⇔ ݐ =
ଵସ±ଶ√ଶଷ

ଵଷ
. 

Với ݐ = ଵସାଶ√ଶଷ
ଵଷ

⇒ ቀଶଽା଺√ଶଷܯ
ଵଷ

; 0; ଶ଼ାସ√ଶଷ
ଵଷ

ቁ ⇒ ܣܯ ≈ 6,54 ⇒ ܣܯ > ܤܣ ⇒  không thuộc đoạn ܯ
 .ܤܣ
Với ݐ = ଵସିଶ√ଷଷ

ଵଷ
⇒ ቀଶଽି଺√ଶଷܯ

ଵଷ
; 0; ଶ଼ିସ√ଶଷ

ଵଷ
ቁ ⇒ ܣܯ ≈ 1,22 ⇒ ܣܯ < ܤܣ ⇒  .ܤܣ thuộc đoạn ܯ

Vậy khi bạn An đi được xấp xỉ 1,22 ݇݉ thì bạn An có thể bắt được sóng của trạm này. 
Câu 45. Trong không gian với hệ tọa độ ܱݖݕݔ(đơn vị trên mỗi trục là mét), tháp hải đăng Mũi Điện - Phú 

Yên (là nơi đón ánh bình minh đầu tiên trên đất liền Tổ Quốc), chân tháp được đặt vuông góc với 
mặt đất (chiều từ chân tháp lên đỉnh tháp cùng hướng với chiều dương của trục ܱݖ) ở vị trí điểm 
; 12.040.271)ܣ  1.418.620 ;  84). Ngọn đèn của hải đăng được đặt trên đỉnh của tháp hải đăng hình 
trụ cao 26݉ so với mặt đất và sử dụng pin năng lượng mặt trời, có thể phát tín hiệu ánh sáng xa 
khoảng 27 hải lý tương đương 50 km.  

 
a) Mặt cầu mô tả ranh giới vùng phủ sáng trên biển của hải đăng có tâm 
; 12.040.271)ܫ  1.418.620 ;  110) bán kính ܴ = 50000 (݉). 
b) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới vùng phủ sáng trên biển của hải đăng là  
c) Người đi biển ở trên Cù lao Mái nhà tại vị trí 12.026.000)ܤ ;  1.461.000 ;  0)nhìn thấy ánh đèn 
của ngọn hải đăng. 
d) Điểm cực đông của mũi Điện là điểm 12.040.452)ܥ ;  1.418.462 ;  0). Từ điểm ܥ một chiếc tàu 
di chuyển trên mặt biển (mặt phẳng (ܱݕݔ)) theo hướng của vectơ đơn vị ଓ⃗, để vẫn nhìn thấy ánh 
đèn của hải đăng thì khoảng cách tối đa tàu di chuyển là 50.000 mét. 

Lời giải 
(a)Đúng 
Khoảng cách từ tâm đèn đến mặt biển là 84 + 26 = 110 ݉. 
Mặt cầu mô tả ranh giới vùng phủ sáng trên biển của hải đăng có tâm 
; 12.040.271)ܫ  1.418.620 ;  110), bán kính ܴ = 50000 (݉). 
(b) Sai  
Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới vùng phủ sáng trên biển của hải đăng là  
ݔ)(ܵ) − 12.040.271)2 + ݕ) − 1.418.620)2 + ݖ) − 110)2 = 50.0002. 

(c) Đúng 
Ta có  

ଶܤܫ = (12.026.000− 12.040.271)ଶ + (1.461.000− 1.418.620)ଶ + (0 − 110)ଶ
= 1999.737.941 < ܴଶ 

Nên điểm ܤ nằm trong mặt cầu (ܵ). Vậy người đi biển nhìn thấy ánh đèn của ngọn hải đăng. 
(d) Sai 
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Đường thẳng Δ đi qua ܥvà có vectơ chỉ phương là vectơ ଓ⃗ = (1 ;  0 ;  0) có PTTS là 

൝
ݔ = 12.040.452 + ݐ
ݕ = 1.418.462
ݖ = 0

. 

Tìm điểm ܰ là giao điểm của Δ và mặt cầu (ܵ): 
(12.040.452 + ݐ − 12.040.271)ଶ + (1.418.462− 1.418.620)ଶ + (0 − 110)ଶ = 50.000ଶ 

⇔ (181 + ଶ(ݐ = 2.499.962.936 ⇒ ቂݐ ≈ 49.818,6
ݐ ≈ −50.180. 

Do tàu chuyển động cùng hướng với hướng của vectơ đơn vị ଓ⃗ nên ݐ > 0 ⇒ ݐ ≈ 49.818,6 
⇒ ܰ(12.090.270,6 ;  1.418.620 ;  0) ⇒ ܰܥ ≈ 49.818,6 ݉. 
Vậy tàu di chuyển tối đa 49.818 m để có thể nhìn thấy đèn của ngọn hải đăng. 

Câu 46. Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz  (đơn vị trên mỗi trục là mét), một ngọn hải đăng được 

đặt ở vị trí  10; 20; 30I  với bán kính phủ sáng là 3km. Xét tính đúng sai của các khẳng định sau: 

a) Phương trình mặt cầu mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sáng trên biển của hải đăng là  

     2 2 2 210 20 30 3000x y z      . 

b) Người đi biển ở vị trí  50;20;0A  nhìn thấy được ánh sáng của ngọn hải đăng. 

c) Người đi biển ở vị trí  4030; 50; 40B  nhìn thấy được ánh sáng của ngọn hải đăng. 

d) Nếu hai người đi biển có thể nhìn thấy ánh sáng của ngọn hải đăng thì khoảng cách giữa hai 
người đó không quá 6 km. 

Lời giải 

(a) Đúng: Mặt cầu  S  tâm  10; 20; 30I , bán kính 3R  km = 3000m có phương trình 

     2 2 2 210 20 30 3000x y z       

(b) Đúng: Ta có   2 2 240;0; 30 40 0 30 50 3000IA IA m R m        


 nên điểm A  nằm 

trong mặt cầu  S  nên người đi biển ở vị trí  50;20;0A  nhìn thấy được ánh sáng của ngọn hải 

đăng. 

(c) Sai: Ta có   2 2 24020;30;10 4020 30 10 4020,12 3000IB IB m R m       


 nên điểm 

B  nằm ngoài mặt cầu  S  nên người đi biển ở vị trí  4030; 50; 40B  không nhìn thấy được ánh 

sáng của ngọn hải đăng. 

(d) Đúng: Vì bán kính phủ sáng là 3km nên đường kính phủ sáng là 6 km nên nếu hai người đi biển 
có thể nhìn thấy ánh sáng của ngọn hải đăng thì hai người đó nằm trong mặt cầu, do đó khoảng cách 
giữa hai người đó không quá 6 km. 

Câu 47. Trong không gian hệ trục tọa độ Oxyz  (đơn vị trên mỗi trục là kilômét), đài kiểm soát không lưu 

của một sân bay ở vị trí  0;0;0O  và được thiết kế phát hiện máy bay ở khoảng cách tối đa 600km

. Một máy bay đang chuyển động với vận tốc 900 km/h theo đường thẳng d  có phương trình 
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 
1000 100
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100 11
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   


   
 

  và hướng về đài kiểm soát không lưu (như hình vẽ). Xét tính đúng sai 

của các khẳng định sau: 

 

a) Ranh giới vùng phát sóng bên ngoài của đài kiểm soát không lưu trong không gian là mặt cầu có 
bán kính bằng 300km . 

b) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu 
trong không gian là 2 2 2 360000x y z   . 

c) Máy bay đang chuyển động theo đường thẳng d  đến vị trí điểm  500;100;100 11M  . Vị trí 

này nằm ngoài vùng kiểm soát không lưu của đài kiểm soát không lưu sân bay. 

d) Thời gian kể từ khi đài kiểm soát không lưu phát hiện may bay đến khi máy ra khỏi vùng kiểm 

soát không lưu là 4
3

giờ. 

Lời giải 

(a) Sai: Vì đài kiểm soát không lưu của một sân bay ở vị trí  0;0;0O  và được thiết kế phát hiện 

máy bay ở khoảng cách tối đa 600 km nên ranh giới vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu 
trong không gian là mặt cầu có bán kính bằng 600 km. 

(b) Đúng: Ranh giới vùng phát sóng của đài kiểm soát không lưu trong không gian là mặt cầu tâm 
 0;0;0O  có bán kính bằng 600R  có phương trình là: 2 2 2 360000x y z    

(c) Đúng: Ta có      22 2500 100 100 11 608 600OM R       . 

Vậy, tại vị trí điểm  500;100;100 11M   máy bay nằm ngoài vùng kiểm soát không không lưu 

của đài kiểm soát không lưu sân bay. 
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(d) Sai: Thay  
1000 100

: 300 80

100 11

x t
d y t t

z

   


   
 

  vào phương trình mặt cầu 2 2 2 360000x y z    

     
 

22 2

2

100 1000 80 300 100 11 360000

10 0;500;100 11
164 2480 8400 0 210 20000 4500; ;100 11

41 41 41

t t

t B
t t

t C

    

  


           
 

 

Quãng đường máy bay di chuyển trong vùng kiểm soát không lưu là: 

 
2 2

220000 4500 500 100 11 100 11 625
41 41

BC             
   

km. 

Vậy thời gian máy bay di chuyển theo đường thẳng d  và trong phạm vi kiểm soát không lưu của 

sân bay là: 625 25
900 36

  giờ. 

III - PHẦN TRẮC NGHIỆM TRẢ LỜI NGẮN 
Câu 48. Trong không gian Oxyz , một thiết bị phát sóng đặt tại vị trí  2;0;0A . Vùng phủ sóng của thiết bị 

có bán kính bằng 1. Hỏi vị trí  2;1;1M  có thuộc vùng phủ sóng của thiết bị nói trên hay không? 

Lời giải 

Vùng phủ sóng của thiết bị là khối cầu  S  có tâm  2;0;0A  và bán kính 1R  .  

Do      2 2 22 2 1 0 1 0 2 1AM          nên vị trí  2;1;1M  không thuộc vùng phủ sóng 

của thiết bị nói trên. 

Câu 49. Phần mềm mô phỏng thiết bị thám hiểm đại dương có dạng hình cầu trong không gian Oxyz . Cho 

biết tọa độ tâm mặt cầu là  360;200;400I  và bán kính 2r m . Viết phương trình mặt cầu. 

 

Lời giải 

Phương trình mặt cầu tâm  360;200;400I  và bán kính 2r m  là:  
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     2 2 2360 200 400 4x y z      . 
Câu 50. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz (đơn vị trên mỗi trục là kilomet), một trạm phát sóng điện 

thoại của nhà mạng Vinaphone được đặt ở vị trí  1;2;1I và được thiết kế bán kinh phủ sóng5000  

mét. 

a) Sử dụng phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phủ sóng trong không gian? 
b) Nhà bạn Diệp Chi, và Tuệ Nhi có vị trí tọa độ lần lượt là  3;2; 1A  và  4; 3;5B  . Hỏi Diệp Chi 

và Tuệ Nhi dùng điện thoại tại nhà thì có thể sử dụng dịch vụ của trạm này hay không? 

 
Lời giải 

(a) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phủ sóng trong không gian là: 

     2 2 21 2 1 25x y z       

(b) Do       22 23 1 2 2 1 1 8 5IA           nên điểm  2;3; 1A   nằm trong mặt cầu đó. 

Vậy bạn Diệp Chi có thể sử dụng dịch vụ của trạm này. 

Mặt khác       22 24 1 3 2 5 1 50 5IB           nên điểm  4; 3;5B   nằm ngoài mặt cầu 

đó. 
Vậy bạn Tuệ Nhi không thể sử dụng dịch vụ của trạm này. 

Câu 51. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz (đơn vị trên mỗi trục là kilomet), một trạm phát sóng rađa của 

Nga được đặt trên bán đảo Crimea ở vị trí  2;1; 1I   và được thiết kế phát hiện máy bay của địch 

ở khoảng cách tối đa 500  kilomet. 
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a) Sử dụng phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của rađa trong không 
gian? 
b) Hai chiếc máy bay do thám của Mỹ và Anh đang bay ở vị trí có tọa độ  200;100; 250M    và 

 350; 100;300N  . Hỏi hai chiếc máy bay đó có bị rađa phát hiện hay không? 

Lời giải 

(a) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của rađa trong không gian 
là: 

     2 2 22 1 1 250000x y z       

(b)      2 2 2200 2 100 1 250 1 333,2 500IM            nên điểm  200;100; 250M    

nằm trong mặt cầu đó. 
Vậy chiếc máy bay do thám của Mỹ có thể bị phát hiện bởi trạm rađa này. 

Do       22 2350 2 100 1 300 1 474 500IN           nên điểm  350; 100;300N   nằm 

trong mặt cầu đó. 
Vậy chiếc máy bay do thám của Anh có thể bị phát hiện bởi trạm rađa này. 

Câu 52. Trong không gian Oxyz  (đơn vị của các trục tọa độ là kilômét), một trạm thu phát sóng điện thoại 

di động có đầu thu phát được đặt tại điểm  2;1; 4I   . Biết bán kính phủ sóng của trạm là 3km. 

Có 5  người sử dụng điện thoại tại các điểm      2; 1;3 , 0;1; 4 , 2;1; 3 ,A B C     0;1; 3 ,D 

 4; 2;1E   . Hỏi trong số 5 người đó, có bao nhiêu người có thể sử dụng được dịch vụ của trạm 

nói trên? 

Lời giải 

Ta tính:  22 24 2 7 69 3IA       ; 2 2 22 0 0 2 3IB      . 

2 2 10 0 1 1 3IC      ; 2 2 22 0 1 5 3ID      ;    2 2 22 3 5 38 3IE        . 

Vậy có 3 người có thể sử dụng dịch vụ của trạm nói trên. 
Câu 53. Công nghệ hỗ trợ trọng tài VAR (Video Assistant Referee) thiết lập một hệ tọa độ ܱݖݕݔ để theo dõi 

vị trí của quả bóng M. Cho biết M đang nằm trên mặt sân nằm trên mặt phẳng (ܱݖݕ), đồng thời 
thuộc mặt cầu (ܵ): ݔ) − 12)2 + ݕ) − 23)2 + ݖ) − 4)2 = 169 (đơn vị độ dài tính theo mét). Gọi J là 
hình chiếu vuông góc của tâm I của mặt cầu (ܵ) lên mặt sân. Tính khoảng cách từ vị trí M của quả 
bóng đến điểm J.  
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Lời giải 

Mặt cầu (ܵ): ݔ) − 12)ଶ + ݕ) − 23)ଶ + ݖ) − 4)ଶ = 169 có tâm 12)ܫ; 23; 4) và bán kính ܴ = 13.  
Vì J là hình chiếu vuông góc của I lên mặt sân là mặt phẳng (ܱݖݕ) nên 0)ܬ; 23; 4).  

 
Trong tam giác vuông IJM có ܬܫ = ܯܫ ,12 = ܴ, suy ra ܯܬ = ඥܯܫଶ − ଶܬܫ = √13ଶ − 12ଶ = 5. 

Câu 54. Từ mặt nước trong một bể nước, tại ba vị trí đôi một cách nhau 6 m, người ta lần lượt thả dây dọi 
để quả dọi chạm đáy bể. Phần dây dọi (thẳng) nằm trong nước tại ba vị trí đó lần lượt có độ dài 2 
m; 3 m; 4 m. Biết đáy bể là phẳng. Hỏi đáy bể nghiêng so với mặt phẳng nằm ngang một góc bao 
nhiêu độ? 

Lời giải 

 
Gọi ba điểm trên mặt nước lần lượt là A, B, C và ba điểm tương ứng dưới đáy bể là ܥ,′ܤ,′ܣ′ sao cho 
′ܣܣ = ′ܤܤ,2 = ′ܥܥ,3 = 4. Chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ, trong đó O là trung điểm AC.  
Ta có 0)ܣ; 3; ;൫3√3ܤ,(0 0; 0൯,3−;0)ܥ; ;0)′ܣ,(0 3; ;൫3√3′ܤ,(2 0; 3൯,3−;0)′ܥ; 4). 
Khi đó ܤ′ܣ′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ൫3√3;−3; 1൯,ܥ′ܣ′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (0;−6; 2), suy ra ቂܤ′ܣ′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗′ܥ′ܣ, ቃ = ൫0;−6√3;−18√3൯. 
Do đó mặt phẳng đáy bể có vectơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ = (0; 1; 3).  
Mặt phẳng nằm ngang (mặt nước) chính là mặt phẳng (ܱݕݔ):ݖ = 0 có một vectơ pháp tuyến là ሬ݇⃗ =
(0; 0; 1). 
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Do đó cos൫(ܥ′ܤ′ܣ′), ൯(ݕݔܱ) = ห௡ሬ⃗ .௞ሬ⃗ ห
|௡ሬ⃗ |.ห௞ሬ⃗ ห

= |଴.଴ାଵ.଴ାଵ.ଷ|
√ଵమାଷమ

= ଷ√ଵ଴
ଵ଴

⇒ ൫(ܥ′ܤ′ܣ′), ൯(ݕݔܱ) ≈ 18,4°. 

Câu 55. Người ta muốn thiết kế một bồn chứa khí hóa lỏng hình cầu bằng phần mềm 3D. Biết phương trình 
bề mặt của bồn chứa là (ܵ): ݔ) − 5)2 + ݕ) − 5)2 + ݖ) − 5)2 = 36. Nắp của bồn chứa nằm trên mặt 
phẳng (ܲ): ݖ = 9. Khoảng cách từ đáy đến nắp bồn chứa bằng.......... 

 

 

 
Lời giải 

Bồn chứa có tâm 5)ܫ; 5; 5), bán kính ܴ = 6. 
Khoảng cách từ tâm đến nắp bồn chứa là ݀ = |ହିଽ|

√ଵ
= 4. 

Vậy khoảng cách từ đáy đến nắp bồn chứa là ℎ = ݀ + ܴ = 4 + 6 = 10. 
Câu 56. Trong không gian ܱݖݕݔ, một thiết bị phát sóng đặt tại vị trí ܶ(3; 4; 5). Vùng phủ sóng của thiết bị 

có bán kính bằng khoảng cách từ ܶ đến trục ܱݔ. Trong các điểm 3)ܣ; 1; ;3)ܤ ,(4 2; ;2)ܥ ,(3 3; 5), 
 ?có bao nhiêu điểm không thuộc vùng phủ sóng (2−;1−;3)ܦ

Lời giải 
Đáp số: 1. 
ܴ = (ݔܱ,ܶ)݀ = √4ଶ + 5ଶ = √41. 
ሬሬሬሬሬ⃗ܶܣ = (0; 3; 1) ⇒ หܶܣሬሬሬሬሬ⃗ ห = √10 < ܴ ⇒  .thuộc vùng phủ sóngܣ
ሬሬሬሬሬ⃗ܶܤ = (0; 2; 2) ⇒ หܶܤሬሬሬሬሬ⃗ ห = √8 < ܴ ⇒  .thuộc vùng phủ sóngܤ
ሬሬሬሬሬ⃗ܶܥ = (1; 1; 0) ⇒ หܶܥሬሬሬሬሬ⃗ ห = √2 < ܴ ⇒  .thuộc vùng phủ sóngܥ
ሬሬሬሬሬ⃗ܶܦ = (0; 5; 7) ⇒ หܶܦሬሬሬሬሬ⃗ ห = √74 > ܴ ⇒  .không thuộc vùng phủ sóngܦ

Câu 57. Người ta muốn thiết kế một bồn chứa khí hóa lỏng hình cầu bằng phần mềm 3D. Cho biết tâm mặt 
cầu có tọa độ 2)ܫ; 3; 4) và mặt cầu tiếp xúc với nắp đậy là mặt phẳng đi qua ba điểm 7−)ܣ; 0; 4), 

ܤ ቀ− 2
3

; 0;√7ቁ, ܥ ቀ−√2 + 1; 0;− √3
5
ቁ như hình vẽ. Đường kính của bồn chứa khí hóa lỏng bằng bao 

nhiêu? 
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Lời giải 

Đáp số: 6. 
Vì ba điểm ܥ ,ܤ ,ܣ đều có tung độ bằng 0 nên nắp đậy là mặt phẳng có phương trình (ܲ):ݕ = 0. 
ܴ = ݀൫ܫ, (ܲ)൯ = |3| = 3. 
Đường kính của bồn chứa khí hóa lỏng là 2.3 = 6. 

Câu 58. Trong công nghệ VAR (Video Assistant Referee) thiếp lập một hệ tọa độ ܱݖݕݔ để theo dõi vị trícủa 
quả bóng ܯ. Cho biết ܯ đang nằm trên mặt sân có phương trình ݖ = 0, đồng thời thuộcmặt cầu 
(ܵ): ݔ) − 32)2 + ݕ) − 50)2 + ݖ) − 10)2 = 109. Gọi ܬ là hình chiếu của tâm mặt cầu lên 
mặtsân.Tính khoảng cách từ vị trí ܯ của quả bóngđến điểm ܬ  

Lời giải 
Do ܬ là hình chiếu của tâm mặt cầu 32)ܫ; 50; 10) lên mặt phẳng ݖ = 0 ⇒ ;32)ܬ 50; 0) 
Ta có hình minh họa cho mặt phẳng 

 
Trong tam giác vuông ܯܬܫ, ta có ܬܫ = 10, ܯܫ = ܴ, suy ra 
ܯܬ = ඥܯܫଶ − ଶܬܫ = √109− 100 = 3  

Câu 59. Từ mặt nước trong một bể nước, tại ba vị trí đôi một cách nhau 4m, người ta lần lượt thả dây dọi để 
quả dọi chạm đáy bể. Phần dây dọi ( thẳng) nằm trong nước tại ba vị trí đó lần lượt có độ dài 8m; 
8,8m; 9,6m. Biết đáy bể là phẳng. Đáy bể nghiêng so với mặt phẳng nằm ngang một góc là (làm 
tròn tới hàng phần chục)(độ). 

Lời giải 

Đáp số: 21,8. 
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Gọi 3 điểm ở trên mặt nước lần lượt là A, B, C và ba điểm tương ứng ở đáy bể là Aᇱ, Bᇱ, Cᇱ sao cho 
AAᇱ = 8m, BBᇱ = 8,8m, CCᇱ = 9,6 m. Chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ, O là trung điểm của AC  

Ta có A(0; 2; ;3√2)ܤ,(0 0; 0), C(0;−2; ;ᇱ(0ܣ,(0 2; ;ᇱ(2√3ܤ,(8 0; 8,8), Cᇱ(0;−2; 9,6). 

Ta có ܣᇱܤᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = (2√3;−2; ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܥᇱܣ,(0,8 = (0;−4; 1,6). 

Có ቂܤ′ܣ′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗′ܥ′ܣ ቃ = ൬ቚ−2 0,8
−4 1,6ቚ ; ฬ0,8 2√3

1,6 0
ฬ ; ฬ2√3 −2

0 −4
ฬ൰ = ቀ0; ିଵ଺√ଷ

ହ
;−8√3ቁ. 

Mặt phẳng đáy bể là mặt phẳng (ܣᇱBᇱCᇱ) có một vectơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ = (0; ିଵ଺√ଷ
ହ

;−8√3). 

Mặt phẳng nằm ngang (mặt nước) chính là mặt phẳng (Oxy): z = 0 có một vectơ pháp tuyến là: 
ሬ݇⃗ = (0; 0; 1). 

Do đó cos൫(ܣᇱܤᇱܥᇱ), ൯(ݕݔܱ) =
|଴.଴ିభల√యఱ .଴ି଼√ଷ⋅ଵ|

ට଴మା(ିభల√యఱ )మା(ି଼√ଷ)మ⋅√ଵ
= ହ√ଶଽ

ଶଽ
. 

Suy ra ൫(ܣᇱܤᇱܥᇱ), ൯(ݕݔܱ) ≈ 21, 8°. 

Vậy đáy bể nghiêng so với mặt phẳng nằm ngang một góc khoảng 21, 8°. 

Câu 60. Trong hệ trục Oxyz  cho trước (đơn vị trên trục là mét), cho một trạm thu phát sóng 5G có bán kính 

vùng phủ sóng của trạm ở ngưỡng 600m được đặt ở vị trí  200;450;60I . Tìm giá trị lớn nhất của 

m  (làm tròn đến hàng đơn vị) để một người dùng điện thoại ở vị trí  100; 370;0A m m   có thể 

sử dụng dịch vụ của trạm nói trên. 

Lời giải 
Để một người dùng điện thoại ở vị trí  100; 370;0A m m   có thể sử dụng dịch vụ của trạm thu 

phát sóng 5G có bán kính vùng phủ sóng của trạm ở ngưỡng 600m được đặt ở vị trí  200;450;60I  

thì      2 2 2 2600 100 80 60 600IA m m         

22 360 340000 0m m   
180 712400 180 712400

2 2
m 

   . 

Vậy giá trị lớn nhất của m  là 180 712400 512
2


 . 

Câu 61. Công nghệ hỗ trợ trọng tài VAR (Video Assistant Referee) thiết lập một hệ toạ độ Oxyz để theo dõi 
vị trí của quả bóng ܯ. Cho biết ܯ đang nằm trên mặt sân có phương trình ݖ = 0, đồng thời thuộc 
mặt cầu (S): (ݔ − 22)2 + ݕ) − 4)2 + ݖ) − 13)2 = 194 (đơn vị độ dài tính theo mét). Gọi J là hình 
chiếu tâm I của mặt cầu (S) xuống mặt sân bóng. Tính khoảng cách từ vị trí ܯ của quả bóng đến 
điểm ܬ 
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Lời giải 

Đáp số: 5. 

 
Mặt cầu (ܵ) có phương trình 

ݔ) − 22)ଶ + ݕ) − 4)ଶ + ݖ) − 13)ଶ = 194 

nên có tâm 22)ܫ; 4; 13) và bán kính ܴ = √194. 

Trong không gian Oxyz, mặt sân có phương trình ݖ = 0 trùng với mặt phẳng toạ độ (ܱݕݔ), suy ra 
hình chiếu vuông góc của điểm 22)ܫ; 4; 13) xuống mặt sân có toạ độ 22)ܬ; 4; 0). 

Trong tam giác vuông IJM, ta có ܬܫ = 13, ܯܫ = R = √194, suy ra 

ܯܬ = ඥܯܫଶ − ଶܬܫ = √194− 169 = 5 

Vậy khoảng cách từ vị trí ܯ của quả bóng đến điểm ܬ là 5 m. 

Câu 62. Trong hệ trục tọa độ Oxݖݕ, sàn nhà của một công trình thuộc mặt phẳng Oxݕ, tay vịn của lan can 
cầu thang là một đường thẳng đi qua hai điểm 5)ܣ; 1; 9) và 2)ܤ; 1; 12). Góc tạo bởi tay vịn của lan 
can cầu thang và mặt sàn nhà bằng bao nhiêu độ? 

Lời giải 
Đáp số: 45଴. 

Mặt phẳng Oxݕcó một vectơ pháp tuyến là ሬ݇⃗ = (0; 0; 1)  
Đường thẳng ܤܣ nhận ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ = (−3; 0; 3)là một vectơ chỉ phương

 Ta có: sin൫ܤܣ, (Oxݕ)൯ = หcos൫ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ , ሬ݇⃗ ൯ห = |ିଷ.଴ା଴.଴ାଷ.ଵ|

ඥ(ିଷ)మା଴మାଷమ .√଴మା଴మାଵమ
= ଷ

ଷ√ଶ
= ଵ

√ଶ
  

Suy ra ൫ܤܣ, (Oxݕ)൯ = 45଴ 
Vậy góc tạo bởi tay vịn lan can cầu thang và mặt sàn nhà bằng 45଴. 
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Câu 63. Phía trước của một sân vận động, người ta có đặt một quả bóng đá khổng lồ. Cách đó không xa, có 
một bóng đèn. Trong không gian Oxݖݕ(đơn vị đo là mét), giả sử mặt ngoài quả bóng (ܵ) có phương 
trình (ݔ − 1)2 + ݕ) − 1)2 + ݖ) − 3)2 = 9 và bóng đèn ở vị trí 15)ܯ; 1; 6). Khi đó, khoảng cách xa 
nhất mà bóng đèn có thể chiếu đến một điểm trên quả bóng bằng ܣܯ, với ܣܯchính là tiếp tuyến kẻ 
từ ܯđến (ܵ) và ܣ là tiếp điểm. Vậy ܣܯbằng bao nhiêu mét? 

Lời giải 
Đáp số: 14. 

 
Bề mặt ngoài của quả bóng (ܵ) là một mặt cầu có tâm 1)ܫ; 1; 3) và bán kính ܴ = 3 
Ta có: ܫܯ = ඥ(1− 15)ଶ + (1 − 1)ଶ + (3− 6)ଶ = √205 
Suy ra ܣܯ = ଶܫܯ√ − ଶܣܫ = √205− 9 = √196 = 14  
Vậy ܣܯ = 14 ݉. 

Câu 64. Hệ thống định vị toàn cầu (tên tiếng Anh là: Global Positioning System, viết tắt là GPS) là một hệ 
thống cho phép xác định chính xác vị trí của một vật thể trong không gian. Ta có thể mô phỏng cơ 
chế hoạt động của hệ thống GPS trong không gian như sau: Trong cùng một thời điểm, toạ độ của 
một điểm ܯ trong không gian sẽ được xác định bởi bốn vệ tinh cho trước, trên mỗi vệ tinh có một 
máy thu tín hiệu. Bằng cách so sánh sự sai lệch về thời gian từ lúc tín hiệu được phát đi với thời 
gian nhận phản hồi tín hiệu đó, mỗi máy thu tín hiệu xác định được khoảng cách từ vệ tinh đến vị 
trí ܯ cần tìm toạ độ. Trong không gian với hệ toạ độ ܱݖݕݔ, cho bốn vệ tinh 0)ܣ ;  4 ;  5), 
; 3−)ܤ  −1 ; ; 2−)ܥ ,(3   8 ; ; 7−)ܦ ,(9   2 ;  −3). Tính khoảng cách từ gốc toạ độ ܱ đến điểm ܯ biết 
rằng khoảng cách từ các vệ tinh đến điểm ܯ lần lượt là ܣܯ = ܤܯ ,3 = ܥܯ ,5 = ܦܯ ,9 = 10. (Kết 
quả làm tròn đến hàng phần nghìn). 

Lời giải 
ܣܯ = 3 ⇒Điểm ܯ thuộc mặt cầu tâm ܣ, bán kính ܴ = 3 có phương trình ݔଶ + ݕ) − 4)ଶ +
ݖ) − 5)ଶ = 9.  
ܤܯ = 5 ⇒Điểm ܯ thuộc mặt cầu tâm ܤ, bán kính ܴ = 5 có phương trình (ݔ + 3)ଶ + ݕ) + 1)ଶ +
ݖ) − 3)ଶ = 25. 
ܥܯ = 9 ⇒Điểm ܯ thuộc mặt cầu tâm ܥ, bán kính ܴ = 9 có phương trình (ݔ + 2)ଶ + ݕ) − 8)ଶ +
ݖ) − 9)ଶ = 81. 
ܦܯ = 10 ⇒Điểm ܯ thuộc mặt cầu tâm ܦ, bán kính ܴ = 10 có phương trình (ݔ + 7)ଶ +
ݕ) − 2)ଶ + ݖ) + 3)ଶ = 100. 
Ta có ܯ là giao điểm của bốn mặt cầu với tâm lần lượt là bốn vệ tinh ܦ,ܥ,ܤ,ܣ. 

Toạ độ ܯ là nghiệm của hệ phương trình: 

⎩
⎪
⎨

⎪
ݔ⎧

ଶ + ݕ) − 4)ଶ + ݖ) − 5)ଶ = 9
ݔ) + 3)ଶ + ݕ) + 1)ଶ + ݖ) − 3)ଶ = 25
ݔ) + 2)ଶ + ݕ) − 8)ଶ + ݖ) − 9)ଶ = 81
ݔ) + 7)ଶ + ݕ) − 2)ଶ + ݖ) + 3)ଶ = 100

 

Giải hệ phương trình ta được ݔ = ݕ,1 = 2, ݖ = ; 1)ܯ ⇒ 3  2 ;  3). 
Khoảng cách từ gốc toạ độ ܱ đến điểm ܯ là ܱܯ = √1ଶ + 2ଶ + 3ଶ = √14 ≈ 3,742. 

Câu 65. Người ta thả một viên bi có dạng hình cầu với bán kính nhỏ hơn 4,5 ܿ݉ vào một chiếc cốc hình trụ 
đang chứa nước thì viên bi đó tiếp xúc với đáy cốc và tiếp xúc với mặt nước sau khi dâng. Biết rằng 

M I

A

B
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bán kính của phần trong đáy cốc bằng 5,4 ܿ݉ và chiều cao của mực nước ban đầu trong cốc bằng 
4,5 ܿ݉. Bán kính của viên bi đó bằng? 

 
Lời giải 

Đáp số: 2,7  

 
Gọi ݎ là bán kính của viên bi. 
Thể tích viên bi là ௕ܸ௜ = ସ

ଷ
 .ଷݎߨ

Phần thể tích nước dâng lên sau khi bỏ viên bi vào là ܸ = .ߨ (5,4)ଶ. ݎ2) − 4,5). 
Vì thể tích nước dâng lên chính là thể tích của viên bi nên ta có ௕ܸ௜ = ௡ܸ . 

Ta có phương trình 4
3
3ݎߨ = .ߨ (5,4)2. ݎ2) − 4,5) ⇔

0ழ௥ழ4,5
ݎ = 2,7. 

Câu 66. Hệ thống định vị toàn cầu (tên tiếng Anh là Global Positioning System, viết tắt là GPS) là một hệ 
thống cho phép xác định chính xác vị trí của một vật thể trong không gian. Ta có thể mô phỏng cơ 
chế hoạt động của hệ thống GPS trong không gian như sau: trong cùng một thời điểm, tọa độ của 
một điểm ܯ trong không gian sẽ được xác định bởi bốn vệ tinh cho trước, trên mỗi vệ tinh có một 
máy thu tín hiệu. Bằng cách so sánh sự sai lệch về thời gian từ lúc tín hiệu được phát đi với thời 
gian nhận phản hồi tín hiệu đó, mỗi máy thu tín hiệu xác định được một khoảng cách từ vệ tinh đến 
vị trí ܯ cần tìm tọa độ. 
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Bốn vệ tinh được đặt tại các điểm 2− ;9)ܣ; ;1)ܤ ,(7   4; ;11− ;4−)ܦ ,(5− ;3− ;7)ܥ ,(8   12). Một 
con tàu đang ở vị trí điểm ݔ)ܯ; ;ݕ  ܣܯ mà khoảng cách từ nó đến các vệ tinh lần lượt là (ݖ  =
ܤܯ,58√ = ܥܯ ,83√ = ܦܯ,173√ = √97. Khi đó tổng bình phương tọa độ điểm ܯ là 

Lời giải 
Ta có: ܣܯሬሬሬሬሬሬ⃗ = (9 − ;ݔ  −2 − ;ݕ  7 −  (ݖ
⇒ ܣܯ = √58 ⇔ ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ − ݔ18 + ݕ4 − ݖ14 = −76 (1) 

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܯ = (1− ;ݔ  4 − ;ݕ  8 −  (ݖ
⇒ ܤܯ = √83 ⇔ ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ − ݔ2 − ݕ8 − ݖ16 = 2 (2) 

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܥܯ = (7 − ;ݔ  −3 − ;ݕ  −5 −  (ݖ
⇒ ܥܯ = √173 ⇔ ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ − ݔ14 + ݕ6 + ݖ10 = 90 (3) 

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܦܯ = (−4− ;ݔ  −11− ;ݕ  12 −  (ݖ
⇒ ܦܯ = √97 ⇔ ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ + ݔ8 + ݕ22 − ݖ24 = −184 (4) 
Từ (1), (2), (3), (4) ta có hệ phương trình: 

⎩
⎪
⎨

⎪
ݔ⎧

ଶ + ଶݕ + ଶݖ − ݔ18 + ݕ4 − ݖ14 = −76
ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ − ݔ2 − ݕ8 − ݖ16 = 2
ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ − ݔ14 + ݕ6 + ݖ10 = 90
ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ + ݔ8 + ݕ22 − ݖ24 = −184

⇔ ൞

ݔ16− + ݕ12 + ݖ2 = −78
ݔ12 − ݕ14 − ݖ26 = −88
ݔ22− − ݕ16 + ݖ34 = 274
ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ − ݔ18 + ݕ4 − ݖ14 = −76(∗)

 

⇔ ൝
ݔ = 2
ݕ = −5
ݖ = 7

 thỏa (∗). 

Vậy ܶ = ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ = 78. 
Câu 67. Trong không gian Oxyz , một vòm được thiết kế có bề mặt là mặt cầu tâm  1;2;20I , bán kính bằng 

50 m và có đáy nằm trên mặt phẳng  Oxy . Chiều cao của vòm là bao nhiêu? (biết đơn vị của hệ 

trục tọa độ là mét) 

 
Lời giải 

Khoảng cách từ tâm I  đến mặt phẳng  Oxy  là 20 m. 

Vậy chiều cao của vòm là 20 50 70  m. 

Câu 68. Hệ thống định vị toàn cầu GPS là một hệ thống cho phép xác định chính xác vị trí của một vật trong 
không gian. Cách thức hoạt động của GPS như sau: Trong cùng một thời điểm, vị trí M  của một 
vật sẽ được xác định bằng 4 vệ tinh cho trước, các vệ tinh này có gắn máy thu tín hiệu, bằng cách 
so sánh thời gian từ lúc tín hiệu được phát đi với thời gian nhận tín hiệu phản hồi thì sẽ xác định 
được khoảng cách từ các vệ tinh đến vị trí M . Như vậy, vị trí M  là giao điểm của 4 mặt cầu có 
tâm là 4 vệ tinh đã cho. Giả sử trong không gian Oxyz , 4 vệ tinh có tọa độ là  1;6;3A  ,  4;8;1B

,  9;6;7C ,  15;18;7D  . Biết khoảng cách từ M  đến các vệ tinh lần lượt là 6MA  , 7MB  , 
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12MC  , 24MD  . Khi đó tọa độ điểm  ; ;M M MM x y z . Tính giá trị biểu thức M M MT x y z  

. 

Lời giải 

Gọi  ; ;M a b c . Khi đó ta có: 

     2 2 2 2 2 21 6 3 36 2 12 6 10 0a b c a b c a b c                1  

     2 2 2 2 2 24 8 1 49 8 16 2 32 0a b c a b c a b c                2  

     2 2 2 2 2 29 6 7 144 18 12 14 22 0a b c a b c a b c                3  

     2 2 2 2 2 215 18 7 576 30 36 14 22 0a b c a b c a b c                4  

Giải hệ gồm 4 phương trình trên ta được 1; 2; 1a b c     nên  1;2; 1M  . 

Vậy  1 2 1 2T      . 

Câu 69. Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz , đài kiểm soát không lưu sân bay có tọa độ  0;0;0O , 

mỗi đơn vị trên trục ứng với 1 km. Máy bay bay trong phạm vi cách đài kiểm soát 417 km sẽ hiển 

thị trên màn hình ra đa. Một máy bay đang ở vị trí  688; 185;8A   , chuyển động theo theo đường 

thẳng d  có véctơ chỉ phương là  91;75;0u 


 và hướng về đài kiểm soát không lưu. Hãy xác định 

tọa độ vị trí sớm nhất mà máy bay xuất hiện trên màn hình ra đa. 

 
Lời giải 

Phương trình tham số của đường thẳng d  đi qua  688; 185;8A    và nhận  91;75;0u 


 làm véctơ 

chỉ phương là 
688 91
185 75

8

x t
y t

z

  
   
 

. 

Gọi B  là vị trí sớm nhất mà máy bay xuất hiện trên màn hình ra đa.  
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Vì  688 91 ; 185 75 ;8B d B t t      . 

Vì B  là vị trí sớm nhất mà máy bay xuất hiện trên màn hình ra đa nên  

   2 2 2

2

417 688 91 185 75 8 417

3
13906 152966 333744 0

8

OB t t

t
t t

t

        


      

 

Với  3 415;40;8 353,77t B AB     km 

Với  8 88;415;8 848,53t B AB     km 

Do 353,77 848,53  vị trí máy bay xuất hiện sớm nhất là  415;40;8B  . 

Câu 70. Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz ( đơn vị trên mỗi trục là mét), một ngọn hải đăng được 

đặt ở vị trí  21;35;50I  và ngọn hải đăng đó được thiết kế với bán kính phủ sáng là 4 km. Nếu 

người đi biển di chuyển theo đường thẳng từ vị trí  21;35;50I  đến vị trí  5121;658;0D . Hãy tìm 

vị trí cuối cùng trên đoạn ID  sao cho người đi biển có thể nhìn thấy được ánh sáng từ ngọn hải đăng 
( kết quả làm tròn tới chữ số thập phân thứ hai). 

 

Lời giải 

Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài của vùng phủ sáng trên biển của ngọn hải đăng 

là:      2 2 2 221 35 50 4000x y z      . 

Ta có 26400629 4000ID  


 nên điểm D  nằm ngoài mặt cầu. 

Đường thẳng ID đi qua điểm  21;35;50I và nhận  5100;623; 50ID  


 làm véctơ chỉ phương nên 

phương trình tham số của ID  là 
21 5100
35 623
50 50

x t
y t
z t

 
  
  

 

Giả sử H  là điểm cuối cùng trên ID  sao cho người đi đường có thể nhìn thấy ánh sáng từ ngọn hải 
đăng. Khi đó IH R . 
Do    21 5100 ;35 623 ;50 50 5100 ;623 ; 50H ID H t t t IH t t t       


. 

Do      2 2 2 2 0,78
5100 623 50 4000 26400629 4000

0,78
t

IH R t t t t
t


           
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Với  0,78 3999;520,94;11t H  . Nhận thấy IH


 cùng huướng với ID


 nên H  thuộc đoạn thẳng 

ID . 
Với  0,78 3957; 450,94;89t H     . Nhận thấy IH


 không cùng hướng với ID


 nên H  không 

thuộc đoạn thẳng ID . 
Vậy vị trí cần tìm là  3999;520,94;11H  

Câu 71. Ericsson Globe (Thuỵ Điển) là toà nhà bán cầu lớn nhất trên thế giới (năm 2020),với hình dạng một 
quả cầu màu trắng có đường kính 110 m và chiều cao bên trong 85 m, nó có đủ chỗ ngồi cho 16 000 
khán giả của các buổi biểu diễn hoà nhạc hoặc 13 850 khán giả của các trận đấu khúc côn cầu trên 
băng. Giả sử ta biểu diễn mô phỏng của toà nhà Ericsson Globe trong hệ trục toạ độ Oxyz bởi một 
mặt cầu có tâm I, đường kính 110 m và OA = 85 m như hình vẽ (đơn vị trên trục là mét). Hãy viết 
phương trình của mặt cầu này. 

 
Lời giải 

Theo giả thiết đường kính 110 m nên bán kính 55R  m. 
Ta có 85 55 30OI OA IA      suy ra  0;0;30I  

Vậy phương trình mặt cầu cần tìm là  22 2 230 55x y z     

Câu 72. Giả sử Trái Đất có dạng hình cầu bán kính bằng 66,4.10 m. Bạn An đang đứng trên mặt đất. Có 3 
vệ tinh báo về máy chủ tiếp nhận thông tin rằng vệ tinh thứ nhất đang cách An 63.10 m, vệ tinh thứ 
hai đang cách An 64.10 m và vệ tinh thứ ba đang cách An 65.10 m. Biết rằng trong hệ trục toạ độ 
Oxyz cho trước với O là tâm Trái Đất (1 đơn vị = 610 m), tại thời điểm vệ tinh thông báo về máy chủ 
thì toạ độ của các vệ tinh lần lượt là    1 24;4;6 ,  8;4;3I I  và  3 4;9;3I . Hãy tìm tọa độ vị trí của 

bạn An (làm tròn đến hàng đơn vị). 
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Lời giải 
Gọi vị trí bạn An là A (x; y; z) thì An chính là giao điểm của bốn mặt cầu: Trái Đất và ba mặt cầu 

tâm lần lượt 1 2 3,  ,  I I I  có bán kính lần lượt là khoảng cách từ các vệ tinh đến An 

Ta có phương trình mặt cầu của trái đất là 2 2 2 26,4 41x y z    . 

Ta có phương trình mặt cầu của vệ tinh thứ nhất là      2 2 2 24 4 6 3 9x y z       . 

Ta có phương trình mặt cầu của vệ tinh thứ hai là      2 2 2 28 4 3 4 16x y z       . 

Ta có phương trình mặt cầu của vệ tinh thứ ba là      2 2 2 24 9 3 5 25x y z       . 

Ta có hệ 
     
     
     

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

6,4 41

4 4 6 9

8 4 3 16

4 9 3 25

x y z

x y z

x y z

x y z

    


     


     


     

 

2 2 2 26,4 41
4

8 8 12 100
4

16 8 6 114
3

8 18 6 122

x y z
x

x y z
y

x y z
z

x y z

    
       

       

 

Vậy toạ độ bạn An là  4;4;3A  với (1 đơn vị = 610 m). 

Câu 73. Một quả bóng rổ được đặt ở một góc của căn phòng hình hộp chữ nhật, sao cho quả bóng chạm và 
tiếp xúc với hai bức tường và nền nhà của căn phòng đó thì có một điểm trên quả bóng có khoảng 
cách lần lượt đến hai bức tường và nền nhà là 17 cm, 18 cm, 21 cm (tham khảo hình minh họa). Hỏi 
độ dài đương kính của quả bóng bằng bao nhiêu cm biết rằng quả bóng rổ tiêu chuẩn có đường kính 
từ 23 cm đến 24,5 cm? Kết quả là tròn đến một chữ số thập phân. 

 
Lời giải 

Ta đặt hệ trục vào căn phòng sao cho có hai bức tường là mặt    ,Oxz Oyz , và nền là  Oxy . 

Vậy bài toán dẫn đến việc tìm đường kính của mặt cầu tiếp xúc với 3  mặt phẳng toạ độ và chứa 
điểm  17;18;21M . 

Ta có thể gọi phương trình mặt cầu là        2 2 2 2:S x a y a z a a      , với 0a   ( do mặt 

cầu tiếp xúc với các mặt phẳng toạ độ nên a b c R   ). 

Do    17;18;21M S
 
nên      2 2 2 217 18 21a a a a       

2 28 257
2 112 1054 0

28 257

a
a a

a

  
     

 
. 
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Vì quả bóng rổ tiêu chuẩn có đường kính từ 23 cm đến 24,5 cm nên 28 257a    thỏa. 

Vậy đường kính quả bóng bằng  2 56 2 257 23,9 cma    . 
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GÓC, KHOẢNG CÁCH TRONG KHÔNG GIAN 
 

I - PHẦN TRẮC NGHIỆM 
Câu 1. Trong không gian ܱݖݕݔ,đường băng của một sân bay thuộc mặt phẳng (ܱݕݔ). Một máy bay sau 

khi chạy đà trên đường băng đó đã cất cánh tại điểm 1)ܣ; 2; 0) với vận tốc không đổi trong khoảng 
thời gian ngắn ban đầu, vectơ vận tốc ⃗ݒ = ൫0;√3; 1൯. Trong khoảng thời gian ngắn nói trên, góc cất 
cánh của máy bay bằng: 

A. 30଴. B. 45଴. C. 60଴. D. 90଴. 
II - PHẦN TRẮC NGHIỆM TRẢ LỜI NGẮN 

Câu 2. Trong không gian Oxyz , với mặt phẳng  Oxy  là mặt đất, một máy bay cất cánh từ vị trí  0;10;0A  

với vận tốc  150;150;40 .v 
  Tính góc nâng của máy bay (góc giữa hướng chuyển động bay lên 

của máy bay với đường băng và làm tròn kết quả đến hàng đơn vị). 

 
Câu 3. Trong một khung lưới ô vuông gồm các hình lập phương, xét các đường thẳng đi qua hai nút lưới 

(mỗi nút lưới là đỉnh của hình lập phương), người ta đưa ra một cách kiểm tra độ lệch về phương 
của hai đường thẳng bằng cách gắn hệ tọa độ Oxyz  vào khung lưới ô vuông và tìm vectơ chỉ phương 

của hai đường thẳng đó. Giả sử, đường thẳng a  đi qua hai nút lưới  1;1;2M  và  0;3;0N , đường 

thẳng b  đi qua hai nút lưới  1;0;3P  và  3;3;9Q . Sau khi làm tròn đến hàng đơn vị của độ thì góc 

giữa hai đường thẳng a  và b  bằng n  ( n  là số tự nhiên). Giá trị của n  bằng bao nhiêu? 
Câu 4. Trên một cánh đồng điện năng lượng mặt trời, người ta đã thiết lập sã̃n một hệ tọa độ Oxyz . Hai 

tấm pin năng lượng lần lượt nằm trong hai mặt phẳng   : 2 2 1 0P x z    và   : 7 0P x z    

 
a) Tính góc giữa  P  và  P . 

b) Tính góc hợp bởi  P  và  P  với mặt đất  Q  có phương trình 0z  . 

Câu 5. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo kilômét) vào một sân bay, mặt phẳng (ܱݕݔ) 
trùng với mặt sân bay. Một máy bay bay theo đường thẳng từ vị trí 1)ܣ;  −2;  3) đến vị trí 2)ܤ;  8;  7). 
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Góc giữa đường bay (một phần của đường thẳng ܤܣ và sân bay (một phần của mặt phẳng (ܱݕݔ)) 
bằng bao nhiêu độ (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)? 

Câu 6. Trên một sân khấu đã thiết lập sẵn một hệ trục toạ độ ܱݖݕݔ. Biết tia sáng có phương trình 

݀: ൝
ݔ = 1 + ݐ
ݕ = 2 + ݐ
ݖ = 3

 và mặt sàn sân khấu là mặt phẳng (ܲ) có phương trình ݕ = 0. Tính góc giữa tia sáng 

và mặt sàn sân khấu. 

 
Câu 7. Khi gắn hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị mỗi trục tính theo km) vào mỗi sân bay, mặt phẳng (ܱݕݔ) 

trùng với mặt sân bay. Một máy bay ở vị trí ܣቀ7;−4; 4
5
ቁ sẽ hạ cánh ở vị trí 7)ܤ; 11; 0) trên đường 

băng. Góc giữa đường bay (một phần của đường thẳng ܤܣ) và sân bay (một phần của mặt phẳng 
 ?bằng bao nhiêu độ (làm tròn kế quả đến hàng đơn vị) ((ݕݔܱ)

Câu 8. Góc quan sát ngang của một camera là 115°. Trong không gian ܱݖݕݔ, camera được đặt tại điểm 
; 4)ܥ  2 ;  3) và chiếu thẳng về phía mặt phẳng (ܲ): ݔ2 − ݕ + ݖ2 − 3 = 0. Biết vùng quan sát được 
trên mặt phẳng (ܲ) của camera là hình tròn. Tính diện tích của vùng quan sát đó (làm tròn kết quả 
đến chữ số thập phân thứ nhất). 

 
Câu 9. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo kilômét) vào một sân bay, mặt phẳng (ܱݕݔ) 

trùng với mặt sân bay. Một máy bay di chuyển với vận tốc và hướng không đổi từ 800)ܣ; 500; 7) 
đến điểm 940)ܤ; 550; 8) trong 10 phút. Nếu máy bay tiếp tục giữa nguyên vận tốc và hướng bay thì 
tọa độ của máy bay 5 phút tiếp theo là điểm ݕ;ݔ)ܥ; ;2)ܦ Quan sát tại điểm .(ݖ 10; 0) trên mặt đất, 
hỏi số đo góc ܣܥܦ෣  bằng bao nhiêu độ (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)? 
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Câu 10. Trong một bể hình lập phương cạnh 1m có chứa một ít nước. Người ta đặt đáy bể nghiêng so với 

mặt phẳng nằm ngang. Biết rằng, lúc đó mặt nước có dạng hình bình hành ܦܥܤܣ và khoảng cách 
từ các điểm ܥ,ܤ,ܣ đến đáy bể tương ứng là 40ܿ݉, 44ܿ݉, 48ܿ݉. Gọi ߙ là góc giữa cạnh bên của 
hình lập phương với mặt nước. Tính giá trị của biểu thức ܲ = √2508sinߙ. 

 
Câu 11. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo kilômét) vào một sân bay, mặt phẳng (ܱݕݔ) 

trùng với mặt sân bay. Một máy bay bay theo đường thẳng từ vị trí 2)ܣ;  −1;  3) đến vị trí 8)ܤ;  7;  1). 
Góc giữa đường bay (một phần của đường thẳng ܤܣ) và sân bay (một phần của mặt phẳng (ܱݕݔ)) 
bằng bao nhiêu độ (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)? 

Câu 12. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo mét) vào một căn nhà (hình minh họa bên 
dưới) sao cho mặt phẳng (ܲ) : − ݔ3√ + ݕ + 1 = 0. Tính góc tạo bởi (ܲ) với trục ܱݔ. 

 
Câu 13. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo mét) vào một căn nhà sao cho nền nhà thuộc 

mặt phẳng (ܱݕݔ), người ta coi mỗi mái nhà là một phần của mặt phẳng và thấy ba vị trí ܥ,ܤ,ܣ ở 
mái nhà bên phải lần lượt có tọa độ (1;  0;  3), (5;  0;  1) và (5;  9;  1). Góc giữa mái nhà bên phải và 
nền nhà bằng bao nhiêu độ (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)? 

Câu 14. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo mét) vào một căn nhà (hình minh họa bên 
dưới) sao cho điểm 2)ܪ;  1;  2). Điểm ܪ là hình chiếu vuông góc của gốc toạ độ ܱ xuống mặt phẳng 
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(ܲ), số đo góc giữa mặt phẳng (ܲ) và mặt phẳng (ܳ): ݔ + ݕ − 11 = 0 (làm tròn kết quả đến hàng 
đơn vị)? 

 
Câu 15. Khi gắn hệ toạ độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo mét) vào một căn nhà sao cho nền nhà thuộc 

mặt phẳng (ܱݕݔ), người ta coi mỗi mái nhà là một phần của mặt phẳng và thấy ba vị trí ܥ,ܤ,ܣ ở 
mái nhà bên phải lần lượt có toạ độ (2;  0;  4), (4;  0;  3) và (4;  9;  3). Góc giữa mái nhà bên phải và 
nền nhà bằng bao nhiêu độ (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)? 

Câu 16. Trong một bể hình lập phương cạnh 1 m có chứa một ít nước. Người ta đặt đáy bể nghiêng so với 
mặt phẳng nằm ngang. Biết rằng, lúc đó mặt nước có dạng hình bình hành ܦܥܤܣ và khoảng cách 
từ các điểm ܥ ,ܣ đến đáy bể tương ứng là 25 cm, 75 cm. 

 
Tìm khoảng cách từ điểm B đến mặt đáy bể khi góc giữa mặt nước và mặt đáy bể đạt giá trị nhỏ 
nhất. 

Câu 17. Tại một nút giao thông có 2  con đường khác mức. Trên thiết kế, trong không gian Oxyz hai con 

đường đó thuộc hai đường thẳng 1
2 2:

1 1 1
x y zd  

 


; 2
2 1:

1 2 3
x y zd  

 


. 

 
Người ta muốn tạo một con đường   cắt 1 2,d d  lần lượt tại A  và B  sao cho AB  nhỏ nhất. Tính độ 
dài AB , kết quả làm tròn đến hàng phần trăm. 
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GÓC, KHOẢNG CÁCH TRONG KHÔNG GIAN 
 

I - PHẦN TRẮC NGHIỆM 
Câu 1. Trong không gian ܱݖݕݔ,đường băng của một sân bay thuộc mặt phẳng (ܱݕݔ). Một máy bay sau 

khi chạy đà trên đường băng đó đã cất cánh tại điểm 1)ܣ; 2; 0) với vận tốc không đổi trong khoảng 
thời gian ngắn ban đầu, vectơ vận tốc ⃗ݒ = ൫0;√3; 1൯. Trong khoảng thời gian ngắn nói trên, góc cất 
cánh của máy bay bằng: 

A. 30଴. B. 45଴. C. 60଴. D. 90଴. 
Lời giải 

Trong khoảng thời gian ngắn đó, máy bay chuyển động trên đường thẳng Δ đi qua ܣ nhân ⃗ݒ =
൫0;√3; 1൯ làm vectơ chỉ phương. 
Mặt phẳng (ܱݕݔ) có một vectơ pháp tuyến là ሬ݇⃗ = (0; 0; 1). 

sin൫Δ; ൯(ݕݔܱ) = หcos൫⃗ݒ; ሬ݇⃗ ൯ห =
ห⃗ݒ. ሬ݇⃗ ห

.|ݒ⃗| ห ሬ݇⃗ ห
=

1
2 

Nên ൫Δ; ൯(ݕݔܱ) = 30଴. 
II - PHẦN TRẮC NGHIỆM TRẢ LỜI NGẮN 

Câu 2. Trong không gian Oxyz , với mặt phẳng  Oxy  là mặt đất, một máy bay cất cánh từ vị trí  0;10;0A  

với vận tốc  150;150;40 .v 
  Tính góc nâng của máy bay (góc giữa hướng chuyển động bay lên 

của máy bay với đường băng và làm tròn kết quả đến hàng đơn vị). 

 
Lời giải 

Gọi   là đường thẳng biểu thị cho hướng chuyển động bay lên của máy bay. 
Ta có   nhận vectơ    150;150;40 10 15;15;4v  

  làm vectơ chỉ phương. 

Mặt phẳng  Oxy  có vectơ pháp tuyến  0;0;1 .n 
  

Gọi   là góc giữa đường thẳng   và mặt phẳng  .Oxy  

Suy ra  
2 2 2 2 2 2

. 15.0 15.0 4.1 4sin cos , .

. 46615 15 4 . 0 0 1

v n
v n

v n


 
   

   

 
 

   

Vậy góc nâng của máy bay là 11 .    
Câu 3. Trong một khung lưới ô vuông gồm các hình lập phương, xét các đường thẳng đi qua hai nút lưới 

(mỗi nút lưới là đỉnh của hình lập phương), người ta đưa ra một cách kiểm tra độ lệch về phương 
của hai đường thẳng bằng cách gắn hệ tọa độ Oxyz  vào khung lưới ô vuông và tìm vectơ chỉ phương 

của hai đường thẳng đó. Giả sử, đường thẳng a  đi qua hai nút lưới  1;1;2M  và  0;3;0N , đường 
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thẳng b  đi qua hai nút lưới  1;0;3P  và  3;3;9Q . Sau khi làm tròn đến hàng đơn vị của độ thì góc 

giữa hai đường thẳng a  và b  bằng n  ( n  là số tự nhiên). Giá trị của n  bằng bao nhiêu? 

Lời giải 

Ta có:    1;2; 2 , 2;3;6MN PQ   
 

.  

Khi đó:  
. 8cos ,

21.

MN PQ
a b

MN PQ
 

 

  , suy ra   0, 68a b  . 

Câu 4. Trên một cánh đồng điện năng lượng mặt trời, người ta đã thiết lập sã̃n một hệ tọa độ Oxyz . Hai 

tấm pin năng lượng lần lượt nằm trong hai mặt phẳng   : 2 2 1 0P x z    và   : 7 0P x z    

 
a) Tính góc giữa  P  và  P . 

b) Tính góc hợp bởi  P  và  P  với mặt đất  Q  có phương trình 0z  . 

Lời giải 

(a) Mặt phẳng  P  có vectơ pháp tuyến là  2;0;2n 
  và mặt phẳng  P  có vectơ pháp tuyến là 

 ' 1;0;1n 
  nên     

2 2 2 2 2 2

2.1 0.0 2.1 4cos , 1
42 0 2 . 1 0 1

P P
 

 
 

 
 

 

Suy ra     , 0P P   . 

(b) Mặt phẳng  Q  có vectơ pháp tuyến là  0;0;1Qn 


 

    
2 2 2 2

2.0 0.0 2.1 2 1cos ,
2 2 22 0 2 . 1

P Q
 

  
 

    , 45P Q   . 

    
2 2 2 2

1.0 0.0 1.1 1cos ,
21 0 1 . 1

P Q
 

  
 

    , 45P Q   . 

Câu 5. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo kilômét) vào một sân bay, mặt phẳng (ܱݕݔ) 
trùng với mặt sân bay. Một máy bay bay theo đường thẳng từ vị trí 1)ܣ;  −2;  3) đến vị trí 2)ܤ;  8;  7). 
Góc giữa đường bay (một phần của đường thẳng ܤܣ và sân bay (một phần của mặt phẳng (ܱݕݔ)) 
bằng bao nhiêu độ (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)? 

Lời giải 
Đáp số: 22. 
Đường thẳng ܤܣ có vectơ chỉ phương là ݑሬ⃗ = (1;  10;  4), mặt phẳng (ܱݕݔ) có vectơ pháp tuyến là 
ሬ݊⃗ = (0; 0; 1). 
Từ đó, gọi ߙ là góc giữa đường bay (một phần của đường thẳng ܤܣ) và sân bay (một phần của mặt 
phẳng (ܱݕݔ)). Ta có sinߙ = ସ

√ଵଵ଻
. 
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Suy ra ߙ ≈ 22°. 
Câu 6. Trên một sân khấu đã thiết lập sẵn một hệ trục toạ độ ܱݖݕݔ. Biết tia sáng có phương trình 

݀: ൝
ݔ = 1 + ݐ
ݕ = 2 + ݐ
ݖ = 3

 và mặt sàn sân khấu là mặt phẳng (ܲ) có phương trình ݕ = 0. Tính góc giữa tia sáng 

và mặt sàn sân khấu. 

 
Lời giải 

(ܲ) có vectơ pháp tuyến ଔ⃗ = (0; 1; 0). 
(݀) có vectơ chỉ phương ݑௗሬሬሬሬ⃗ = (1; 1; 0). 
sin൫݀, (ܲ)൯ = |଴.ଵାଵ.ଵା଴.଴|

√଴ାଵା଴.√ଵାଵା଴
= √ଶ

ଶ
. 

Vậy góc giữa tia sáng và sân khấu là 45଴. 
Câu 7. Khi gắn hệ trục tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị mỗi trục tính theo km) vào mỗi sân bay, mặt phẳng (ܱݕݔ) 

trùng với mặt sân bay. Một máy bay ở vị trí ܣቀ7;−4; 4
5
ቁ sẽ hạ cánh ở vị trí 7)ܤ; 11; 0) trên đường 

băng. Góc giữa đường bay (một phần của đường thẳng ܤܣ) và sân bay (một phần của mặt phẳng 
 ?bằng bao nhiêu độ (làm tròn kế quả đến hàng đơn vị) ((ݕݔܱ)

Lời giải 
Ta có: ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ = ቀ0; 15; ିସ

ହ
ቁ, mặt phẳng (ܱݕݔ) có vecto pháp tuyến là ሬ݊⃗ = (0; 0; 1). 

sin൫ܤܣ, ൯(ݕݔܱ) =
ቚ0.0 + 15.0 + 1.−4

5 ቚ

ට0ଶ + 15ଶ + ቀ−4
5 ቁ

ଶ
.√0ଶ + 0ଶ + 1

=
4√5641

5641  

⇒ ൫ܤܣ, ൯(ݕݔܱ) ≈ 3° 
Vậy góc giữa đường bay và sân bay khoảng 3°. 

Câu 8. Góc quan sát ngang của một camera là 115°. Trong không gian ܱݖݕݔ, camera được đặt tại điểm 
; 4)ܥ  2 ;  3) và chiếu thẳng về phía mặt phẳng (ܲ): ݔ2 − ݕ + ݖ2 − 3 = 0. Biết vùng quan sát được 
trên mặt phẳng (ܲ) của camera là hình tròn. Tính diện tích của vùng quan sát đó (làm tròn kết quả 
đến chữ số thập phân thứ nhất). 
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Lời giải 

 
Kẻ ܪܥ ⊥ (ܲ), ta có: ܪܥ = ݀൫ܥ; (ܲ)൯ = |ଶ.ସିଵ.ଶାଶ.ଷିଷ|

ඥଶమା(ିଵ)మାଶమ
= 3. 

Do tam giác ܤܣܥ cân tại ܥ nên ܪܥܣ෣ = 57,5°. 
Xét tam giác vuông ܪܣܥ có ܪܣ = .ܪܥ tanܪܥܣ෣ = 3. tan57,5° ≈ 4,7091. 
Vậy diện tích của vùng quan sát được của camera là ܵ = .ߨ ଶݎ ≈ .ߨ (4,7091)ଶ ≈ 69,7(đvdt).  

Câu 9. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo kilômét) vào một sân bay, mặt phẳng (ܱݕݔ) 
trùng với mặt sân bay. Một máy bay di chuyển với vận tốc và hướng không đổi từ 800)ܣ; 500; 7) 
đến điểm 940)ܤ; 550; 8) trong 10 phút. Nếu máy bay tiếp tục giữa nguyên vận tốc và hướng bay thì 
tọa độ của máy bay 5 phút tiếp theo là điểm ݕ;ݔ)ܥ; ;2)ܦ Quan sát tại điểm .(ݖ 10; 0) trên mặt đất, 
hỏi số đo góc ܣܥܦ෣  bằng bao nhiêu độ (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)? 

 
Lời giải 

Đáp số: 10. 
Vì hướng của máy bay không đổi nên ܤܣሬሬሬሬሬ⃗  và ܥܣሬሬሬሬሬ⃗  cùng hướng. Do vận tốc của máy bay không đổi 
và thời gian máy bay di chuyển từ ܣ đến ܤ gấp đôi thười gian di chuyển từ ܤ đến ܥ nên ܤܣ =  .ܥܤ2
Do đó ܥܤሬሬሬሬሬ⃗ = ଵ

ଶ
ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ = ቀଽସ଴ି଼଴଴

ଶ
; ହହ଴ିହ଴଴

ଶ
; ଼ି଻

ଶ
ቁ = (70; 25; 0,5) 

Lại có ܥܤሬሬሬሬሬ⃗ = ݔ) − ݕ;940 − ݖ;550 − 8) nên ൝
ݔ − 940 = 70
ݕ − 550 = 25
ݖ − 8 = 0,5

⇔ ൝
ݔ = 1010
ݕ = 575
ݖ = 8,5

⇒ ;1010)ܥ 575; 8,5) 

Và ܥܦሬሬሬሬሬ⃗ = (1008; 565; ሬሬሬሬሬ⃗ܣܥ,(8,5 = (210; 75; 1,5), 

⇒ cos(ܣܥ;ܦܥ) =
|1008.210 + 565.75 + 8,5.1,5|

√1008ଶ + 565ଶ + 8. 5ଶ.ඥ210ଶ + 75ଶ + 1, 5ଶ
 

Vậy ܣܥܦ෣ ≈ 10଴  
Câu 10. Trong một bể hình lập phương cạnh 1m có chứa một ít nước. Người ta đặt đáy bể nghiêng so với 

mặt phẳng nằm ngang. Biết rằng, lúc đó mặt nước có dạng hình bình hành ܦܥܤܣ và khoảng cách 
từ các điểm ܥ,ܤ,ܣ đến đáy bể tương ứng là 40ܿ݉, 44ܿ݉, 48ܿ݉. Gọi ߙ là góc giữa cạnh bên của 
hình lập phương với mặt nước. Tính giá trị của biểu thức ܲ = √2508sinߙ. 
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Lời giải 

Đáp số: 50. 

 
Chọn hệ tọa độ ܱݖݕݔ như hình vẽ thì một véc tơ chỉ phương của cạnh bên là ሬ݇⃗ (0;  0;  1). 
Ta có 100)ܣ; 0; ;0)ܤ,(40 0; ;0)ܥ,(44 100; ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ,(48 = (−100;  0; ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ,(4  = (−100;  100;  8). 
Suy ra ൣܤܣሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ, ൧ = (−400;  400; −10000). Mặt nước có một véc tơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ =
(2; −2;  50) 
Ta có sin൫ܱܤ, ൯(ܥܤܣ) = หcos൫ሬ݇⃗ , ሬ݊⃗ ൯ห = ହ଴

√ଶହ଴଼
. 

Vậy ܲ = √2508sinߙ = 50. 
-----Hết----- 

Câu 11. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo kilômét) vào một sân bay, mặt phẳng (ܱݕݔ) 
trùng với mặt sân bay. Một máy bay bay theo đường thẳng từ vị trí 2)ܣ;  −1;  3) đến vị trí 8)ܤ;  7;  1). 
Góc giữa đường bay (một phần của đường thẳng ܤܣ) và sân bay (một phần của mặt phẳng (ܱݕݔ)) 
bằng bao nhiêu độ (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)? 

Lời giải 
Đường thẳng ܤܣ có vectơ chỉ phương là ݑሬ⃗ = (3;  4; −1), mặt phẳng (ܱݕݔ) có vectơ pháp tuyến là 
ሬ݊⃗ = (0; 0; 1). 
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Từ đó, góc ߙ giữa đường bay (một phần của đường thẳng ܤܣ) và sân bay (một phần của mặt phẳng 
ߙcó sin ((ݕݔܱ) = ଵ

√ଶ଺
. 

Suy ra ߙ ≈ 11°. 
Câu 12. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo mét) vào một căn nhà (hình minh họa bên 

dưới) sao cho mặt phẳng (ܲ) : − ݔ3√ + ݕ + 1 = 0. Tính góc tạo bởi (ܲ) với trục ܱݔ. 

 
Lời giải 

Mặt phẳng (ܲ) có véc tơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ = ൫−√3;  1;  0൯; 
trục ܱݔ có véc tơ chỉ phương ଓ⃗ = (1;  0;  0). 
Ta có: sin൫(ܲ); ൯ݔܱ  = |cos( ሬ݊⃗ ;  ଓ⃗)| = |௡ሬ⃗ .ప⃗|

|௡ሬ⃗ |.|ప⃗|
= หି√ଷห

√ସ.√ଵ
= √ଷ

ଶ
⇒ ൫(ܲ); ൯ݔܱ  = 60଴.  

Câu 13. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo mét) vào một căn nhà sao cho nền nhà thuộc 
mặt phẳng (ܱݕݔ), người ta coi mỗi mái nhà là một phần của mặt phẳng và thấy ba vị trí ܥ,ܤ,ܣ ở 
mái nhà bên phải lần lượt có tọa độ (1;  0;  3), (5;  0;  1) và (5;  9;  1). Góc giữa mái nhà bên phải và 
nền nhà bằng bao nhiêu độ (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)? 

Lời giải 
Mặt phẳng (ܥܤܣ) có cặp vectơ chỉ phương là ܤܣሬሬሬሬሬ⃗  (4; 0;−2) và ܥܤሬሬሬሬሬ⃗  (0; 9; 0). 
Ta có: ൣܤܣሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬ⃗ܥܤ, ൧ = (18; 0; 36). 
Do đó, vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (ܥܤܣ) là ሬ݊⃗ ଵ = (1; 0; 2) 
Lại có, (ܱݕݔ) có vectơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ ଶ = (0; 0; 1). 
Từ đó, góc có ߙ giữa mái nhà bên phải và nền nhà có cosߙ = ଶ

√ହ
. 

Suy ra ߙ ≈ 27°. 
Câu 14. Khi gắn hệ tọa độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo mét) vào một căn nhà (hình minh họa bên 

dưới) sao cho điểm 2)ܪ;  1;  2). Điểm ܪ là hình chiếu vuông góc của gốc toạ độ ܱ xuống mặt phẳng 
(ܲ), số đo góc giữa mặt phẳng (ܲ) và mặt phẳng (ܳ): ݔ + ݕ − 11 = 0 (làm tròn kết quả đến hàng 
đơn vị)? 

 
Lời giải 

Ta có ܪ là hình chiếu vuông góc của ܱ  xuống mặt phẳng (ܲ) nên ܱ ܪ ⊥ (ܲ). Do đó ܱ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܪ = (2;  1;  2) 
là một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (ܲ). 
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Mặt phẳng (ܳ) có một vectơ pháp tuyến là ሬ݊⃗ = (1;  1;  0). 
Gọi ߙ là góc giữa hai mặt phẳng (ܲ), (ܳ). 

Ta có cosߙ = หைுሬሬሬሬሬሬ⃗ .௡ሬ⃗ ห
หைுሬሬሬሬሬሬ⃗ ห.|௡ሬ⃗ | = |ଶ.ଵାଵ.ଵାଶ.଴|

√ଶమାଵమାଶమ.√ଵమାଵమା଴మ
= √ଶ

ଶ
⇒ ߙ = 45°. 

Vây góc giữa hai mặt phẳng (ܲ), (ܳ) là 45°. 
Câu 15. Khi gắn hệ toạ độ ܱݖݕݔ (đơn vị trên mỗi trục tính theo mét) vào một căn nhà sao cho nền nhà thuộc 

mặt phẳng (ܱݕݔ), người ta coi mỗi mái nhà là một phần của mặt phẳng và thấy ba vị trí ܥ,ܤ,ܣ ở 
mái nhà bên phải lần lượt có toạ độ (2;  0;  4), (4;  0;  3) và (4;  9;  3). Góc giữa mái nhà bên phải và 
nền nhà bằng bao nhiêu độ (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)? 

Lời giải 
ĐÁP SỐ: 

2 7   
Ta có: mặt phẳng (ܥܤܣ) và (ܱݕݔ) có vectơ pháp tuyến lần lượt là: ሬ݊⃗ ଵ = (1;  0;  2), ሬ݊⃗ ଶ = (0;  0;  1). 
Từ đó, góc có ߙ giữa mái nhà bên phải và nền nhà có cosߙ = ଶ

√ହ
. Suy ra ߙ ≈ 27°.  

Câu 16. Trong một bể hình lập phương cạnh 1 m có chứa một ít nước. Người ta đặt đáy bể nghiêng so với 
mặt phẳng nằm ngang. Biết rằng, lúc đó mặt nước có dạng hình bình hành ܦܥܤܣ và khoảng cách 
từ các điểm ܥ ,ܣ đến đáy bể tương ứng là 25 cm, 75 cm. 

 
Tìm khoảng cách từ điểm B đến mặt đáy bể khi góc giữa mặt nước và mặt đáy bể đạt giá trị nhỏ 
nhất. 

Lời giải 

 
Chọn hệ trục tọa độ (đơn vị trên mỗi trục là centimét) sao cho các cạnh của hình hộp trùng 
với các trục tọa độ như hình trên. 
Do hình hình hộp có kích thước đáy là 1 m × 1 m nên 100)ܣ; 0; ;0)ܤ ,(25 ;0)ܥ ,(ܾ;0 100; 75). 
Ta có: ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ = (−100; 0;ܾ − 25) và ܥܣሬሬሬሬሬ⃗ = (−100; 100; 50). 
Nên ሬ݊⃗ (஺஻஼) = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣൣ ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ, ൧ = (2500− 100ܾ; 7500− 100ܾ;−10000) = 100(25− ܾ; 75−
ܾ;−100). 
Để góc giữa mặt nước và mặt đáy bể đạt giá trị nhỏ nhất thì cos൫(ܥܤܣ),  .൯ đạt giá trị lớn nhất(ݕݔܱ)

Khi đó cos൫(ܥܤܣ), ൯(ݕݔܱ) = หcos൫ ሬ݊⃗ (஺஻஼), ሬ݇⃗ ൯ห = ห௡ሬ⃗ (ಲಳ಴).௞ሬ⃗ ห
ห௡ሬ⃗ (ಲಳ಴)หห௞ሬ⃗ ห

. 
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= ଵ଴଴
ඥ(ଶହି௕)మା(଻ହି௕)మା(ିଵ଴଴)మ

= ଵ଴଴
√ଶ௕మିଶ଴଴௕ାଵ଺ଶହ଴

. 

Để cos൫(ܥܤܣ), ൯(ݕݔܱ) = ଵ଴଴
√ଶ௕మିଶ଴଴௕ାଵ଺ଶହ଴

 đạt giá trị lớn nhất 
thì biểu thức ܲ = 2ܾଶ − 200ܾ + 16250 đạt giá trị nhỏ nhất. 
Dễ thấy biểu thức ܲ = 2ܾଶ − 200ܾ + 16250 là một hàm số bậc hai nên đạt giá trị nhỏ nhất là ܲ =
11250 
tại ܾ = 50 hay giá trị cos൫(ܥܤܣ), ൯ đạt giá trị lớn nhất là ଶ√ଶ(ݕݔܱ)

ଷ
 khi ܾ = 50. 

Câu 17. Tại một nút giao thông có 2  con đường khác mức. Trên thiết kế, trong không gian Oxyz hai con 

đường đó thuộc hai đường thẳng 1
2 2:

1 1 1
x y zd  

 


; 2
2 1:

1 2 3
x y zd  

 


. 

 
Người ta muốn tạo một con đường   cắt 1 2,d d  lần lượt tại A  và B  sao cho AB  nhỏ nhất. Tính độ 
dài AB , kết quả làm tròn đến hàng phần trăm. 

Lời giải 
Ta có AB  ngắn nhất khi AB  là đoạn vuông góc chung của 1d  và 2d . 

Gọi    1 22 ;2 ; ; 2 ; 1 2 ; 3A a a a d B b b b d          ;2 3; 3AB b a b a b a     


. 

1 2,d d  lần lượt có các véc tơ chỉ phương là  
1

1;1; 1du  
  và  

2
1;2; 3du  

  

Ta có: 
     
     

1

2

. 0 1 1 2 3 1 3 0 6 3 3 0
14 6 6 01 2 2 3 3 3 0. 0

d

d

AB u b a b a b a b a
b ab a b a b aAB u

                            

 
   

 
 

 
1;1;11

1; 2; 1
0 2; 1;0

Aa
AB

b B

          


 

Do đó 6 2,45AB  


. 


