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Loi néi dau

To4n hoc 13 mén hoc quan trong trong chuong trinh pho thong & nudc ta cing
nhu céc nude trén thé gidi. Viec gidng day va hoc tap mon Toan trong trudng
phd thong khong chi trang bi cho hoc sinh nhitng kién thic cu thé 4p dung
trong cudc séng va trong cdc mon hoc khac ma quan trong hon 1a rén luyén
cho céc em phuong phap tu duy 16gic, cac ki nang lam viéc hiéu qué, kha néng
doc lap v ndng luc sang tao. Diéu d6 sé gitp ich cho cac em trong ca cudc
doi.

Viéc phat hién v bdi dudng hoc sinh nang khiéu mon Toan ludn la mbi quan
tam 16n ciia méi qude gia. O nude ta, ngay tit nhitng nam 60 cla thé ki XX,
cac 16p toan dic bigt da dude thanh lap nhim boi dudng nhUng hoc sinh c6
nang khiéu toan hoc, phuc vu cho dat nudc.

Bo sach Mot sé6 chuyén dé boi dudng hoc sinh giéi Trung hoc pho
théng (THPT) gom céc chuyen dé tu chon dic sic theo chuong trinh danh
cho chuyén Toan ma Bo Gido duc va Dao tao ban hanh. Bo sach 1a két tinh tit
kinh nghiem gidng day va boi dudng hoc sinh nang khiéu ctia cac thay co gido
¢ Trusng THPT Chuyeén Dai hoc Su pham Ha Noi, Truong THPT Chuyen Dai -
hoc Khoa hoc Tu nhién - Dai hoc Qubc gia Ha Noi va Truong THPT Chuyén
Bic Giang, nhiim cung cip cho cac em hoc sinh mot sb kién thitc bo sung,
giip cac em hidu sau hon sach gido khoa, chudn bi cho céc ki thi tot nghiép
THPT, thi tuyén sinh vao dai hoc va thi hoc sinh g101 THPT. Bo sach gom

nam cudn: '

Mot s6 chuyén dé Hinh hoc phang bdi dudng hoc sinh gioi THPT ;

Mot s6 chuyen dé Dai sé bdi dudng hoc sinh gidi THPT ;

Mot sé chuyéen dé Toan T hop bdi dudng hoc sinh giéi THPT ;

Mot s6 chuyén dé Giai tich boi dudng hoc sinh giéi THPT ;

Mot s6 chuyén dé Hinh hoc khong gian boi dudng hoc sinh giéi THPT.
Cubn sich Mot sé chuyén dé Todn Té hop boi dudng hoc sinh gidi
THPT gom 10 chuyéen dé va phan Bai tap tong hgp. Cac chuyén dé dugc tac
gid st dung dé gidng day chuyén dé cho hoc sinh 16p 10 todn va bdi dudng
cho doi tuyén toan ctia Trudng THPT chuyén Dai hoc Su pham hing nim.
‘Trong mdi chuyén dé, ching t6i déu nhic lai nhitng phan 1i thuyét thiét yéu,
b6 sung nhitng kién thitc khong cé hodc dudc nhic dén mot cach so sai trong
cac sach gigo khoa phd thong. Tiép theo 14 cac vi du minh hoa cho phan li
thuyét. Ching t6i ¢6 gédng chon loc cac vi du dién hinh, d& hiéu v dic trung
nhat cho phan i thuyét d6. Phan bai tap ducc chia thanh hai phan Bai tap
luyén tap, c6 hudng dan giai hodc c6 13 giai chi tiét dé cac ban c6 thé so sanh,
déi chiéu, rat kinh nghlem va cung cb, ddo sau I thuyet Bai tap tu giai, gom
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mot s6 bai todn tuong tu nhu trong phan vi du va trong phan bai tap luyén
tap, ngoai ra con cb nhtmg bai toan khé va rit kho danh cho nhiing ban cé
kh& ning c¢6 thé tim hleu sau hon va c6 didu kien phat trién t6t nhét kha ning
cua minh.

Phan Bai tap tong hop gom nhitng bai toan hay dugc chon loc, doi héi nhitng
thao tac tu duy phufc hop, nhufng quan sat tinh té, kha nang phan doan tot
va ki nang xt lf vin dé cao dé cac ban thi sitc. Qua d6, ching to6i hi vong céc
ban phin ndo c¢6 thé thiy dugc vé dep ctia toan hoc va nhing thi vi cta viéc
~chinh phuc céc bai toan kho, tir d6 téng thém tmh yéu vl mon thé thao trl
tué bac nhat nay.

Cubdn sach s& 13 tai heu b6 ich cho cac ban hoc sinh yéu thich mon toan, tu
boi dudng kién thitc mon Toan va cho cdc ban on luyén chuin bi cho cac ki
thi t6t nghlep, tuyén sinh dai hoc va cac ki thi hoc sinh gidi cap tinh, thanh
phd, qubc gia va cd qubc té nita. Cudn sach cling sé 14 tai lieu bo ich cho céc
thay co gido trong viéc dinh hudéng va bdi dudng hoc sinh gioi THPT.

Chung toi rAt mong nhan dugce § kién déng gop ctia doc gid dé bo sach duge
‘hoan thién hon. Moi ¥ kién déng gép xin gii vé Ban Toan - Tin Nha xuat. ban
Gido duc Viet Nam, 187B Gidng Vo Ha Noi. ,

CAC TAC GIA



Céc ki hiéu st dung trong sach

Céc ki hiéu st dung trong sach

Tap céc sb tu nhién
Tap céac sb tu nhién khac 0
Tap cac sb nguyén
Tap cac sb hitu ti
Tap céc s6 thuc
Tap céc diém clia mit phing
Thuodc , :
Khong thuoc ‘
Chita trong
Chta

Hop
Giao
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- Tong ctia n phan t a1, aq, ..., ay,.

Tich.cta n phan t1f aq, as, ..., ap.
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1=1

U A;: Hop ctia ho n tap hop A, Aq, ..., A,
i=1 : , .

n .

M A Giao cua ho n tap hop Ay, Ay, ..., A,



Chuyén dé 1
Tap hop

| Tap hop 1a khal niém nen tang ctia toan hoc va nhiéu nganh khoa hoc khéac.

St dung 1i thuyét tap hop ta cé thé dién ta céc khai niém, cac bai toan, ddc
biét 13 cac bai toan roi rac mot cach sang stia, giip cho viéc tiép can va giai
quyét cac bai toan trd nén don gian hcm |

Trong phan nay ching t6i nhic lal mot sb khal niem, tinh chit va quy tdc
cta li thuyét tap hop, dong thei dua ra hé théng bai tap cling cb cac khéi
niem, tinh chét vi cic quy tdc d6 nhidm gidp ta tiép can cic chuyen de sau
hiéu qua, dé dang s

'- 1.1 Cac khai niém cd ban
1.1.1 Khai niém tap hop

Tap hop 13 mot khai niem co ban cla toan hoc, khong dinh nghla Thongv |

‘thuong ngudi ta dung khai niém tap hgp dé chi mot nhém céac dbi tiugng da

dugc chon ra, hay da duge quy dinh tit trudc. Ngum ta thUOng ki hiéu tap hdp
‘bing chit in hay chit viét hoa: ‘ |

A, B,C,X,Y,Z.. |
| Cho tap A. Mot dbi tuong = dudc né6i dén trong A"g(")i" 13 mot phan tit cua
- A. Ki hiéu: z € A.

Quy u?dc Tap rong @ 1a tap hop khong gdm phan t1t ndo ca. Tap @ la
duy nhat. .

Khi tap A ¢6 hitu han phan i thl O phan tu cia A ki hleu 1a 1A| hay |
cardA (cardinal).
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1.1.2 Céc céach xac dinh tap hop

a) Liét ké cac phén tit ctia tap hop

Vi du. Tap hop cac sd tu nhien nho hon 10 13
T =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Quy udc, viet T = {a1, as, ..., a,} thi a; # a;,Vi # j.
b) Chi ra tinh chét dic trung ciia céc phin ti cia tap hop

Vi“du. Tap hop cac sb tu nhién nhoé hon 10 1a: T' = {z|z € N,z < 10}.

1.1.3 Tap con

‘Cho hai tap hop A, B. Khi d6:
| ACB& (Vze A= 1€ B).

Tinh chét
e ACB,BCcC=ACC

e AC A VA
e O C AVA

1.1.4 Tap hgp bing nhau

Cho hai tap hop A, B. Khi dé:
A:B@AchchA.

Tinh chat
(a) A= A,VA
(b)) A=B=B=A
() A=B,B=C=A4=C ,
(d) Cho A, B la hai tap cling c6 n phan t&. Khi d6, néu A C B thi A =B



1.1.5 Giao c

' 1.1.6 Hop ctia hai tap hop

UB = {z|z € A hodc z €
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1.1.8 Phan b cta hai tap hgp
Cho A C B. Phin bi ctia A trong B 1a tap 4 = B\ A hay C4 = B\ A.

1.1.9 Tich Dé-cac | -
Dinh nghia: Cho n tap‘ hop Ay, Ao, ..., A,. Xét tap hop A gdm tét ci cac bo
n phan tir sdp thit tu (ai, ..., an) trong d6 a; € A;,Vi =T1,n. Tap A goi 1a tich
D@ cac ctia n tap hop A, ..., A, va ki hieu la: :

A=A x Ay x ... x A,,

hay viét tat 13

Nhu vay
HAZ = {(CLl, ...,an)|ai € AZ,V’L = T,—’I:L-} . ‘
i=1 o
Tinh chét | ‘
(a) Ax B# B x A, YA # B.
(b) Gia st |A;| = ki, Vi = 1, n. Khi dé:

1.1.10 Mot sb tinh chét

(3) (BNA)CBC(AUB)vA(ANB) CAC (AUB)
(b) AnNB=BnA |
(c) (ANB)NC=A4An(BNC)

I
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Tu tinh chat k&t hop néi trén cho phép ta dinh nghia giao ciia mot ho cac

tap hop: ,
n n—1
ﬂA@- e (ﬂ A,-) NA,.
=1

(@AUB:BuA
(e) AU(BUC)=(AUuB)UC

Tu tlnh chat ket hop néi trén cho phép ta dinh nghla hdp cia mot ho cac

‘tap hop:
- ' n-—1 .
UA,: (U Ai) U An.
o\,

1=1

(f) Luat phan phébi:
(AnB)UC=(AuC)Nn(BUC)

(AuB)mc—_— (Amc)!u'(BmC) ) .

(8) A\A=2;A\ =4
(h) Cong thitc D’'morgan:

51 (Ua) = (mra) wa (4) U (514)

1=1 =1 _ i=1 =1

Vi du 1. Chl’mg minh cong thﬁ:c D’morgan

(G- (1) -0 e

=1 : Ci=1

Loi gidi. Bai todn yéu cau ching mmh hai tap hOp bang nhau ta'stt dung
tmh chat |

vAzBﬁAcBchA
- e Ching minh

B\ ( U’A;-) :(n) (B \ 45).

1=1 1=1
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XetréB\(U )tacé
=] ‘
- x€B va :1:§ZUA |
i=1 ‘
Suy ra < : L
z€B va z¢ A,Vi=In
hay v
Do d6 . |
1=1
Suy ra,

(U Z)Cﬁ(B\A): 1)

1=1 1=1

Xét x € N (B\A,;),tacé

=1

Suy ra

hay
Do d6
: Suy ra,

Tu (1) va (2) ta co

v € B\ A,Vi=Tn

reB va z¢A;,Vi=1,n.

ﬁcEB va rgZCJAz

1=1

n

cen ()a)
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e Chitng minh

(A4 U a)

1=1 1=1

'XethB\(ﬂ ) ta c6
1=1 ‘

" z€B va x¢ﬂA

1=1

Suy raz € B va ton tai 1 < k < n sao cho z ¢ Ag, hay z € B\ A;. Do-d6

Suy ra

B\(_ﬁﬁi)cO(B\A)

1=1 1=1

Xét z € | (B\Ai), khi d6 ton tai 1 < k < nsao cho z € B\ A. Suy ra

=1

r€B vd z¢& A

hay
| r€e€DB Vé‘xéﬂAi.
=1
Do d6 . ,
.CEEB\ - Ai.
(f14)

Suy ra

Tu (3) va (4) ta co



16 , | . Chuyéndé 1. Tap hop

Vi du 2. (Nguyén: i them bét) Cho A B 13 hai tap hop hufu han Chitng minh
ring | :
|AU B| = |A|+|B| - |AN B|.

Loi giéi. Dé chitng minh cong thic trén ta su dung phuong phap liet ke, xuat
phét tit phan giao clia hai tap hop A va B. Gidst ANB _:{cl; Coj...;Cp} VA

A= {c1;65 .5 0p; 015 09; an} B = {01,02,...;cp;bl;bg;...;bm}.

Khi d6 -
AUB = {c15¢0; ...; Cp; @1G2; .. Gn; b1; bo; .. b -
Suy ra | ,
|Al=n+p, |Bl=m+p, |AUB|=m-+n+p.
Vay |

|JAUB| = |A|+|B|—|]ANB|.
Téng quat. Bing phuong phap quy nap, ta chiing minh dugc cdng thic sau

day
A

’L:

Z 3 C(CDFYUAL N AL NN AL

k=1 1<i1 <i2<.. <zk<n

trong d6 n > 2 VA Ay, Ag, ..., A, 12 cdc tap hitu han.

Vi du 3. Cho a,b 1 céc s6 nguyén duong sao cho a + b 1a mot s6 18. Chia
tap cac sb nguyén duong N* thanh hai tap rdi nhau A vd B. Chiing minh ring
ludn ton tai hai phan t z,y thu@c cing mot tap sao cho

lw~yl€{a b}.

Lai giai. Do céc d01 tugng trong A vd B khong xéc dinh nén khong thé xét
tinh chit clia cAc phan t ctia hai tap hop nay. Dé giai bai toan nay ta st dung
phuong phap phan ching. Véi gid thiét phan ching va didu k1en ban dau nao
do ta sé liet ke cac phan tit thuoc A va B.

Gia st phan chiing, khong ton tai hai phan t z,y ndo thudc cung mot tap' |
sao cho

Jo—yle {aib).
- Gid stt dugc 1 € 4, ta c6
| l1+a, 14+b0€B.

Suy ra
~ 14 2a, 1+2be A.
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Bing phuong phap quy nap ta chitng minh duoc véi moi k € N, ta c6

{I-I-Qka, 1+2kbe A
1+ (2k+1)a, 1+ (2k+1)be B.
Do a,b khac tfuh chin Ié nen
1.—{—abEA VA 1+abe B,’
 Uﬁ\@igéth@tAﬂBiahMtapﬂﬁnth
Vi du 4. (MOSP - 1997) Chia tap céc sb nguyén duong N* thanh hai tap roi

nhau A va B. Chiing minh ring v6i moi s6 nguyén duong n, ton tai cac s
nguyén duong a, b khac nhau, 16n hdn n sao cho

{a;b;a~+—b} C A hoac {a;b;a+b}CB.

Tuong tu nhu vi du 3, dé gidi bai todn nay ta st dung phuong phép phan ,
~ chiing.
Loi giai 1. Neu mot trong hai tap A, B chia it hon 2 phan t& 16n hon n thi
bai todn bai todn hién nhién ding. Gia sit mbi tap déu chita khong it hon 2
phin ti 16n hon n v khong ¢6 hai phan ta a,b > n nao thoa man

{a:b:a+b} C A hoic {ajbia+b}C B.

Xét
‘ a,be A va ¢,d € B (a,bc,d>n).
Khi d6 o
c+de A va a+béeB.
’Tacé'. | | \
a,bc+deA vi c,da+beB
nén |
a+b+c,a+b+de A
a+c+db+c+deB.
Suy ra | |

(a+ct+d)+(b+c+d) =a+b+2+2de A
(a+b+c)+(a+b+d) =c+d+2a+2bc B.

2A- CBToantohop
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Do ‘
a+b+2c+2d=(a+b+c+d)+(ct+d)eA
c+d+2a+2b=(a+b+c+d)+(a+bd)€B

a+b+c+d€A va a+b+c+dEB
SuyraAﬂB#@ vo Ii.

L&i giai. 2. Ta ciing gla, thiét phan ching ring khong ton tai a,b >n khac
nhau sao cho

{a;b;a+b} C A hodc {a;b;a+b} CB.

Xét hai truong hop:
Truong hop 1. |A| < +oo: Goi m 1a phan t1f 16n nhét cia A thi

a+1l,a+2,2a+3 € B,Va > m,

vo 1i. ' : : _

Truong hop 2 |A| = 400, B = +00: Xét z,y,2 € Asaochoz >y >z >nva
y — 2z > n. Khi dé S
T+y,yt+z,z+z€B.

Suyray—z € A, vo Ii.

" Loi giai 3. Gia thiét phan ching riing khong ton tai a,b > n khac nhau sao
cho o | |
{a;b;a+b} C A hodc {a;b;a+b} C B.

Mot trong hai tap A hodc B chtia phan tt m > n. Gia st m € A. Xét tap
 x= {2m; 3m; 4m; ...} o |
Do X ¢ B nén ton tai a > 1 sao cho am € A. Khi d6
(a — 1)méB va (a+1)me B.
Suy ra |
’Zm: (a+1‘)m~ (a—1)yme A .va 3m =m+2m € B.

Do dé6 {2m,am, (a+2)m} C A, vo li.

2B- CBToantohop



1.2. Bai tap - | - 19

Vi du 5. Cho tap X = {1;2;3;...;15} v M 1a tap con ctia X sao cho tich
ctia ba phan ti khac nhau bt ki cia M déu khong 14 s6 chinh phuong.

a) Hay chi ra mot tap M gom 10 phan ti.

b) Hay x4c dinh s6 phan ti 16n nhat cia M.

Loi giai,
a) Tap M = {1'4'5'6' 7,10;11;12;13; 14} thod man. | ‘
b) Ta chitng minh s6 phan ti ldn nhét ctia M 1 10. Dé danh gia s6 phan
tlt cia M, ta liet ké cac bo ba phan ti clia X c¢6 tich 12 s6 chinh phuong. Ta
c6 cac bd ba phan t1t ¢6 tich 14 s6 chinh phuong la: | -

- (1,4;9),(2;6;12), (3;5;15), (7; 8; 14).

M&i bo néi tren 6 it nhét mot phan tt khong thudc M nén |M| < 11. Gia su
ton tai tap M co6 11 phan ti. Khi d6, ta c¢6 10 € M. Do d6, trong mdi tap
{2 5}, {6;15}, {1;4;9}, {7;8; 14}

c6 it nhat mot phan tu khong thude M. ;Suy ra: 3;12 € M. Do d6, trong mbi

ta
' {1} {4}, {9}, {2;6}, {5;15}, {78 14}

6 {t nhat mot phan ti khong thudc M. Suy ra: | M| <9, vo Ii.

1.2 Bai tap
1.2.1 Bai tap luygn tap
1 Ch1mg minh cac tinh chat sau ciia tap hop
a) AU(B\A)=AUB.
) (AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\A)
) FCFSENF=E&EUF=F
) E\F=E&SFENF=0
) E\(E\F)=F&FCE
) AnB-AUB,AUB=4NnB (A BC X)
g) ACB& AUB=BvwvwANB=A

O o0 T &

Py

h) AcAVi=Tne JAcCAwn N A C A

=1 =1
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2. V01 mdi tap X ta goi P(X) 1a tap tét ca cac tap con cia X. Ching minh:
ACBe P(A) C P(B).

3. Cho ¢ac tap Ay, Ay, ..., A, sao cho A; # A;,Vi # j. Ching minh ring c6

- it nhat mot tap hop A; khong chita tap nao trong cac tap con lai.

4. Cho tap hop S C R thod méan cac tinh chat sau: |
a) SDZ;

b) v2++3
c) Vx,yesS: £E+JES xy € S.
Chting minh Iang

f 2+ V3

5. Cho I ={1,2,...,n} va ho tap hc)p {X:}ier. V6i mbi tap con H cia I ta

dat
Py = U X, QH—— ﬂx i
‘ t€eH i€H
Dat Hy = {M C I:|M|=k} (1 <k <n). Chitng minh:
(. Ly n—+1
U Qu D ﬂ Py néu k£ <
HeH,, HeHy 2
. _n+1
U @z > N PHnéuk2n+ :
( HEH, HeH, 2
6. Cho tap X = {1;2;3; ...;‘9}. Chia tap X thanh hai tap con r6i nhau A
va B. Chl’xng minh rdng v6i moi cach chia, luén ton tai mot tap chia ba
s6 1ap thanh mot cap s cong.

7. 'Chiing minh réng, c6 thé chia tap cac sb tu nhien N thanh hai tap con
A, B c6 cung luc luong sao cho moi sé n € N tdn tai duy nhat cip sb
(ab)EAxB n=a+b. |

8. (CHDC Diic, 1970).Cho tap M c6 22222 phan t. Hoi M c6 hay khong

50 tap con M;,4 = 1,50 thod mén céc diéu kién sau:

a) M6i phan tit ctia M déu 1a phan t1 clia it nhit mot trong cic tap con
M;.

b) Mbi tap M; déu c6 diang 1111 phan £t |
c) V6i hai tap M;, M; bat ki (i # j), giao M; N M, c6 ddng 22 phan tu.
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9.

10.

11.

12,

13.

14.

Xét tap X = {1;2; 3 516}, Tap con A clia X goi 12 ¢6 tinh chat T néu
A khong chu’a ba phan t nao doi mot nguyén t6 cling nhau.

a) Hay chi ra mot tap con A ctia X gdm 10 phin tit va c6 tinh c_hét T7

~b) Hay tim s6 ph’én tir 16n nhat clia tap con A ctia X c¢6 tinh chat 77

Cho n 1 sb6 nguyen duong, n > 5. Tap X = {1;2;3;...;n} goi 1a c6 tinh
chdt T néu c6 thé chia X thanh hai tap con roi nhau A, B khac rong
sao cho v6i ba phan ti bt ki thudc cing mot tap thi tich cia hai phan
tl trong ba phan t1f d6 khac phan tit con lai. Ching han khin =6 thi

- X ¢6 tinh chat T va A = {1; 2;3}, B ={4;5;6}.

a) Ching minh ring véi moi 7 < n < 41, tap X ¢6 tmh chat T,
b) Chitng minh rang v6i moi 42 < n <47, tap X vAn c6 tinh chat T
c) Hay xédc dinh n 16n nhat sao cho tap X c6 tinh chat 77

Cho tap hop A = {1;2;3;...;3"} (n > 2).

a) Hay chi ra mot tap con B clia A ¢6 2" phan tit sao cho khong c6 ba
phan t nao ctia B lap thanh mot cip sb cong khi n = 2.

b) Ching minh ring, v6i moin > 2, ton tai tap con B ctia A c6 }2”'_ phan
t1t sao cho khong c6 ba phéan t ndo clia B 1ap thanh mot cip sb cong.

Cho hai day tap hop (A,) va (B,) thod man:

Al. — @, Bl —_— {O},
Anpi={z+1|z€B,},
Bn+1 - (An U Bn) \ (An 8 Bn)avn _>_ L.

a) Xac dinh cac tap A, B,, véi n = 2,3,4.
b) Xéc dinh n sao cho B, = {0}. |

Cho tap X = {1;2;3;. 2009} va hai tap con A, B ¢6 téng s6 phin tit
16n hon 2010. Ching mmh rang ton tai it nhat mot phan tit cua A va
mot phin t ciia B c6 tong bang 2010.

Cho tap hitu han X. Ta chon ra 50 tap con Aj, Aj, ..., Aso, mdi tap déu
chita qua nita s6 phan tit cia X. Chtng minh ring, ton tai tap con A clia
X sao cho s6 phan tir cia A khong vudt qua 5 va AN A; # @,Vi = 1,50.
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15. Mot 16p hoc ¢6 sb6 hoc sinh.duqc xép loai Giéi 8 mbi mon hoc (trong sb
11 mén hoc) déu vugt qua 50%. Ching minh rang cé it nhat 3 hoc sinh
duge xép loai Gidi tit 2 mon trd lén (sb6 hoc sinh cta 16p khong it hon
10). -
16. Cho n nguyén duong. Xét tap‘
M = {z = (z1;22;...;%,) | z; € {~1;1},Vi = 1T,n}.
V6i hai phan t a = (a1; as; ...; an) v b = (b1; by; ...; by) thudc M, ta dinh
nghia
ab = (albl; CLQbQ; cers anbn).
Véiae Mva X C M, ta dinh nghia
aX = {aa: |z e X}
Chtng minh ring v6i mdi tap con A gdm k phin t ciia M déu tdn tai
phan ti a € M sao cho |
/{12
17. Cho tap S, = {1;2;...;n}. Ta dinh nghia phép todn (x) trén S, thod
man cac diéu kién sau:
a) Va,beS,:axbeS,.
b) Néu ab < n thiaxb=ab.
¢) Va,b€ S,:axb=>bxa (tinh chit giao hoan).
d) ax(bxc)=(axb)+*c (tinh chit két hop).
e) Néuax*b=ax*cthib=c (ludt gidn udc).
Hay Xay‘dung phép todn (%) khi n =11 va n = 12.
18.

(VMO-2005) Tim hiéu két qud hoc tap & mot 16p hoc ngudi ta thay:

a) Hon 3 s0 hoc sinh dat diém gidéi 8 mon Toedn ciing dong thoi dat
diém gidi & mon Vat Ii.
2 P . . ? . v o N ) .
b) Hon - s6 hoc sinh dat diem gidi ¢ mon Vat li ciing dong thoi dat.

3
diém giéi & mon Vin.
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¢) Hon —?; s6 hoc sinh dat didm gidi ¢ mon Vﬁn‘_cﬁng dong thoi dat
diém giéi 6 mon Lich si. |
d) Hon —?; s6 hoc sinh dat diém gi6i & mon Lich st cling dong thoi dat
diém gi6i & mon Toan. | |
Chitng minh rdng trong 18p c6 it nhés mét hoc'sinh dat diém giéi & ca
bon mon Toén, Vat I, Van va Lich su.

1.2.2 Bai tap tu giai

1. Cho A v B la céc tap hOp khac rong va cé hitu han phan b, Biét ring
s6 phan ti niim trong ca A va B bing mot phan ba so phan ‘tircha A va
hop clia A va B gom 9 phén_ ti. Tim s6 phan tu ctia mbi tap?

2. Cho tap X = {1,2,3,...,49}. Tim sb k 16n nhat sao cho ton tai tap con
M clia X c¢6 k phan t va khong chita sau s6 lién tiép nao.

3. Cho 2011 tap hop Ay, Ao, ...,‘Ago_ul-céc s6 nguyén thod méan cac diéu kien
‘sau: ' | | -
a) |Ag| = 2010,Vk = T; 2011.

2011

b) A C ( U A,) \ Ay, Vk = T; 2011.
i=1
Chitng minh riing v6i s6 nguyén z bat ki, hodc z khong nim trong tap

hop A; ndo hodc z nam trong dang hai tap.

4: (Tiep Khac - 1973). C6 bao nhiéu cip tap con khong giao nhau ctia mot
tap hop X gdm n phan t. '

3" +1
5

- Diép s6 :

5. Cho tap X gdm n phan tit. V6i mbi ‘cap tap con Aj; Ay clia X ta tinh
80 phan tit clia A; N A,. Chufng minh ring tdng cla tit ci cac sb nhan
dugc bang n.4" 1, |

6. Tim tét ci cac 36 tu nhién n sao cho v6i mdi tap hop tuy § ¢6 n phin
t, luén tim duge 2004 tap con doi mot khong rai nhau.
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7. Cho cac s6 nguyén duong k va n thod man n > k? — k + 1. Xét n tap
A, Ay, ..., A, thod man cac diéu kién sau
i) |4 =k, Vi=1n.
i) |A;NAj| =2k —1,Yi#j.
a) Ching minh rang [A; N Ay N ... NAy| = 1.
b) Tinh s6 phéan tt cia X = A, U A, U ... U A
8. Cho P 12 mot tap con khac rong cia tap cac 'sé nguyén duang N* thoa
man céic diéu kién:
a) VYa,beP: a+beP.
b) Vg e N* ¢ > 1,3c € P sao cho c khong chia hét cho q.
Ching minh rang tap N* \ P 14 mot tap hitu han.
9. Cho 100 tap hop doi mot khac nhau sao cho cit 10 tap bat ki thi c6 hai
tap A, B mad A C B v vdi ba tap A, B,C bat ki thod man B C A va
C C Athi B C C hoic C C A. Chlmg minh ring ta c6 thé chon ra 12
tap Al, A, ..., Ajg trong s cac tap da cho sao cho
'Al C AQ C ... C Alg.
10. (MOSP 1999) Cho X la tap gom hitu han s6 nguyén duong va A 13 tap
con ciia X. Ching minh réng ton tai tap con B clia X sao cho mdi phan
tlt cia A déu chia hét cho mot sb 16 phan ti thuoc B.
11. Xéac dinh sb nguyén dlmng k sao cho tap hgp
X ={1990;1991;1992; ...; 1990 + k}
6 thé chia thanh hai tap ri nhau A va B sao cho tong cac phan tt cua
A bing tong cac phan ti cta B. |
Ddp s6 : k=3 (mod 4) hodc k=0 (mod 4) va k > 92.
12, (AIME 1989) Cho tap X = {152;3; .; 1989}. Xet tap S C X thod man:
khong c6 hai phan t nao ciaa S hdn kem nhau 4 hoac 7 don vi. Héi sb
phan tit I6n nhit cia S 1a bao nhiéu? |
13. Cho n la s6 nguyén duong. Chia tap X = {1;2;...;2n} thanh hai tap

- A, B r&i nhau. Gia sit cdc phan ti ctia A 13

a < ag < ... < ay,
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14.

15.

vA cic phan ti cia B 13
bl > by > ... > bn
Chitng minh ring

lap — by| + |ag — by| + ... + |an — by| = n°.

(China 1996) Cho 11 tap hop M, M, ..., My;, mdi tap c¢6 5 phan ti va
thod man - | |
M;N M # @,V <i<j<1lL

Goi m 1a s6 16n nhét sao cho ton tai cdc tap

Mi1 ) Mizs ""7 M;,

im

trong s6 cac tap da cho sao cho
-
() M, # @
k=1

Héi gia tri nho nhét ctia m 1a bao nhieu?
Ddp s6 : m = 4.

Cho tap X gom n phan t (n > 1) va Ay, A, ..., A,, 1a m tap con ctia X

. (m > 1) thod méan cac diéu kién sau .

16.

7.

Ca) Al =3,Vi=Tn

b) |AiN A, <1,Vi# 7. |
Chitng minh réing ton tai tap con A cia X sao cho |A| > [v2n] vd A

khong chita tdp nao trong cic tap Aq, Ao, ..., A, da cho.

Chitng minh réing cé thé chia tap cac s6 nguyén duong N* thanh hai tap
rdi nhau A vd B sao cho A khong chita cip s6 cong gom 3 phan tit nao
va. B khong chita cip s6 cong gdom vo han phan ti nao.

Cho n 13 s6 nguyén duong. Chia tap hgp X = {1;2;3;...;3n} thanh ba
tap roi nhau A, B v C, mdi tap ¢6 n phin ti. Ching minh ring c6 thé
chon ra tit m&i tap mot phan ti sao cho trong ba phan ti d6, c6 mot
phan t& bing tong ctia hai phan ti con lai.
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18. (CZE 1994) Chia tap céc sb nguyén duong N* thanh 7 tap roi nhau

19.

20.

21.

N*=A,UA,U .. UA,.

Chting minh ring tdn tai tap A, trong sb n tap A; néi tren sao cho ton
tai s6 nguyén duong m vi véi moi sé nguyén duong k ta cé thé tim duoc
k phan t aq, as, ..., ay thudc A, ma

0< i1 — Q4 _<_ m,VZ = 1,]€ “‘1
(Chlna 1999) Cho tap A gom n phan td va Aq, Ag, ..., A, 1& n tap con

cuaa A thod man:
M¢>QV1<¢<n

Biét réng, v6i moi tap con C ciia A gém hai phan tuf ton tal tap A; sao
cho C C A;. Chitng minh ring -

AzﬂA]#@,V1S2<]STl

(Iran 1999) Cho tap S = {1;2;3;...;n} (n > 2) vh A, Ay, ..., Ay, 12 céc
tap con cta S sao cho v6i moi 1 < p,q,r,s < k ta co

|A,UA, UA UAs <n-—2.

‘Ching minh rang &k < 272,

(IMO Shortlist 1996) Cho k,m,n la cac s nguyén duong thod man
1 <n<m-—1< k. Hay xac dinh s6 phan ti nhiéu nhét cta tap con
S cta tap X = {1;2;3;...;k} sao cho khong c6 n phan ti nao cla S c6
tong vugt qua m. '
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1.3 Huéng dan giai bai tap
l.a) Xétz € AU(B\ A), taco

r€A hoic z€B\A.

Néuz e Athiz € AUB. Néug € B\Athiz € Bnénz € AUB.
Trong ca hai trudng hop ta déu c6 z € AU B. Do dé

AU(B\A)c AUB. (1)
Xét z € AU B, ta cb |
| r €A hoic z€B.

| NeuxeAthlscEAU(B\A) NeuxgéAthldoa:EBnenxe(B\A)
Dodéxz € AU(B\ A). Suy ra

AuBcAu@ﬂA)(m

Tir (1) va (2) ta c6
| AU(B\A)=AUB.

f) Xét € AN B, taco:z:géAﬂB SuyraxgéAhoaca:@éBha,yxEA
hoiic z € B. Do d6, z € AU B. Suy ra

AmBCAUB (1) | .

Xét z € AU B, tacoxeAhoacasEBhayng_AhoacxgéB Suy ra
¢ AN B hay z € AN B. Do do6

AUBCANB. (2)
T (1) va (2) tac6 ANB = AUB.
Ban doc tu ching mmh cic tinh chat con lai.

2. Gidst AC B. Ta chlmg minh P(A) C P(B). That vay, xét M e P(A),
ta co »
‘ McA=MCcB= MeP(B).

~ Do d6, P(A) C P(B).
- Gidsit P(A) C P(B). Ta chitng minh A C B. That vay, xét z € A, taco
{2} e P(A)= {z} € P(B) = z € B.
‘Do d6, A C B. - o 0
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Vay

3. Gid st Vi,dj : A; D A;. Khi d6 c6 thé danh sb lai cac tap hop sao cho:

iy ) e

Az-1 DA,D..DA

Suy ra, c6 nhiéu hon n tap hop A;, vo li.

. Ta c6 v/2++3 € S nén

(V2+ V3P =5+2V6 € S.

‘Suy ra 2v/6 € S va

IVE(VE+V3) = 431 6T € S,

Suy ra

V3 v2=5(2+V3) - (4V/3 +6V2) € S.

L €S
V2+3

1 o ‘
. Trudng hop k£ < P——;—-——- Xétz e [\ Py, taco

HeH,
x € Py,VH € H,.

Gid sit z ¢ U Qu. Khido, z ¢ Qy,YH € Hy. Suy ra, khong c6 k tap
- HEH, |

nao cfjng chita X va nhu vay c6 it nhdt n — (k — 1) tap khong chia z.
n+1

V\1n~—(l~c—1)Z—E—anéhﬂHEHk:XgéPH:Vﬁli.

| 1 . ‘

Truong hgp k£ > —T—L—;:~: Xét z € |J Qpg. Khido, ton tai H* € Hy sao
) ‘HeHy

cho x € Qg+. Do dé

X C Xi,Vie H”.

Ta chitng minh z € N Py. Didu d6 tuong dudng véi viéc chiing minh
) HeH, :

VH € Hy,Jie H: X C X,.

n+1

Xét H € Hy, vi k > — > g’- nen H N H* # @. Do d6, tdn tai
1€ HN H* hay X; D X. N | ]
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6. Gia st phan ching, khong c6 tap nao chita ba sb lap thanh mot cip sb
cong. Gia st dugc 3 € A. Xét ba cip sb cong

(1;3;5), (3;4;5), (3;5;7)
tasuy rab e B.
Xét ba clp sb cong
(3;5;7), (5;6;7), (5;7;9)
tasuy ra 7 € A.
~ Xét ba cip sb cong
(1;4;7), (2,3;4), (2;5;8), (7;8;9)
tasuyrad ¢ Avad¢ B,voli. O
7. Al tap cac s6 c6 chit s6 tan cting khac 0 va s6 0, B 1a tap cac sb c¢6 chit
s6 tan cling bing 0 |
8. Gia sf’I‘_M c6 50 tap con M; thoa man cac yéu cAu bai todn. Ta co

50
M:UM.

t=1
Déit Tk = M1 U Mg u...u Mk, ta co
Ty| = [M;| + |My| — | My 0 My = 1111.2 — 22
=Ty + |Ms| = |(My N M;) U (My N M3)| > 1111.3 — 3.22
Béang qui nap ta chting minh dudc

mpwl

T, > 1111.k — 22,

Suy ra o | | ‘
|M| = |Tso| > 1111.50 — 25.49.22 = 28600,
trai voi gia thiét |M| = 22222. "
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9.

10.

a) Dé chi ra tap con A cfia X gdm 10 phin ti c6 tinh chit T, ddu tien
ta chon 8 phan t& chin: 2;4;6;...; 16. Bay gio chi viéc chon hai phan ti
1é sao cho ching khong nguyén to ciing nhau (ching han 3 va 9) ta dugc
tap A thoad man. | |

b) Gid sit tap A c6 tinh chit 7. Dé danh gi4 sb phan ti cta A, trudce
tien ta liet ke cac phin ti clia X doi mot nguyen té ciing nhau:

Y ={1; 2' 3;5;7;11;13}.

Do |X \'Y| = 9 nén néu xét 12 phan t bat ki cia X thi ¢6 ba phan tu

thudc V. Suy ra [A] < 11.

Dé thay tap A = {2;3;4;6;8;9;10;12;14;15;16} gom 11 phan tit v c6
tinh chét T |

Vay s6 phan tit 16n nhat cla tap con A clia X c6 tinh chit 7' 1a 11.

a) V6i 7 < n <41, tap X c6 tinh chat T va

A=1{1;2;3;4;5}, B=1{6;7;..;n}.

b) V6i 42 < n < 47, ta co

A =1{2;3;4; 5;7}, B = {6;8;9; 10;...;47}.

c) Xét n > 48. Gié st duge 2 € A. Ta xét céc truong hop

Trucng hop 1. Cac phan ti 3; 4 thuoc A. Khi do: 6;8;12 € B. Néun > 96
thi 48;72;96 € A. Suy ra 2;48; 96 € A, vo 1i. Do d6 n < 95.

Truong hop 2. Cac phan tit 3;4 thudc ‘B. Khi dé: 12 € Ava6 € B. Do
4: 6 E'B‘nén 24 € A. Suy ra 2;12;24 € A, vo li.

Truong hop 3. CacphantUBEAélEB Khi d6: 6 € B, 24 € A,
48 € A. Suy ra 2;24;48 € A, vo .

Truong hop 4. Cac phan ti 3 € B,4 € A. Khi d¢, 86B24€A

6 € B,48 € B. Suy ra 6;8;48 € B, vo li.

Tt cac truong hop trén ta suy ra.n < 96. Bay gio ta chi réing véi n = 95
thi X c6 tinh chét 7. Thay vay, khi d6

A={6;8,9;10;..;47}, B=X\A
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11.

12.

a) Khin =2, ta c6 tap B = {1;3;4;6} thod man. .
b) Gi4 sit bai toan ding véi n = k. Ta ching minh bai todn ding véi
n=k+1. Xét tap
| - A={1;2;3; .._.;3k+1}.
Chia A thanh cac tap

B =1{1;2;3;...; 3%},

C ={3"+1;3"+2;.,;23,

D ={23"+1;23"+2;..;3""})

Theo gia thiét quy nap thi tit m&i tap B vd D ta chon dugc 2F phan ti
ma khong ¢6 ba phan ti nao cing thuoc mot tap lap thanh cap sd cong.

b+d SN
Mat khéc, xét b € Bvad € D, ta c6 _; € C. Suy ra tap BU D gom

2k+1 phin ti thod man yéu ciu bai toan. | )
a) Vc’iin:Z, ta cé | |
Ay={z+1|zeB}={1}, Br=AUB —AnNB ={0}

V6i n = 3, ta co , . '
’A3 = {1}, B;={0;1}.

V6in=4,taco . ’ :
Ay ={1;2}, By={0}.

b) Ta chitng minh B,, = {0} khi v& chi khi n = 2*. That vay, dé thay
0¢ A, va0e B,,Vn2>1.
Véi inf)i tap X, v sb nguyén k, ta ki higu |
kX ={kz |z € X}, X+k={z+k|zeX}

Bing qui nap ta chﬁng minh dugce v6i moi n > 2 ta co:

Agn_1 = 24, — 1, |
Bon—1 = Agp—1 U By,

By =2B,

va 1 € By, 1. Tit d6 suy ra diéu phdi ching minh. g



32

Chuyen dé 1. Tap hop

1'3.

14.

15.

Gia st khong ¢6 hai phan tit nao thod man yeu ciu bai toan. Gid st
A ={ar;a9;..5ap}, B ={b1;bo;...;0,},

trong d6 p,q > 1 va p+ q > 2010.

Xét C = {c1;¢9;...; ¢}, trong d6 ¢; = 2010 — a;,Vi=1,p. Ta 26 C C X..
Theo gia thiét phan ching ta suy ra

BNC =2,

Do dé |
Bl +[C| = |BUC| < 2009.

Suy ra p+ q < 2010, vo 1i.

Gia st | X| = n. Tong s6 phan tit ctia 50 tap con A; 16n hon 257 nén ton
tai mot phan tit a thudce it nhat 26 tap, chdng han 1a A,, ..., Ay. Xét 24
tap con lai ta suy ra ton tai mot phan tit b thudc it nhat 13 tap, ching
han Agr, ..., Age. Xét 11 tap con lai ta suy ra ton tai mot phan ti ¢ thudc
it nhét 6 tap, ching han Ay, ..., Ass. X6t 5 tap con lai ta suy ra ton tai

'mot phan tit d thudc it nhéit 3 tap, ching han Ay, ..., Ass. X6t hai tap

con lai ta suy ra ton tai mot phan ti e thudc it nhat hai tap, chéng han
18 A4g, Aso. DE thay tap con A = {a,b,c,d, e} thda mén. |

Goi Ay, Ay, ..., A1y 1& cac tap hop hoc sinh dat danh hiéu hoc sinh gidi
moi mon hoc va aq,as,...,a, 14 s6 phan ti cta Ai,...,A;;. Goi m la
s6 hoc sinh (m > 10). Theo gia thiét thi a; > %,\/7] = 1,11. Suy ra
ANA #o Vi |
Truong hop 1. Tap A; M Ay c6 khong it hon 3 phan ti, ta c6 dpem.
Truong hgp 2. Tap A; N Ay chi ¢6 1 phan ti A. S6 phan ti con lai clia
A; U Ay (khong ke A) 1a

_772_1+.7_77’;_1:m;2:>52m~1.

5:a1—1+a2~\1>‘2 5

Xét Az. Do s > m — 1 nén

450 (ANAD U (ANAD) 2 5 - 12 4,

ta c¢6 diéu phai chiing minh.

Truong hop 3. Tap A; N A, ¢6 2 phan tit. Xét tuong tu trudng hop treén.
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16.

17,

Gi4 st phan ching
o ‘ k2 '
|ANad| > é—;l—,\fa e M.
Khi d6 -
> lAnaAl >k (1),

aEM

V6i mbi phan tit z € A, goi n(z) 1 s6 phin tit a € M sao cho z = ac voi

Z |ANaA| = Zn(m) |

- aeEM T€A

ce A. Ta cbd

Do z = ac tﬁOng duong véi a = cz nén n(z) < [A| = k. Do d6

TEA
Suy ra , - o
| Z}AOCLAI < k2
aeM ‘ .
trai voi (1). | . D O

Truéc tién ta xét n = 12. Dé tinh ¢ = a * b, ta viét ab dudi dang
ab=13k+r, k>0, 0<r<13.

vaddte=r.

D01<a,<12va1<b<12nenc;é0 Dodol<c<12hayc€5’12

D& dang kiém tra phép toan (%) x4c dinh nhu trén thoa man.-

Xét n = 11. Ta xay dtmg anh xa f tur tap S = {1,2,.. 111} len tap
T {0;1;2;...;10} nhu sau: -

n |1]2]3[4]5]6]7[8[9]10] 11
fm)[0|1]4]2[6]5|9|3[8] 7 |10

Bay gio ta dinh nghia phép toan (x): Néu'f(a) + f(b) < .10 thi dat

a*b=c, trong d6 ¢ € S sao cho

0) = @) + £0).

3A- CPToantohop
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Néu f(a)+ f(b) > 10 thi ddt a * b - é, trong dé c € S sao cho
fle) = fla) + f(b) — 11.

D& thay phép toan () dugc xay dung nhu trén tdn tai vd thod méan yéu
cau bai toan.

‘Ban doc hay i giai cé,ch xay dung ham f néi trén.

18. Ki hleu A, B,C, D tuong tng 13 tap hdp cac hoc sinh giéi Toan, Vat I,
Van va Lich sit. Ta c6

2 2
ANB|> 4], |BnC|> |B]

2 2
cnD|>Z(Cl, IDNAI> D]

Xét tong S = |[ANB|+|BNC|+|CND|+|DNA| Tacé
2
> 3 (Al +[Bl+[C[+ D))

Ap dung tinﬁ chat |
X[+ |Y| = [XUY|+]X Y],
ta suy ra
S > %(S+|AUB|+ |BUC|+|CUD|+ [DuAj)
hay
> —;—(IAuBI +|BUC|+|CUD|+|DUA|) (1).

Gia st khong c6 hoc sinh nao dat diém gidi & ca4 bbén mon. Khi dé
ANC =@ hoic BND=a.
Khong mét tinh tong quat ta c6 thé gid st AN C = @. Khi dé:

(ANB)N(BNC)=(ANC)NB =g,
(CND)N(DNA)=(ANC)ND = @.

3B- CHToantohop
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Ta c6
(AnB)U(BNnC)cC B
(CNnD)u(DnA)cD
: Suy ra |
[ANB|+ BN C| < |B|
|ICND|+|DnA| < |Dj.
- Suy ra | ' |
o S <|Bl+[D|.
Dé y ring ‘
X UY|>|X|,VX,Y
ta co | o
1 . _ o .
| lB|+!D|<—2-(|AUB|+[BUC']+|C-UD|+IDUA[)
hay | ' | | |

S<%QAUBH4BUCHJCUDH4DUML

trai vai (1).



Chuyén da 2

Phép dém

Phép dém c6 vai tro rat quan trong trong doi song cing nhu trong khoa
hoc: Trong dvi sdng, hang ngay ta thudng xuyén phai dém cac d6i tugng nao
d6 va vi thé phép dém dudng nhu qui quen thudc va khong ¢6 gi phai ban
dén. Tuy nhien, trong cac ki thi dai hoc ciing nhu cac ki thi hoc sinh gioi, bai
toan dém gay khong it kho khiin cho céc thi sinh. O d6, ta bit gip nhing bai
dém thiéu v& c6 ci nhing bai dém thia.

2.1 Cac nguyén li co ban

1. Nguyén li bui trit. Cho X 14 mot tap hitu han va A C X G01 A= X\A.
Khi do, ta c6 |X| |Al. |

2. Nguyen li cong. Néu A va B 13 hai tap hop khong giao nhau thi

JAUB| = |A| +|B].

Do d6, néu cong viéc X ¢6 hai phuong &n thuc hien 13 A, B va A ¢6 a .
cach thye hién, B c6 b cach thuc hién thi s6 cach thyc hién cong viec X
1Az =a+b.

Tong qudt : Cho A;, As, ..., A, 12 cac tap roi nhau. Khi dé,

L4 :'U}Ai{.

1==1

3. Nguyén 1i nhan. Néu A va B la hai tap hop hituhan thi
|A x B| = |A||B|.

36
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Do d6, néu cong viéc ¢ X phai thuc hién lin luot qua hal giai doan A va
B, trong d6 giai doan A ¢6 a cach thuc hién, giai doan B c¢6 b céch thuc
hién thi s6 cach thuc hién cong vieéc X 13 z = ab.

Tong qudt - Cho n tap th Ay, Ay, ..., Ap (n > 2). Khi do,

H |Ail -

1=1

4. Nguyen li thém bdt. Cho hai tap hop A va B huu han Kh1 do, ta c6
| A U_B[ |A|+|B| - |AmBq

Tong qudt : Cho n tép th A1, Ag, oy Ay (D> 2). Khi d‘c’),‘ ,

n

— }:(‘_1)’?"1 Z | Aiy mAiQh L NA

k=1 1<i1<i2<...<1( <N

n

U

1=1

Vi du 1. Xét tap hop'X = {1;2;3;...;2009}. Dat
A={zeX:z=1 (mod29)}.

“a) Tinh |A]. )
b) Tim sb tap con B ctia X sao cho BN A # @.

'Lo’zgzaz
| a)Xeta:EA tacoz=1 (mod 29) nena;-1+29k Ta c6

1<z <2009=0<k<69.

Vay ]A[ = 70. ~

b) Dé dém sb tap con B ctia X thod méan yéu cau bai toan ta st dung nguyén
If bu trir. Goi P(X) 1a tap bao gdm tit ca cac tap con clia X, M la tap cic
tap con B cta X sao cho BN A # @. Khi d6, P(X)\ M la tap cac tap con B
cia X ma BNA=@ hay BC X\ A. Suyra P(X)\M =P(X\A). Do dé
M| = |P(X)| — |P(X \ A)| = 22009 _ 92009-70 _ 92009 __ 1939, o

Vidu 2. Cho n 1a s6 nguyen duong. Xét s6 A = p{*.py*...p5", voi p1, P, ..y Pn
14 cac s6 nguyén t6 phan biét. A ¢6 bao nhigu u6c s6 duong phan biét?
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Lai gidi. Ki hieu A; = {0;1;2; ...; s}, 4 = T,n. M&i u6c s6 a cia A ¢6 dang
a = pi*.py°...pEr, trong d6 z; € A;. Do d6, sd udc sb clia A 1a s6 phan tit cia
tich Dé cac A; x Ay x ... X A,. Stt dung nguyén li nhan ta c6 sb udc sb clia A
la . :
S = |A1].|4g]...|An] = (01 + 1) (02 + 1)...(tn, + 1).

Vl du 3. Cho tap X = {1;2;3;...;2010}. Hoi c¢6 bao nhiéu phan ti& cia.X 1a
boi ctia it nhat mot phan tir cha tap T = {2;3;5; 7}

- Léi gidi. Ki higu M 12 tap cac phan ti chia X 13 boi clia it nhat mot phin
tt cia tap T vd

A={zeX: z=0 (mod2)}, B:{x'eX:xéO (mod 3)},
" C={r€X:2z=0 (modb)}, D={zeX:z=0 (mod7)}.

Khi d6, M = AUBUC U D. Suy ra

|M| =|A|+ [B| +|C| + |D| |
—|ANB|—-|BNC|—-|CND|—-|DNA|-|ANC|~-|BnD|
+|ANBNC|+|[ANBND|+|ANCND|+|BNCND|

—|[ANnBNCND|.

Ta cé:
|A| = 1005, |B| = 670, |C| = 402, |D| = 287,
AN B| =335, |BNC| =134, |CND|=57,
|DNA| =143, [ANC| =210, |BN D| = 95,
|JANBNC|=67, |AN BN D|=4T,
|IANCND|=28, |BNCND|=19,
| |JANBNCND|=9.

Do d6

| M| = (1005 + 670 + 402 + 287) — (335 + 134 + 57 + 143 + 210 + 95)
’ | + (67+47+28+19) — 9
= 1542.

Vi du 4. Trong mot dé thi chon doi tuyén todn qudc gia c6 ba cau: mot cau
vé 50 hoc, mot cau vé dai s6 v mot cau vé hinh hoc. Trong sb 40 thi sinh du
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thi c6 25 thi sinh lam dugc cau sb hoc, 30 thi sinh lam duge cau dai s6 va 15
thi sinh 1am ducc cau hinh hoc. Ngoai ra, s6 thi sinh lam dugc ca hai cau sb
“hoc va dai s6 1a 20, s6 thi sinh lam dugc ca hai cau s6 hoc va hinh hoc 14 5, s6
thi sinh 1am dude ci hai cau dai s6 va hinh hoc 13 10. Biét rang khong ¢6 thi
sinh khong lam dugc cau nao. Hoi ¢6 bao nhieu thi sinh lam dugc ca ba cau?

Lo gzaz G01 A, B, C tuong tng l1a tap hop cac thi sinh lam dugc cau s6 hoc,
dai s6 va hinh hoc. Theo gi4 thiét ta c6

|Al =25, |B| =30, |C| =15, |ANB| =20, |BN C.l =10,|CNA4| = 5.;
Vi’khﬁng ¢6 thi sinh khong 1am dugc cau nao nén |
| 1AUBUC| = 40.
Ap dung nguyén ly {:hém bét ta co o
[AUBUC| = |A|+ |B| + IC| - |ANB|—|BNC|~— 1Ch Al+|AnBNCY.

Suy ra | . L

| 40=25+30+15-20~-10-5+[ANBNC]
hay [ANBNC|=5.

Vay c¢6 5 hoc sinh 1lam dudc cd ba cau.

2.2 T hop - chinh hdp - hoan vi

1. T6 hap

Cho tap X gdm n phin td (n > 1). M&i tap con A gom k phin ti ciia
X (1< k < n) goi 1a mot t6 hop chap k cha n phan tit da cho. S6 céc
td hap chap k ctiia n phan tu la ‘

s n!
Ca kl(n = k)!
2. Chinh hgp
Cho tap X gdm n phan ti (n > 1). Mi bo c6 thit tu (z1; T2; ...; 1) g0m
k phan tu cua X (1 <k< n) goi 13 mot chinh hgp chap k cla n phan

‘n!

(n—k)!"

ttt. S6 cac chinh hdp chap k ctia n phan ti 12 A'C
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3. Hoan vi | |

- Cho tap X gdm n phan ti (n > 1). M5i cach sdp xép n phin ti nay
theo mot thd tu ndo dé duge goi 14 mot hoan vi cia n phan ti. Sb cac
hoan vi cia n phan ti 13 P, = n!l.. : '

Vi du 1. Cho da gidc déu A, A,...As, noi tlep duong tron (O) (n > 2). Hoi
a) SO tam gidc ¢6 ba dinh 14 ba trong sé 2n dinh cta da giac da cho?

b) S6 hinh chit nhat c6 bén dinh 13 bon trong s6 2n dinh cua da giac da
cho? : | |

Lo giaz.

a) Ba dinh bat ki cia da glac da cho tao thanh mot tam giac. M01 b6 ba dinh
cua da giadc da cho 1a mot to hop chap 3 cia 2n phan tit. S6 tam giac c6 3
dinh 13 3 trong s6 2n dinh ctia da giac da cho 1a

s (@) (2n- 2)(271 —1)n
Con = 31(2n—3)! 3 ~

~ b) Mai dudng chéo ctia hinh chit nhat di qua tam O cla dudng tron ta goi 13
dudng chéo 16n. C6 tat cd n dudng chéo 16n. S6 hinh chit nhat c6 bén dinh 1a
bén trong sé 2n dinh cia da giac da cho bang s6 cip dudng chéo 16n va bang

2 n! B n(n—l)
Cn = An—-2)! 2

Vidu 2. T cic chit s6 0,1,2,3,4, 5,6 ta lap cac s6, mbi s6 c6 5 chit s6 khac
nhau. Hoi :

a) Lap ducc bao nhiéu s6 ?

b) Lap dugc bao nhiéu s6 chin ?

Lo’z gzaz

a) Gia st lap dugc so A = Gyasa305a5 €6 5 chit s6 khac nhau. Ta c6 hal cach
dem sO A:

Cach 1. Chon a; trudc r6i chon bo (ag; as; ay; a5)'.- Sé cach chon a; 13 6. Véi
'mdi cach chon a; thi (ag, as, a4, as) 13 mot chinh hop chap 4 ciia 6 chit s6 con
lai. Do d6, s6 s6 lap dugc 1a 6. A% = 2160.

‘Céach 2: Dém s6's6 A bao gom ca trudng hop a1 = 0 roi trir di s6 s6 A trong
truong hgp a; = 0.
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S6 s6 A bao gom ca trudng hop a; = 0 1 A3
S6 s6 A trong truong hop a; = 0 12 Ag.
Vay s6 s6 lap dugc 1a A3 — Ag = 2160.

b) Gia st lap dugc s6 A = W ¢6 5 chit s6 khac nhau va' A chin. Ta .
chon a; trudc, sau dé chon as va cudi ciing chon bo (as, as, as).
Néu a; 1€ thi a; ¢6 3 cach chon. Khi d6, as c6 4 cach chon va (ag; as; as) co Al
cach chon. ‘
Néu a; chin thi a; # 0 nén a; c6 3 cach chon. Khi dé, as c6 3 cach chon va
(ag; as; a4) c6 A3 cach chon.
Vay s6 sb6 chin 1ap dugc la: 3. 4. A} +3.3.A3 = 1260.

Vi du 3. Mot ban tron c¢6 10 ghé, danh sb tit 1 dén 10. Can xép 5 hoc smh
nam va 5 hoc sinh nit vao ban. Hoi
| a) C6 bao nhiéu cach xep‘? .
b) C6 bao nhleu céach xép sao cho khong c6 hai hoc sinh cung gi6i ndo ngdi
canh nhau? ,

Lot giaa.

a) M6i cach Xep 10 hoc sinh vao ban la mot hoéan vi cfia 10 hoc sinh da cho
S6 cach xép can tim 13 Py = 10! = 3628800. '
b) Dau tién ta chon ra 5 chd dé xép cac hoc sinh nam: c6 hai cach. Vé6i mbi
cach chon.5 chd dé xép 5 hoc sinh nam c6 5! cach xép 5 hoc sinh nam va 5!
cach xép hoc sinh nit. Vay sd cach xép 10 hoc sinh thoad méan yeu cau bai toan
" la 2 5!.5! = 28800.

Vidu 4. Cho n, k 1a cac s6 nguyén dirong va k < n. Xét tap X = {1;2; 3 ;2n}.
Héi ¢6 bao nhieu hoan vi (z1; Z2;...; Ton) ctia tap X sao cho trong dé hal phan
tt k va k + n ding & hai vi tri ké nhau?

Lot gzaz Ta xem mdi cip hai phan t (k n+k) va (n + k; k) 13 mot phan
tir. Dat ,

6= (kn+k), b=(n+kk

va A= (X\{k n—i—k})u{a} B = (X \ {k;n+k})u{b}. Ki hicu S(X) la
s6 hoan vi ctia tap X trong d6 c6 hai phan tit k va n+ k ding ké nhau, S(A)
va S(B) la s6 hoan vi ctia hai tap A vd B. Ta c6 |

S(X) = S(A) + S(B) = 2.(2n — 1)
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2.3 Bai tap

2.3.1 Bai tap luyen tap

1.

C6 5 nha toan hoc nam, 3 nha todn hoc nit va 4 nha vat 1y nam. Lap

- mot doan cong tac 3 ngudi can cé cd nam vA nit, cin c6 ci nhi to4n hoc

va nha vat ly. H6i c6 bao nhieu cach?

. Mot 16p ¢6 10 hoc sinh nam va 10 hoc sinh nt. Can chon ra 5 em di du
trai he, trong d6 c6 it nhat 1 hoc sinh nam v& 1t nhat 1 hoc sinh ni. Hoi

c6 bao nhiéu cich?

Mot hop dung 4 vién bi mau do, 5 vien bi mau xanh vi 6 vien bi mau
vang. Ngudi ta chon ra 4 vien bi tit hop d6 sao cho trong sé 4 vien duge
chon khong c6 dd c ba mau. Héi ¢6 bao nhieu cach?

. D01 thanh nién xung kich cia mot truong phd thong c¢6 12 hoc sinh,

trong d6 ¢6 5 hoc sinh 16p A, 4 hoc sinh 16p B v& 3 hoc sinh 16p C. Can
chon 4 hoc sinh di 1am nhiém vu sao choi 4 hoc sinh nay thudc khong
qua 2 trong 3 16p no6i trén. Hobi ¢6 bao nhidu céich?

. T cac chit 86 0;1;2:3;4 c6 thé lap dugc bao nhiéu sé tu nhién ¢6 5 chit

50 khéc nhau? Tinh tdng ciia tit ca céc sb tu nhién dé.

. T cac chit 56 1;2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9 1ap dude bao nhidu s6 tu nhién, méi 6
'g0m 6 chit s6 khac nhau vi tong cac chit s6 hang chuc, hang trim, hang
“nghin bing 87

C6 bao nhiéu s6 nguyén duong c6 5 chit s6 ma tong cac chit s6 clia né 13
mot s6 chin?

. C6 bao nhiéu s6 nguyen duong c¢6 10 chit sé khac nhau, trong dé khong

¢6 hai chit 6 ch8n nao ding canh nhau?

. Mot ban dai c6 hai day ghé déi dien nhau, méi day ¢6 6 nghé. Nauvi ta

mudn xép chd ngdi cho 6 hoc sinh truong A va 6 hoc sinh truong B vao
ban néi trén. Héi ¢6 bao nhieu céch xép chd trong moi trudng hop sau:

~a) Hai hoc sinh bt ki ngdi canh nhau hoéc ngdi déi dien nhau thi khic
- trudong véi nhau? o

- b) Hai hoc sinh bt ki ngdi d6i dién véi nhau thi khac trudong véi nhau?
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10.

11.
19.

13.

14,

- 15.

16.

2.3.2 Bai tap tu giai
1.

(6 bao nhieu sé nguyén duong cé 5 chit s6 abede sao cho

a<b<c<d<e.

Cho tap X = {0;1;2;3;4;5}. Hoi tu tap X ta lap dugc bao nhiéu sb tu

" nhién abede f gdm 6 chit s6 khac nhau, thoa mind+e+f—a—b—c=1

C6 bao nhieu sé tu nhieén c¢6 4 chit s6 ma tong cac chit sb6 cua no 1a boi
cua 47 ’ |

C6 15 dai biéu ngdi quanh mot ban tron.

a) Hoi ¢6 bao nhieu kha ning trong sé 15 dai biéu d6 c6 it nhit mot

ngudi ngdi khong ding chd ctia minh nhut ban t6 chitc da sip xép?

b) Hoi ¢6 bao nhiéu kha nang trong s6 15 dai biéu d6 khong cé nguoi
nio ngdi dang chd clia minh nhu ban t chitc da sip xép? '

Trong mot dé thi ¢6 ba cau: mot cau ve s6 hoc, mot cau vé dai so va mot
cau vé hinh hoc. Trong s6 60 thi sinh du thi cé 50 thi sinh giai dugc. cau
s6 hoc, 40 thi sinh giai dugc cau dai s6 va 30 th sinh gidi dugc cau hinh-
hoc. Ngoai ra, s6 thi sinh giai dugc it nhat mot trong hai cau s6 hoc va
dai s6 1a 55, sb6 thi sinh gii duge it nhat mot trong hai cau dai sb va
hinh hoc 1& 50, s6 thi sinh gidi dugc it nhat mot trong hai cau s6 hoc va
hinh hoc la 45. Biét riing, ¢6 15 thi sinh giai dugc ca ba cau. Hoi ¢d bao
nhigu thi sinh khong giai duge cau nado?

Xét bang 6 vuong 4 x 4. Ngudi ta dién vao mbi 6 clia bang mot trong hai
s6 1 hosic —1 sao cho téng céc sd trong mdi hang va tong cac so trong
mdi cot bing 0. Hoi ¢6 bao nhiéu cach?

(IMO 1989) Cho n la s6 nguyén dUOng. Mot hoan vi (21 T2; ...; T2n) CUA
tap {1;2;...; 2n} dugc goi 1a c6 tinh chit T néu ton tais € {1;2;..; 2”,_1} |
sao cho |z; — £i1| = n. Ching minh rang v6i moi n nguyén duong, sb

“c4c hoan vi c6 tinh chit 7' 16n hon s6 cdc hodn vi khong co tinh chat T

Cho hai duong thing song song d, va do. Trén duong thing d; c6 10
didm phan bit, tren duong thing dp c6 n diém phan biét (n > 2). Biét
ring c6 2800 tam gidc c6 cdc dinh la cac diém da cho. Tim n?

Ddp 56 : n = 20.
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2. T mot t6 gdm 7 hoc sinh nit va 5 hoc sinh nam can chon ra 6 em, trong
d6 s6 hoc sinh nit phai nhé hon 4. Héi ¢6 bao nhiu cich?

Dadp s6 : 462 céach.

3. M'C)t\ doi thanh nién tinh nguyen c6 15 ngudi, gom 12 nam va 3 nit. Hoi
¢6 bao nhiéu cich phan cong doi thanh nién tinh nguyén dé vé giap da
3 tinh mién ndi sao cho méi tinh ¢6 4 nam va 1 ni?

Dip sé : 207900 cach. .

4. Mot doi van nghe c6 15 ngudi, trong d6 ¢6 10 nam va 5 nit. H6i ¢6 bao
nhieu cach 1ap nhém ddng ca gdm 8 ngusi, trong do6 c6 it nhét 3 nit?
Ddp s6 : 3690 cach.

9. Mot 16p hoc ¢6 33 hoc sinh, trong d6 c6 7 ni. Cén chia 16p thanh 3 0,
t6 1 ¢6 10 hoc sinh, t3 2 ¢6 11 hoc sinh, t6 3 ¢6 12 hoc sinh sao cho trong

~ mdi t6 ¢6 1t nhit 2 hoc sinh nit. H6i ¢6 bao nhieu cach? '
Dadp s6 : 43068078553500 cach.
6. Mot doi tuyén hoc sinh gidi gém 18 hoc sinh, trong d6 c6 7 em khéi 12,
-6 em khoi 11 va 5 em khéi 10. Héi c6 bao nhiéu cach ctt 8 em di du trai
hé sao cho mdi khéi c6 it nhét 1 hoc sinh duge chon?
- Dadp s6: 41811 cach.

7. C6 30 cau haéi khac nhau, trong d6 c¢6 5 cau h(")i'kh(’), 10 cau hoi trung
binh v& 15 cau hoi da. Can lap mot dé kiém tra gdm 5 cau héi thuoc da
3 loai va s6 cau hoi dé khong it hon 2. Héi ¢6 bao nhiéu cach?

Ddp 56 : 56875 cach. ’

8. C6 bao nhiéu s ty nhien chia hét cho 5 ma mai s6 gom 4 chit s6 khac
‘nhau? ‘ '

Dadp 56 : 952 sb.

9. Tu cac chit s6 0;1;2; 3;4;5;6; 7; 8 c6 thé 1ap dude bao nhiéu sé chin, méi
s6 gom 7 chit 6 khac nhau? L
Didp 56 : 20748 s6,

10. Tt céc chit s 0;1;2:3:4: 5 c6 thé lap dugc bao nhigu s6 tu nhien, méi

80 ¢6 6 chit 56 khéc nhau va chit 86 2 ditng canh chit s6 37
Dap s6 : 192 sb. |
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11.

12.

13.

14.

Tit cac chit s6 0;1;2;3;4;5; 6 co the lap dugc bao nhiéu sb chan, mbi s6
6 5-chit s6 khac nhau trong dé c6 2 chi s6 1é va hai chit so 1é do ding
canh nhau? '

Dadp s6: 108 96

1u céc chit s6 1;2;3;4;5;6 c6 the lap dugc bao nhleu s6 tu nhién, moi»
80 gom 6 chit s6 khac nhau vi tong ba chu S0 c’[au nho hOn tong ba chit
s6 cubi 1 don vi. '

Dap s6 : 108 sb.

\

‘C6 bao nhiéu sb tu nhien chin, mdi s gdm 4 chit s6 khéc nhau va nho

hon 2108?
Dadp s6 : 321 s.

Cho tap A gom n phan ti (n > 4). Biét sd tap con gdm 4 phan ti
cia A bing 20 lan sb tap con gom 2 phin tit cia A. Hay xéc dinh

k€ {1;2;...;n} sao cho s6 tap con gom k phan ti cua A 13 16n nhét.
Dip s6: k=9
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2.4 Hudéng dan giai bai tap

1. C6 ba phuong 4n chon: Phuong 4n thit nhét 13 chon 1 nha toan hoc nam,
1 nha toén hoc nit va 1 nha vat 1y nam. Phuong an thit hai 13 chon 2
nha toan hoc nit v 1 nha vat ly nam. Phuong an tha ba 13 chon 1 nha
todn hoc nit va 2 nha vat 1y nam.

S6 cach chon & phuong 4n tht nhét 13

S = C1.CLC! = 60,
S6 cach chon & phuong 4n thi hai 1a
Sy =C5.0) = 12
S6 cach chon 6 phu’ong an thit ba la
=C,;.C; = 18.
Vay sb cach chon cin tim la § =545+ 55 =90.

2. Cach 1. Dé chon duge 5 hoc sinh thod mén yeu ciu, truse tien ta chon
k hoc sinh nam (1 < k < 4), sau d6 chon 5 = k hoc sinh ni. Sé cach
chon can tim 13 |

4 ’ ' ,
S=) Ch.Ci* =2(Cly.Cl + C%.C3) = 15000. -

Cach 2. Su dung nguyén 1i bu trit. S6 cach chon 5 hoc sinh trong s6 20

- ho¢ sinh ctia 16p 1a: C3,. S6 cach chon 5 hoc sinh nam la: C%,. Sb céch
chon 5 hoc sinh ni 1a: C%). S6 cach chon 5 hoc sinh sao cho ¢6 it nhat
mot hoc sinh nam va it nhat mot hoc sinh nit 13

S =C®20~ C% — C% = 15000.

3. St dung nguyen Ii bit trit. S6 cach chon 4 vien bi tit hop da cho la Cts
Ta dém s6 cach chon 4 vien bi sao cho ¢6 du ca ba mau. S cach chon
nay la CF.C5.C4 +Cy.C3.C§ +C}.C1.CE. Vay s6 cach chon 4 vien bi thoi
man yéu cau bai toan 1

S =Cls—C;.Ci.Cy + CLC2.CL+ CL.CEC? = 645.
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4. Cach 1. Su dung nguyén li cong. |
- S6 céch chon 4 hoc sinh chi thudc mot 16p 1la: S; = Cs + Ct = 6.
- S6 cach chon 4 hoc sinh chi thudc hai 16p 1a
Sy = (CL— Ct — CY + (CE = C}) + (Ci — C3) = 219.
S6 cach chon 4 hoc sinh can tim 1a S = S + Sp.= 225.
Céach 2. St dung nguyén li bu tra.
- - 86 cach chon 4. hoc sinh trong s6 12 hoc sinh 1a: Cf,

- S6 cach chon 4 hoc sinh trong d6 mdi 16p co it nhat 1 hoc smh 1a

C2.0L.C} + C2.CL.CL + CL.CLCY.

S§ cach chon 4 hoc sinh cin tim 13 |
S =Ct — (Cg.Ci.C; + C2.CL.Cy + C3.C5.Cy) = 225.

5. e Dém sb sb lap dugc:

Céach 1. Gia st lap dugc s6 A = 102030405 thod méan yeu cau bai toan.
Vl a, # 0 nén a; cé 4 cach chon V6i mbi cach chon ay thi c6 4 cach chon
ay. V6i mdi cach chon a1, ay thi ¢6 3 cach chon az. VGl mbdi cach chon
a1, Gy, as thi co 2 cach chon ay. V6i moi cach chon ay, az, as, aq thi co 1
céch chon as. Vay, s sb 1ap duge 1a S = 4.4.3.2.1 = 96.

Cach 2. Dat X la tap céc sb c6 b chit sb6 khac nhau @jasa30405, trong
dé aq, as, a3, 04, Gs thuoc tap M = {0;1;2;3;4;5} va a1 c6 thé bang 0, Y
]a tap céc sb thudc X sao cho a; # 0 va Z 14 tap cac s thudc X sao cho
a; = 0. Ta co :

Y| =|X|—|Z| = P — P, = 5! — 4 = 96.
e Tinh tong céac sb lap dugc:
Trong tap X, mbi chit s 0;1;2;3; 4 xuét hien P5/5 = 24 lan nén
S(X) = 24(0+ 142+ 3+ 4)(1 + 10 + 10% + 10° + 10%) = 2666640,
Trong tap Z, mdi chit sb 1;2;3;4 xuét hien P,/4 = 6 lan nén
S(Z) = 6(1+2+ 3+ 4)(1 + 10 + 10° + 10°) = 66660,
Vay, téng cac s cin tim 1 |

S(Y) = S(X) — 5(Z) = 2599980.
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6. Gia st lap dugc s6 A = abcdef thod mén yéu cau bai toan. Ta c6

c+d+e= 8 nén Chl c6 thé xay ra hai kha ning

¢,d,e € {1;2;5} hoa‘c cdee{l 3;4}.

Tmmnghdpl cdee{125}th1abf6{346789} gocacso
lap dugc trong trudng hop nay 1a

S = P3. A3 = 720.

Truong hop 2. cdee{134}th1abfe{256789} Socacso
lap dudc trong truong hOp nay 13 |

Sy = P3. A3 = 720.

Vay sb céc sb thoé man yéu cau.bai todn 134 S = 5, + S, = 1440.

. Gia st lap ducc s6 A = (105030505 thoa man yeu cau bai toan. Ta co:

ay €6 9 cach chon, cac chit s6 ay, as, aq, mbi chit 86 c6 10 cach chon. Véi

-moi céch chon ay,ay, as, aq thi do a; + ay + a3 + a4 + as 13 sé chin néen

as ¢0 5 cach chon. Vay s6 s6 ¢6 5 chit s6 thod min yéu ciu bai toan 13

S =9.10%.5 = 45000,

- Chi §: C6 thé si dung da thic, xem chuyén dé 7.

. Gia st lap dugc s A = @ras a5 thod man yéu cau bai toan. Ta €6 ha1

truong hop:
Truong hop 1. Céc chit s6 chn va 18 ditng xen ké hhau:

Néu chit s6 a; 1é thi (aln', as, a5, ar, ag) 14 mot hodn vi ctia bo (1;3;5;7;9)
va (ag; a4’ ag; as; aio) 1& mot hoan vi ctia bd (D 2;4;6;8). Do d6, lap dudc
51.5! = 14400 sé. :

Néu chit s6 a; chén thi (al, as,as, a7, ag) 14 mot hoan victa bo (0; 2;4;6;8),

trong d6 a; # 0, va (ag; a4; ag; as; am) la mot hoan vi clia bo (1;3;5;7;9).
Do d6, lap dugc 4.4!.5! = 11520 sb.

Nhu vay, trong tru‘cmg hgp 1, ta lap dugc tong cong
14400 + 11520 = 25920 sb.

Truong hop 2. Co hai chit s6 1¢ ding canh nhau. D& thay, trong trudng

hdp nay cap hal chu s 18 du’ng canh nhau 1& duy nhat Néu ta chap hai
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10.

vi tri chia hai chit s6 18 d6. 1am mot thi ta duge mot s6 ¢6 9 chit sé ma
cac chu s6 chén, 1& ding xen ké. nhau va c6 5 chit s6 chin. Ta c6, sb cip
hai chit s6 1& 13 A2 = 20. Vico 5 chit s6 chin nén vi tri ddu tién 13 chu
s6 ch&n. Tru’cmg hop nay ta lap dugc 4.41.41.20 = 46080 sb.

Vay c6 tat ca 25920 + 46080 = 72000 s thoa man yéu cau ba1 todn.
a) St dung nguyén li nhan. Viec xep chd ngdi duoc chia thanh hai g1a1 \

doan: : :

Giai doan 1. Ch1a chd ng01 theo tI"UOng Co hai cach, nhu hinh minh hOa,

- duéi day

ABABAB  BABABA

BABABA - ABABAB
trong d6 ki hieu A va B dé chi chd cla hoc sinh cac trttdngAvaB

- Giag dogn 2. Phan chd ng01 theo hoc sinh: V6i mdi céch chia chd ngoi

theo truong & giai doan 1, c6 6! cach xép hoc sinh trudng A va 6! cach |
xép hoc sinh truong B. | |

Vay s6 cach Xep Cho ngm thoa man yeu ciu bai toan 1a .

2.6!.6! = 1036800

b) De ¢6 mot céch x&p chd ngdi thod man yéu cau bai toan ta thufc hlen
lan lugt cic budce sau:

‘Buoc 1. Xép chd cho hoc ’sinh X cla truong A. _
‘Budc 2. Chon ra 1 hoc sinh Y cta trudng B vA xép vio chd ddi dién véi

X.

" S6 cach xép chd can tim 13

- 8= (126). (10.5). (8 4) (63). (4.2).(2.1 1) = 33177600.

Céach 1. Gleatap cacsocoSChusoabcdesaochoa<b<c<d<e |

AlatapcacsocoSchusoabcdesaochoa<b<c<d<e B 1a tap
cacsoco5chusoabcdesaochoa—-b<c<d<e C 13 tap céc s6 c6 5
chusoabcdesaochoa<b<c<d—-evaDlatapcacsocoSchufso
abede sao cho a =b < ¢ < d.= . TacoABCDlacactapdmmotrdy

 nhauva X = AUBUCUD. Do a6

\
| X| = |A| + |B| + [O|'+ |D| = C§ + 2.Cq + C3 = 462.

" 4A-‘CDT6antQhop
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' Céch 2. Dit a’_f—: a—1,€e =e+1,taco

11.

12.

4O§‘a’<b,<c<d<e"_<_10.

M&éi bo 456 (khdng ké tht ty) thuoc tap hop M = {0,1,2,...,10} cho ta

- mot s6 ¢6 b chit so thod man yéu cau bai toan. Do do s6 s6 lap dugc 1a ‘

C3, = 462.

Tit gid thiét ta c6 a + b+ c = 7. Cac bo ba phan tit cia X c6 tong bang

7 la {0 2; 5} {0;3;4}; {1;2;4}. Goi A la tap céc s6 abcdef can tim va

= {abcdef € A: a,b,c € {0;2;5}}
"= {abcdef € A: a,b,c€ {0;3;4}}
D = {abcdef € A: a,b,ce€ {1;2;5}}.

Tac6 A=BUCUD va B,C,D 12 céc tap roi nhau. Do do

|A| = |B|+|C] + |D| =2.(2.2.1).31 4+ 31.3! = 84.

Goi A 13 tap céc sb c6 4 chit s6 abed (a > 1) sao cho a + b+ c + d chia
hét cho 4. Xét b+c+d =4k +7 (0 <7 < 3). Néur € {0,1,2} thi véi
mdi gi4 tri clia r tOn tai hai gid tri cta a sao cho a + b + ¢ +d chia hét
chodlaa=4—-rvaa=8~—r. Néur:?)thi ton tai 3 gia tri clia a sao

choa+b+c+dchiahétchodlaa=1,a="7a=09. Goi B latap cic

s6 bed v6i 0 < b,c,d < 9vab+c+d=4k+r (0 <r <2),Clatap cac

sobch01O<bcd<9vab+c+d-4k+3 taco

lA|_2><|B|+3><]C]—Zx(|B(+|C|)+|Ol—2x103+lC’I

Xét tap hop C: Gia st ¢+ d=4m+s. Néus e {O; 1} thi ton tai hai gi4

~ tri clia b sao cho b+ c+d = 4k + 3. Néu s € {2;3} thi ton tai ba gié tri

ctia hsao chobdc+d=4k+3. Goi D 1atap cacsbcd véi 0 < c,d <9

vac+d=4m+s (0<s<1), Elatap cacsdcd véi 0 < c,d < 9va

c+d=4m+s(2<s5<3). Taco |
ICl=2x|D|+3x |BE|=2x (|D|+ |E|) +|E| =2 x 102+|E\.

Xét tap hOp E: Dém truc tlep theo tong c+dta duoc |E| = 24425 = 49

Vay |A] =2 x 103 + 2 x 10% 4+ 49 = 2249.

C’hu : C6 thé stt dung da thitc va s phiitc, xem Chuyen de 7.

48 CDToamohop



2.4. Huéng dfm gie’u’ bai'tap U | | o 51

14.

13 a) Sb cach xép 15 dai b1eu vao ban 13 Pis. Do c6 dung mot cach xép 15'

dai biéu vio ban sao cho ci 15 vi déu ngodi ding chd clia minh nén s6°

- céch s3p xép 15 dai bleu sao cho c6 it nhat mot nguoi ng01 khong ding

ch6 clia minh nhu ban to chite da sip xép 1a

Py —1= 1307674367999

b) Gla sU cac dal bidu la A, Ag, ... A15 va chd ma ban t8 chitc da SAp xép
cho cac dai bleu lan luot 1a Gy, Gy, ... ,G15. Do A; khong ngdi § G nén
Ay ¢6 14 chd c6 thé ngdi. Néu A; ngdi 6 Gy thi Ay c6 14 chd c6 thé ngdi. |

Néu Ak ngoi 6 G, thi Am ¢6 13 chd c6 thé ngodi. Ct tiép tuc nhu vay ta:

c6 sd kha nang trong sb 15 dai biéu d6 khong cé ngudi nao ngdi ding
chd cua minh nhu ban t6 chu’c da sdp xép 1a 14. 14' = 1220496076800

Ki hieu X la tap hgp tat ca cdc thi sinh va A, B C tuang tng 13 tap hOp

»cac th1 sinh lam duoc cau: s6 hoc, dai s6, hinh hoc Theo gia thiét ta c6

| X| = 60, 1A|_5o |B| = .40, |C| = 30,
|AU B| =55,|BUC| = 50, quA|_45
;AmBmC]_ls -

Ap dung nguyén ly them b6t ta co

AN B| = |A| +|B| - [AUB| = 50 + 40 — 55 = 35,
IBNC|=|B|+|C|—|BUC| =40+ 30 — 50 = 20,
ICNA|l=|C|+|A| - |CUA| = 30 + 50 — 45 = 35.

Stiyra |
jAuBqu |A|+|B| +[C| - |An B| - BACI- 0N 4

+|ANBNC| |
:50+40+3Q—35—4'20,-—-35+15..—=45.

Vay s6 thi sinh khong giai duge cau nao 1a

=X\ (AUBUC)| = |X|- [AUBUC| = 60 — 45 = 15.
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‘15

16.

Do dé

De thay, néu ba hang dau tien da dugc dién s sao cho tdng céc sb trong
moi hang biing 0 va trong mdi cot c6 khong qua hai s6 bang nhau thi ta
cht ¢6 mot cach dién hang thtt tu. Ta di tim s6 cach dién ba hang dau
tien. Hang thit nhit va hang thd hai, moi hang cod C4 =6 céch dién sb
ma tong cac s6 bing 0. Trong 6 cach dién s6 cta hang thu hai, ta chia
thanh 3 loai.

Loai 1. Cach dién sb hang tht hai tring véi cach dién s6 & hang thu nhat
0 vi tri: C6 1 cach. Khi dé, c6 6 cach dién dong tht 3.

Loai 2. Céch dién sb hang thit hai trung v6i cach dién s6 & hang thu: nhéat
4 i trf: C6 1 cach. Khi dé, c6 1 cach dién dong tha 3. |

| Loal 3. Cach dién 86 han:r thit hai trung v6i cach dién s6 8 hang thit nhét '.

2 vi'tri: C6 4 cach. Khi d6, v6i mbi cach dien dong thi 2, ¢6 2 cach dién
dong tha 3. |

Vay sb cach didn s6 thod mén yéu ciu bai todn 12

S = 6.1.6 +6.1.1 +6.4.2 = 90.

S dung nguyen 11 them bét. Ta ¢6 |z; — z;01| = n nén néu z; = k thi
Tiv1 =k +n. V6i mdi k € {1;2;..;n}, ki hieu Ay 14 tap cac hodn vi ma

~ trong d6 hai phan t& &k va k+n du’ng lien tiép. Goi A 1a tap cac hoan vi

co tmh chat T. Ta co

k=1 :

Al > > 1A - Z | A N A,,|
k=1

k<h:

Tit d6 suy ra dieu phai ching minh.



Chuyen dé 3
| N hi thu’c Newton

Nh1 thitc Newton 1a cong thitc khai trlen bleu thic (a + b)“ voin nguyen
duong duéi dang da thUC | ‘

(a+0b)" Zc’f nokph

- Cong thic trén c6 nhiéu tng dung trong toan hoc vi da dugce biét dén tir trude

thai Newton. Con ban than Newton da md rong khai trién d6 cho tmdng hgp -

~ nam va phan N goal ra, nguoi ta ciing chiing minh du0c cong thic tong quat
| cla khai trién nay :

) n __ . A1 T2 n .
(a1 +ag+ ... +ay,)" = g — a1 3" ..an"
. ‘ NNl Nyt

nit+ne+..4+nm=n

Trong cac ki thi t6t nghiep T HPT, ki thi dai hoc va cac ki thi hoc sinh
g101 chiing ta thuong xuyén bit gip cic bai toan lien quan dén cong thiec khai
trién nhij thie Newton |

| Vl’ dt_1'1. Trong khai trién (a + b)” ‘cho a=b=1ta c6 dfm’g, thﬁc |
- e FCh+ ot cr—om |
‘Choa—lb——ltaco
Cl—C4+C?+ ...+ (-1)"C" = 0.
Dac bict, khi n chiin, thay n béi 2n, ta 6 |
OBt Gyt o+ OB = Chy 4 Gy 4 4 OB

o3
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- Khi n 1é, thay n béi 2n + 1, ta c6
Copsr +Copr + o+ Conr = Con + o+ ot

Bing cach tu‘dng tir ban doc ¢6 thé tim. them céc ding thlIC t6 hop thu vi
khac. :

Vi du 2. Cho n 14 s6 nguyén duong. Hay tinh tong sau
S=C+2C%+ ...+ nCl.
Cdch gidi 1. (Bién d6i s6 hang téhg quat). Ta c6

k n! 6 (n —1)! k-1
= = n. =nC,_1.
S gy s T T R

- Do d6 |
o S:n(0,2~1+01 +o+ O = n2v L
Céch gidi 2. (Sit dung dao ham). Xét khai trién | |
| (‘lff}—x)n2034-07133'*-05582‘4.—...“"0:33”.
Lay dao haiﬁ‘ hai vé theo bién z té duoc
n(l +z)" ' =Cp+2Cz + ... + nCtz" L.
Choz =1tacé S =n.2""1 | |
Vi du 3. Cho n 1a s6 nguyén du’dng:- Hay tinh tfmg sau

Cl 02 Cn
0 — ——
S = 0+2+3+ e

Cdch ¢idi 1. Bién d6i sb hang téng quét. Ta ¢6

R N S VS N WA
k+1 k+1kMn—k! n+l(k+D)n—k! n+1 "
'Dodé |
: 1 1 2 n-+1 27?,—{—1‘___1
8= (04—1"*"0714-1+ +Cn+1): —

n+1 n+1
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Céch gidi 2. (St dung tich phan). Xét khai trién
(142 =0 + Gz +Cla* + ..+ O™,

Lay tlch phan hai vé tit O dén 1, ta c6

(1—I—3:)”+1 0 LI x”“) 1

— | =|C+C —+C:—+ ..+ C} :

n+1 lo n? ”2+””3_'+ +_ n+1/ lo
| ontl _ |
S S=—
S =S

Vi du 4. Cho n 12 s6 nguyen duong. Hay ching minh dang thic t3-hop sau:
(CP+ (G + .+ (CR) = G,

Loi gzaz Ta thdy C% 13 hé sb clia z" trong khai trién nhi thic NeWton cla
biéu thitc S(z) = (z + 1)2”. Ta xét mot cach khai trién khac cta S(z):

. ' n . |
S(z) = (z+1D"(1 + )" (Z Chgn- k) (Zcﬁ::ﬁ) .
' . 1=0 ‘
Ta c6 he sb cta z" trong khai trién tren 13
= (Co)? + (Co)* + .. + (CR)*.
(G (G + . 4 (CR)? = C3,.
Vi du 5. (Dé thi dai hoc khéi A nam 2006). Tim he sb6 clia s6 hang chia 26
, / 1 n . .
trong khai trién nhi thic Newton cua, ( ;T 7 ) ) blét rang
02n+1 + Czn+1 +o+ 05, =27 1-.
Loi gidi. Trude tien ta di xac dinh n. Ta c6
Cho = CBH* Wk = 1,2, .,n
Suy ra
n ‘ . n-+1 .
Contt + Oanir + oo Oy = 5 (Congs + oy + -+ O3a) — 1.

22“+1 oo,

L\Dlr—‘wlr—-l
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Tir gid thiét ta suy ra 2°" — 1 = 220 _ 1 hay n = 10. |
Bay gld ta di xdc dinh he s6 clia s6 hangchita 2*°. Ta c6 khai tridn:

(1 ) ZO 10k 7 | chéxllk —40.

He sb cua a;"% 13, C{“O ting v6i k thod man:
11k —40 =26 < k = 6.

Vay hé sb ctia s6 hang chia %0 la C%, = 210.

3. 1 Bai tap

3.1.1 Bai tap luyén tap

1. Gia sit ¢6 khai trién
@+ D)z +2) =21+ a0+ .+ a10% + a11.
Hay tinh he sb as?

2. (De thi dai hoc khdi A nam 2004) Xac dinh ‘hé, s6 cia z® trong khai
trlen nhi thitc Newton clia o

S(a:) = (1 +~‘332(1 —'a:))s'. -
3. (D& thi cao ding nérﬁ 2008). Tim n ‘nguyén duong sao cho
Ol 4202 4. 4 27O = 3280 |
| | 4, Chvo'ni 14 s6 nguyen dﬁdng. Hay tinh ‘té,‘ng sau
S=Cph+ ZC; +3C2 +.... + (n+1)Cm
5. Cho n > 2. Tinh tong

S =12.02423.C3 4 ot (n — Dn.CL.
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6. (Dé thi dai noc Luat ndm 2001) Cho n 1a ‘s‘é_\ nguyén' d'uang, n > 1.
- Chitng minh rang ‘ :

Cl3m~ 1+2023“ 2+3033” 3+ +nC’"—-n4" 1

7. Cho n > 2. Tinh tong o

1, 1. SR
S, (NI 200 S cr,
2 s T G Do)

8. Ché n 1a sé rig‘uyén "dulolng, n > 2. Ti’nh.téng“
o S=1 C’1+2202+ 0.
9, (De thl Hoc vién KTQS nam 2000). Xét khal trién
| (14 2x) 2= g, —}—__alx bt algz
a) Tinh tong cac he s6
| S—~ao+a1+ -+ ago.
"b) Xac dmh k sao cho ay dat gla tri ldn nhat

10. Cho m,n,p la cac so nguyen duong thoa man: 0 <m < p < n. Chu’ng |
~ minh réng .

CL.Co, + C2.Cl .._+cg*m.cm Yo

3.1.2 Bal tap tu’ glal

1. (Dé thi dal hoc khéi D nim 2007) Tim he s6 clia s6 hang chua, 5 trong |
kha1 trlen thanh da thutc ¢lia bidu thufc

| S(z) = 2(1 22) + 22(1 + 3z)™°.
- 2. Xac dihh hé ‘.S(A) cua, z8 ti‘ong.k’hai trién nhi thﬁ'cNewton: cua,
1 —\" |
(_5 + $5> R
\z

biét o -
| Crfi =Gl =T(n+3).
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10.

11.

. Tinh tdng

. Khai trién biéu thic S(z) = (1 4z + 2 +2°)°"° thanh da thic ta dugc

S(z) = ap + alx ot a2010x2010

a) Tinh t(%hg cac hé sb S = agp + ay + ... + aa010-
b) Tim hé sb ag. |

. Tinh-tdng

S =1.23C% +2.34C% + ..+ (n—2)(n— n.Cr.

. Tinh tong

1 1 o 1
5= Loy Loy oy 1 o
S=aO et G D D)

S =202 +4CE +6CS +..+2nC5".

. Tinh tong

1 o

1
S: ”2“02

. Tinh tong

) 22n, o
C3 + ..+ —C .

22 24
S=__0Cl 4+
9 ~2n + om

- 4 |
(D@ thi dai hoc khéi B nam 2003). Cho n la s6 nguyén duong. Tinh tong

: 2 3____1‘ ' 2n+1‘_.1
S=CP+ g—~——1-C,§+-2————'——O§+...+—————-CQ.
2 3 n+1

(D& thi dai hoc khdi A nidm 2005). X4c dinh n nguyén duong sao cho
CM 2.21.C5, 1 + - + 20+ 1).27.C50.

(D& thi dai hoc khéi A nam 2007) Cho n 13 s6 nguyén duong. Chiing

minh rang
221 — 1

on+1

§O§n+z(]§n+...+ 02” 1.
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12. Tinh téﬁg 2010 - ‘

1 9
S = 5021010 + ‘3;022010 +ot 2011038118-

13. Xac dinh-n nguyen duong sao cho

‘1 7
10 (1+9-71+...+ C"‘) = 1023.
’ 2 | n+1/

14. (D& thi dai hoc kh6i D niim 2003). V6i n nguyen duong, goi agn_s 1a he
80 ctia 2373 trong khai trién nhi thitc Newton cia, (:1: +1)"(z+2)". Hay
“x4c dinh n sao cho as,_ 3 = 26n. » ‘

15. Xét khai trién

1 2.\ |
<§+.§x) :a0+a1x+...+a10$10.

- X4c dinh & éad cho ay dat gié tri 16n nhét. |
}16. Cho k_,ﬁ la céc s6 nguyén dﬁong vé k. _<*» n. Ching minh réng
COCK 1 CACEH 4. 4 Coken — cprb.
17. Cho m, n 13 céc sb nguyén dudng. Chﬁhg minh réng
OO+ Gy + o+ OB = OO
| 18. Cho n 14 s6 nguyén duong lé. Tinh téng o
. — (G124 2(C2 + ...+ m(CH)2

19. Tinh téng

1 1
S = Chyge — 5022009 + gcgoog "‘ SR 5009 Cégggg
20. Tinh téng
s= G +‘§—9?- 4+ Cang

78 ' 89 2009.2010°
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3.2 Huéng dan giai bai tap o
1 Ta cé ‘khai‘ trién o | |
(54 1)1° = C0a™® 1 Clya® + .Coy + CI2.
He Sf) a5 ing véi z° nén | | |

as = Ciy + 2.C5 = 672.

2. Ta cb
| 8 k
S(z) =) Ci (2*(1 - z))
k=0 .
8 .
= Cfz™*(1— )t
k=0
| 8 “ ko
=1+ Z (Cga:% ZC’,’;( 1)7’7:”)
k=1 ‘ p=0

Héchﬁ cla, m‘s‘ trong khai tﬁén trén ing v6i cdp (k,p) thoa mén:
0<p<k § 8 va ~2k+p"¥'8. -
Cé’ hai cip thoa man 1a (3; 2) va (4;0). Vay he'sb clia 28 cin tim 1a
a= C§.C§.(v—1)2 + CE.CY.(-1)° = 238. B
3. Ta co .

CCl4 202+ ...+ 27 Cp = 3280

o Y4201 4+ 22C2 4 ... +27CT = 6561
& (14 2)" = 6561 ‘
en=8.

4. Céch gidi 1. Tach tong S thanh hai tng

S, =Cl4+Cl+..+C", Sy=1Cr+2C%+ ... +nCq.
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3.2. Huéng dan gidi bai tap

Ta c6 S; = 2". Xét S5: Bién ddi s6 hang téng quat

kCE = nCkol
Suy ra, o
52 =n(C°_, + Cﬁ“ + .. + Cnli) =n2""1
Vay .y _

S = 51+52 (n+2)2” .
Cdch gmz 2. Xet khai trién |
‘(1.+:z:) CO+C’1:U+C2:1:2+ +C” n
Nhan cé hai vé vil x ta cod |
z(1 + in)’” = Cpz + Cpz® + 02333 + .+ Cra

L&y dao ham hai vé& theo bién z ta c6

(1+ é)” +nz(l+ )" =04 20z + 30227 + ... + (n+1)Crz".

Choz =1 ta c6 - -
- . S=(n+2)2""

| 5. ddch gidi 1.Ta c6
(k — 1)ka =n(n - 1)0}; g,\m =1;2;..n
Suy ra | | N | |
S =n(n-1) (02_2 +C! .+ + Cg:g) = n(n_ 1)2"2.
} Cdch gm& 2. Xet khai trién | | |
(I+ :r:) CO+Clx—I—CQ:1:2+ +C” "

Lay dao ham cip 2 hai vé theo bién z ta duge

Choz=1 taco S = n(n'— 1)2n—2 | " \ S
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6. Céch gidi 1. Dt S = C13n~1 4+ 20232 + 3C33" % + .. +nC” Ta c6 .
| kC’“--an1V1<k<n
Suy ra |
S=n (CO 37+ C},,_l?»”"Q +..+C) =n(3 —l—\'l)”"1 = n4" 1,
C’ach gzaz 2. Xét khai trién |
(3+z)" C’OS" + Cr3™” 1:1: + C23™ 23;2 + ..+ Crx"™.
Lay dao ham hai vé theo bién z ta dugc
n(3 + :c)""l = C13" 1 4 2023" 2 + ... + nCpa™ .
Cho z = 1 ta cé diéu phai chiing minh.
7. Céch gidi 1.Ta c6

1 ~k 1 k42

FE) T o F1)(n+2) Cnta

Suy ra
1 .
S = CESCEe) (C2+2 +C3 O
1

~ T e Gl 4 Ot = = Gl
2 __p—3 |

B ('n+1)(n+2)'

~ Cdch gidi 2 Xét khai trién
| (1+2)" = C’O+Clzv+02x2+ +Cpa™,
| Léy tich phan hai vé theo bién z tit 0 dén ¢ ta dugc

14t n+1l __ 1 tn—H
1+1) ' C%+C1 + .. +C”
n+1 n+1

L4y tich phan hai vé theo bién ¢ tit 0 dén 1 ta dudc

2”*2—71——3

5= (n+1)(n+2)
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‘8. Céch gidi 1. Véi k > 2, ta c6

’I’L’
EC ""“<,—-—1>'(n—— 2
*"“‘,’“*‘””( —‘1>>'<'n- ]

n(n — 1)0k § + nC’k

Suy ra

—~n+n(n— 1)2" 2—*-72(2” b 1)
=n(n+1)2""
Céch gidi 2. Xét khai trién
. (1_|_l.)n CO+0133+023;2+ +Onn.
Lay dao ham hai vé& theo bién z- ta duoc
n(l + )"l = C;- +2Chz + ... + nCpz™ .
thanygé hai vé v6i z ta dugc |
nz(l+z)"' = Cly +2C2* + ... + nCra™,
Lay dao ham hai vé theo b1en x ta dugc |
n(l + z)" ™ +n(n - 1)z(1 +2)"2 = 1 'CF +22C%z + .. + 7‘12(]258"*1..
Choletaduac»‘ | |
S = n?“"l + ﬁ(n'—- 1)2"7% = n(n + i)zm—2.

9. a) Choz =1tacé S = (1+2)2 = 531441.

b) Ta ¢6 a), = C%, .2k, De tim hé s6 a; 16n nhat ta sap xép lai day (ay).
Xét ti 56
: , W1 _ Ck+1 21c+1 (12 _ /{})
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Ta c6 |

Ak+1 > A <= kE<T.
Do do6 ta c6 | |
ag < a1 < @y < a3 < a4 < a5 < ag < a7 < ag
Tag > ag > aip > a11 > A1z |

Vay hé s6 16n nhét 13 hé s6 ag, 1ng véi k = 8.

10. Ta c6 C%,,, 1ahe sb clia aP trong khai trlen nhi thitc Newton clia S(z) =

Vay

(1 + )™ Ta xét mot cach kha1 trién khac cta S(z):

S(e) = (14201 +5)"
_ (Z C’“:c’“) (Zc:nf)‘ |
k=0 s=0 /

He sb clia 2P trong cach khai trién nay 1a

ap:ZCS;CS CPCO+CPICI+ +Cpmcm_

k+s=p

cg.co Cr-LOL 4 4 CEOT = Oy,



Chuyén dé 4
Nguyén tac Dirichlet

4.1 NOoi dung nguyén ti’ic Dirichlet

Nguyén tc Dirichlet mang tén nha todn hoc ngudi Ditc: Peter Gustav Dmchlet
(1851-1931), dugc phat bidu hét sic don gian: :
- Néu nhét n+1 con thd vao n cdi long (n la s6 nguyén du’dng) thi ¢6 mot
long chita it nhét hai thé. |
- Néu nhét n(m — 1) + 1 con thé vao n cdi long (m n la sb nguyen duong)
thi ¢6 mot long chita it nhat m thé. |
Hodc mot dang phat biéu khac, thuong hay st dung
- Néu nhét m con thé vao n cai long (m,n la s6 nguyén duong va m khong

chia hét cho n) thi c6 mot long chita it nhit [—7—1—] + 1 tho.

St dung phuong phap phan chiing, ta cé thé d& dang chitng minh dude nguyén
" tac Dirichlet.

Mic dit duge phat biéu hét stc don gidn nhu vay nhung nguyén tic Dirichlet
lai ¢6 nhiing tng dung hét sitc da dang, phong phi, trong nhiéu linh vyc va
rat hieu qua. :

Déi v6i ban doc méi 1am quen véi nguyéen tac nay xin tham kh4o cubn sach
cua clng tac gia:

"Cédc chuyén dé sé hoc bdi dudng hoc sinh gidi THCS - NXBGD VN'.
Trong cudn sach ndy ching ta di sau hon véi nhitng vi du va bai tap doi héi
nhing thao tac tu duy phic hop va kha, nang xu li cac dit kién va yéu cau mot
cach tinh té.

Xét cac vi du sau:

Vidu 1. Xét tap M = {1,2,...,9}. V6i mdi tap con X ctua M, ta ki higu S( )
12 tong cac phan ti thuoe X. Chlmg minh riing trong s6 26 tap con X cuia M
v6i | X| < 3, ludn ton tai hai tap A va B sao cho S(A) = S(B).

65

5A- CBToantohap
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Loi gidi. Ta chia cac tap con X ciia M thod méan | X| < 3 vao cac long, m6i
16ng bao gdm céc tap c6 ciing téng cic phan ti. Do 0 < S(X) < 24 nén c6
25 16ng. Do ¢6 26 tap X vdi < | ) : : 1C
16ng. Didu d6 c6 nghia la tdn tai hai tap A, B sao cho S(A) = S(B) ]

Vi du 2. Cho tap X = {1, 2, ...,2009}. Chung minh ring trong s6 1006 phan
t1r bat k1 cia X ludn c6 hai phan tit c6 tong bing 2010. ‘
Lot giazr. Chia tap X th'anh cac cap

*(1,2009), (2,2008), .., (1005, 1005).

Vi ¢6 1005 cip va 1006 phan ti nén ton tai hai phin t1 thuoc cing mot cap.
Hai phin t ndy thod man yeu ciu bai toan. O

" Vidu 3. Cho t‘ap X =1{1,2,3,...,,81}. Chitng minh réng trong 3 phan ti tuy

¥ clia X ludn c6 hai phan tit a,b sao cho
| 0< Ya—-vVb<1.

Loi gidi. Xet 3 phén tt z1, z, 3 clia X. Dt ¢; = /x;,1 = 1,3, ta c6

1 < ¢ < 3. Chia khoang [1 3] thanh hai khoang [1;2] va [2; 3]. Theo nguyen
tdc Dirichlet thi trong ba s6 cl, Cg, c3 ¢6 hai s cling thudc vao mot txong hai
khodng noi trén. Gia suf ha1 s6 d6 la z = \/a_ va y = v/b thia,b la hai 86 thoa

- mén yéu cau bai toan. -~ ]

Vi du‘/;l Bén trOng tam giac ddu ABC c6 canh bfing 6 cm, cho 13 diém phan
bigt. Chttng minh ring tdn tai hai diém trong sé 13 diém da Cho ma khoang
cach gifta ching khong vuot qui v/3 cm.

Loi gidi. Dé ap dung dugce nguyén tac Dirichlet, ta chia tam giac ABC thanh
12 phan (mdi phan tuong tng v6i mot 16ng) sao cho trong mdi phan, khoang
cich gitta hai diém bét ki khong vuot qua +/3 cm, ching han nhu hinh vé:

A
M
L/ D)
NY 5 -
BZ - C

5B- CDToantohop‘
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Theo nguyén tdc Dirichlet, trong s6 13 diém da ¢ho ¢6 it nhit hai diém
thudc cting mot phan. Hai diém nay thoa méan yéu cdu bai toan. o

Vi du 5. Trén mit phing cho 6 diém, trong d6 khong c¢6 3 diém ndo thing
hang. Céc diém da cho duge ndi véi nhau béi cac doan thing, mdi doan thing
dugce t6 b6i mot trong hai mau: xanh hodc dé. Chiing minh r3ng ton tai 3
diém trong s 6 diém da cho tao thanh mét tam gisc ¢6 3 canh cling mau.

Lot gidi. Xét didm A trong s6 6 diém da cho. Néi A v6i 5 diém con lai ta
‘dugc 5 doan thing. Theo nguyeén tic Dirichlet thi trong 5 doan thang d6 c6 it
nhat 3 doan cling mau. Gia sit 3 doan AA;, A4y, AA; cling mau do.

Néu mot trong cac doan A;A;, trong d6 1 gki,j < 3vii#j,comauddthi
tam gidc AA;A; thda méan yeu ciu bai toan. Néu cd ba doan A; Ay, Ay As, A3A,
‘déu mau xanh thi tam gidc A; A, A5 thda méan yéu ciu bai toan. O

Vidu 6. (VMO-2004) Cho tap A = {1;2;3;...;16}. Hay tim sd nguyén duong
* k nhé nhét sao cho trong méi tap con gdm k phan tit clia A déu ton tai hai sd
phan biét a,b ma a? + b? 13 mot s6 nguyén t6. |

Loi giai. Ta thiy, néu a,b cing chin thi a? + 2 13 hop s6. Do d6, néu tap
con X ctia A c6 hai phan t phan biét a, b ma a® + b2 13 mot s6 nguyén t6 thi
X khong thé chi chita céc sb chin. Suy ra k > 9. Ta chitng-té k = 9 13 gia tri
nho6 nhét can tim. Didu d6 c¢6 nghia 13 v6i moi tap con X gdm 9 phan tit bat
ki cia A ludn ton tai hai phan tit phan biét a, b ma a? + b? 13 mot s6 nguyén
't6. Dé chitng minh khing dinh trén ta chia tap A thanh cdc cap hai phan tu
phan biét a,b ma a® + b% 12 mot s6 nguyén t5, ta c6 tht cd 8 cip:

(154), 2:3), (5:8), (6 11), (7 10), (9 16), (12,13), (14,15).

Theo nguyén téc Dirichlet thi trong 9 phan t chia X c6 hai phin t& thudc
ciing mot cidp va ta c6 diéu phai ching minh. »
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Trong céc vi du trén ching ta thay nguyén tic Dirichlet dugc 4p dung hét
sttc da dang, khong phai lic ndo ciing dé dang nhan ra duge "tho" va "long".
Dé c6 thé 4p dung nguyén tic Dirichlet cin phai ¢6 nhitng suy luan hop i,
nhitng phdn dodn va ki ning bién doi gid thiét va két luan nita. Dudi day la
he théng bai tap dé céc ban thit stc v rén luyén ki ning 4p dung nguyén téc
tha vi nay. ‘ ‘ |
4.2 Bai tap
4.2.1 Bai tap luyén tap

1. Cho tap X = {1,2,...,2010}. Ching minh riing trong s6 1006 phan ti

bat ki ctia X luon c6 hai phan ti nguyén té cling nhau.

2. ching minh ring trong 39 sé tu nhién lign tiép bao gid ciing tim dugc

mot s6 ma tong cac chit s6 clia né chia hét cho 11.

3. Cho tap X = {1,2,3,...,200}. Chting minh ring v6i moi tap con A cia
X c6 s6 phan ti bing 101 ludn ton tai hai phan t ma phan t& nay 1
bdi ctia phan tit kia. |

4. Trong hinh chit nhat 3 x 4 ¢6 6 diém. Chitng minh ring trong 6 diém dé6
c6 hai diém A, B ma khoang cach giita ching khong vuot qua /5.

5. C6 65 ngudi dén tit hai quan, mbi ngudi lam mot trong 4 nghd. Biét ring
¢t 5 ngudi cing nghé thi cé hai ngudi cing tudi. Chitng minh ring c6 it

" nhét 3 ngudi cling tudi, lam cling mot nghé va ciing dén tit mot quan.

6. Cho n > 1 va n + 2 s6 nguyén duong

1<a; <ay<...<appo < 3n.
Chting minh réng ton tai hai s6 a; va a; sao cho n < a; — a; < 2n.

7. Cho tap M gom 11 s thyc phan biét tit trong khoang tit 1 dén 1000.

Chting minh rdng, ton tai hai s6 = # y sao cho
| O0<z—-y<1l+4+3Fxy.
8. (Korea 1995) Cho m 13 s6 nguyen duong. Chitng minh ring ton tai hai

s6 nguyen a, b théa man: |a| < m, |b| < m sao cho

1++2

m+ 2

0<a+bV/2<
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10.

11.

12.

13.

14,

15.

4.2, Bai tap » . o o 69

Cho )" 7 = 1. Chitng minh riing, v6i moi s6 nguyén k khong nhé hon 2
1=1

déu ton tai bo sd nguyén (a;) khong dong thoi bang 0 va |a;| < k — 1 Vi

sao cho
_______1__)_[
— _ 1 .

(Dinh 1i Dlrlchle) Cho « la mot sb vo ti. Chitng minh rang, ton tai vo .
han céc sb6 nguyén p, q vdi ¢ > 0 520 cho

p.
a_._.

1
< e
q 2

~

q

(Dinh 1i 86 du Trung Hoa) Cho m,n 13 cac sb nguyén duong, nguyen
t6 cing nhau. Chiing minh ring hé sau c6 nghiem '

{:U =a (mod m)
b

(mod n).

il

Cho tap A = {:Eal,j:ag,...,iaw}, trong d6 a; € Z va a; # 0. Xét s6 _
nguyén duong m < 1024. Ching minh réing ton tai tap con S clia A sao

cho néu a € S thi —a € S vd Y a chia hét cho m.
- a€S :

Cho n 14 s6 nguyén duong va khong chia hét cho 10. Ching minh rg’mg
ton tai s6 nguyén duong a chia hét cho n va trong biéu dién thap phan .
ctia @ khong chita chit s6 0 ndo.

Cho céc sb thuc a;,b; (i = 1,2,3,...,2009) thda man
| | a? + b2 =1,Yi=1,2,...,2009.

Chitng minh r3ng ton tai cip chi s6 (p,q) v6i 1 < p < ¢ < 2009 sao cho

’/T2

ApQg -+ b b >1-— W
Trén mit phing toa do, mot diém A(z, y) duge goi 14 diém nguyén néu
T,y € Z. Gia su A A2A3 Ay 1a mot n-gidc 161 c6 tat cd cac dinh 13
diém nguyén. Biét ring mién da gisic d6 (bao bdm tat ca cac diém thudc
mién trong va thudc bién) khong chita bét ctt mot diém nguyen nao ngoal
chinh céc dinh A;; A,, ..., A,. Chitng minh ring n < 4.
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16.

17.

18.

19.

20.

- 21.

(USA 1976): Ngu01 ta t6 mau cac 6 vuong clla mot bang 4 x 7 béi hai
mau: den, tring; m&i 6 mdét mau. Ching minh ring, v6i bat ki cach to
no ta ludon tim duge mot hinh chit nhat ¢6 cac canh ndm trén cac dudng

luéi ma 4 66 4 dinh cing m6t mau. Khang dinh con ding nita hay khong

v6i bang 4 x 6.

Cho tap hitu han X. Ta chon ra 50 tdp con A, As, ..., Asy, mbi tap déu
chita qué nia s6 phan ti cia X. Chitng minh ring ,

a) Ton tai phan tit a thudc it nhat 26 tap da cho.
b) Ton tai tap con A clia X sao cho sb phan tit cia A khong vugt qua 5
3 .

AN A; # @,Vi = 1,50.

V6i s6 tu nhién A = ayaz.~a; ta ki hieu 4 = a,6,-7..a7. Hay tim tit ca
cac s6 nguyén duong k c6 tinh chét: néu A chia hét cho & thi A chia hét
cho k :

C6 15 dai biéu ngdi quanh mot ban tron sao cho khong ¢6 vi ndo ngdi
ding chd ctia minh nhu ban td chitc da sip xép (cac vi tri duge xép cach
déu nhau). Chitng minh riing c6 thé xoay ban dé c6 1t nhit hai dal biéu
ngodi dang chd ciia minh.

Hay chi ra mot cach xép sao cho c6 diing mot dai biéu ng01 ding chd va
moi cich xoay ban cling chi c6 khong qua mot dai biéu ngdi dung chd.

Cho tap M gdm 2002 s6 nguyén dUOng, mdi s6 chi c6 udc nguyen to
khong vugt qué 23. Chitng minh rang t()n tal 4 sb6 phan bist trong M cod

tich 1a liiy thita bac 4 ctia mot s nguyén.

Cho A I3 tap gom n sb6 nguyén t6 phan bigt va M 1 tap gém n+1sé tu
nhién phan biét sao cho mdi sé trong M déu khong 12 s6 chinh phuong

- va chi ¢6 udc nguyen t6 thude A. Ching minh ring c6 thé chon ra trong

M mot sd so co tlc_h 1& mot s6 chinh phuong.

4.2.2 Bai tap tu glal

1.

Xét tap X ={1,2,3,...,2010}. Chu‘ng minh ring trong s6 1006 phan tu
ctia X ludn ton tai ha1 phan t a va b sao cho a — b = 2.

: Chung minh ring trong s 2010 nguot tuy ¥, bao g10 ciing cb hai ngudi-

c6 sb ngudi quen bang nhau.
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10.

. Tren mit phing cho 17 diém phan biét, hai diém bét ki trong chiing

dugc ndi véi nhau bdi mot doan thing, mdi doan thing duge t6 bdi mot
trong ba mau: xanh, do, ving. Ching minh ring ton tai mot tam giac
c6 ba dinh 1a ba trong s6 17 diém da cho va ¢6 ba canh cling mau.

. ‘Cho 51 s6 nguyén duong khac nhau, mbi sb ¢ kh@ng qué 2 chit 6. Chﬁng

minh ring trong 51 s6 da cho ¢6 the chon ra duge 6 s6 sao cho hai s
bat ki c6 chit s6 hang chuc khac nhau va chtt 56 hang don vi khéc nhau.

. Gia st X 15 mot tap thy § da cho gdm 6 s6 vo ti. Hoi c6 ton tai hay

khong tap con M goém 3 phan tit cia X sao cho tong hai phan tu bat ki
ctia M déu 1a sb vo ti. '

Ddp s6 : Ton tai.

. Cho tap hop s6 M = {1,2,3,..,n},n > 2. Hay tim s6 m nho nhét sao

cho trong modi tadp con chita m phan t& ciia M déu tdn tal it nhat hal s6
a,b ma sb nay 13 boi cla sb kia.
n -+ 1]
— 1.
5 +

Dap s6: m = [

., . S . a4z - 2, 2010 . L i qex
Chtng minh ring c6 vo sé sb chia hét cho 19°° ma trong bieu dien
thap phan ctia né khoéng c6 cac chit 86 0,1, 2, 3.

. Cho céc sb nguyén 1 < a1,a9,...,ap, < mval< bl,bg_,...,bm < n thoa
man :

].<CL1,CLQ,.. CLnS’ITL va 1‘\()1,[)2,.. b <n

Chitng minh rang ton tal cac sb nguyen p,q,T,s Vi p,q > 1va r,s>0
sao cho

Oy -+ Qp+1 + ... + Aptr — bq + bq—H. + ... +qu+5.

. C6 201 ngudi dén tir 5 nudc khac nhau. Trong mbi nhém 6 ngudi c¢6 it

nhat hai ngudi cling tudi. ChlIng minh ring c6 it nhéat 5 ngu01 dén tu

cung mot nudc, ¢6 cung tudi va cung glol tinh.

Ching minh ring trong sé 9 sé thuc phan biét luon tn tai hai s6 a va
b sao cho | -

0< a—b <2 —1.
1+ ab
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17,

18.

Chting minh ring trong 4 s thyc duong khong nhd hon 1 ludn ¢6 hai s6

a, b-sao cho | |
| VE=DE-1) _ V3
ab - 2

(Poland 1998). Cho ay, as, ..., a7, by, ba, ..., by > 0 thda man
a; + b; < 2,Vi = T, 7. Chitng minh riing t3n tai k # m sao cho
!CL;C — aml + Ibk — bm[ < 1.

(Thi vo dich Balan). Gi4 sit mot tam gidc c6 thé dit vao trong mot hinh
vudng don vi sao cho tdm cta hinh vudng khong niam trong tam giac.
Ching minh ring c6 it nhat mot canh clia tam gidc khong vuot qué 1.

C6 101 hinh chit nhat véi do dai céc canh 1a céc s6 nguyen khong vuot
qué 100. Chitng minh rang trong s6 cic hinh chit nhat d6 cé it nhit ba
hinh chi nhat A, B, C’ sao cho ta c6 thé dit A vao trong B vi B vao
trong C'.

Cé 9002 qud béng duge danh sé thit tu tuy § tir 1 dén 2002, mbi qua cod
mot trong 6 mau: xanh, d6, tim, vang, tring, den. Chung minh ring c6
it nht mot qud ma sé thit tu cia noé béng tong s6 thi tu ciia hai qua
béng cung mau, hodc gip doi sé thit tu ctia mot qua béng cing mau
khac.

Moi dinh ctia mot hinh ctu gide déu ta t6 bdi mot trong hai mau: xanh
hoac d6. Chitng minh rang

a) C6 it nhat 10 tam gidc c6 tt ca cac dinh cung mot mau.

b) Trong s6 10 tam gi4c c¢6 tit ci cac dinh cing mot mau, ¢é it nhét hai

tam gidc dong dang.

(Dmh i Erdos - Szekeres) Cho m, n 1a céic s6 nguyén duong. Ching minh
rang v6i mot day gom (m —1)(n — 1) +1 s6 thyc phan biét luon tdn tai
mot day con ting gom m s6 hang hodic tn tai mot day con gidm gdm n
s6 hang.

(IMO-1991) Cho S = {1,2, ...,280}. Tim s tu nhién n nhd nhit sao cho

'moi tap con gdm n phan ti cta S déu chia 5 sb d01 mot nguyén t6 cling
‘nhau.



4.3. Huong dén giai bai tap | 73

4.3 Hudng dan giai bai tap
1: Chia tap X thanh céc cip
(1,2),(3,4), ..., (2009, 2010).

C6 tat ca 1005 cip va 1006 phan ti nén theo nguyén tic Dirichlet, ton
tai hai phan t thudc cing mot cap Hai phan t@ ndy nguyén t6 clng
nhau. | ; O

2. Xét 20 s6 dau tien. Trong 20 s6 nay c¢6 2 s6 c6 chit s6 tan cling 1a 0. Mot
trong hai s6 d6 c6 chit s6 hang chuc khac 9. Gia sit s6 d6 1a N. Xét 11 s6 -

N,N+1,..,N+9,N +19.
Tong céc chit sé clia cac sb nay tuong ing 1a
s, s+1,s+2,...,5+9,s+ 10.

Trong 11 s6 lién tlep s,s+1,8+2, ...,8+9,5+ 10, c6 mot sd chia hét
cho 11. o [

3. Gid st A = {a1, a9, ...,a101}. Viét céc sd a; dudi dang a; = 2%.b;, trong
d6 b; 1a 56 18. Xét cac sb18 by, b, ..., big1. Ta ¢ by, by, ..., b1g1 € X va trong
X chi c6 100 sb 1& neén tdn tai hai s6 b; = b; (i # j). Trong hai s6 a;, a;
c6 mot s 1a boi cia sb kia. Bai toan duge ching minh.

4. Chia hinh chit nhat da cho thanh 5 phan nhu h1nh vé. Theo nguyén tic
Dirichlet thi c¢6 hai diém thuoc cung mot phan. Hai dlem d6 thoa méan
yéu cau bai toan.

/

5. Gid st khong c6 ba ngudi nao théa man yéu ciu bai todn. Theo nguyén
tdc Dirichlet thi c6 it nhat 33 ngudi dén tit cing mot quan. Trong s6 33
ngudi nay c6 it nhit 9 ngudi lam ciing mot nghé. Xét 5 ngudi nao dé
trong s0 9 ngudi trén, theo gid thiét thi ¢6 hai ngudi cung tudi 1 A; va
B,. Bé di Ay, By, xét 5 ngudi trong sb 7 nguoi con lai ta c¢6 hai ngudi
ciing tudi Ay, By. Tiép tuc bd di Ay, By va xét 5 ngudi trong sb con lai
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ta dugc hai ngudi cling tudi Az, Bs. Vi khéng c6 ba ngudi nao thda man
yéu cau bai toan nén A;, Ay, As ¢6 tudi khac nhau doi mot. Xét 5 ngudi,
gdbm A;, Ay, A3 vA hai ngudi trong s6 3 ngudi con lai ta c6 hai ngudi cling’
tudi. Vi A, Ay, A3 khong thé ciing tudi v6i ngudi ndo khéc trong sé con

" lai nén ta ¢6 hai ngu@i ciing tudi Ay, By Xét 5 n’gu’bi, gom Ay, Ay, Az, Ay

v nguoi con lai cudi ciing ta c6 hai ngudi cung tudi, didu ndy khong thé
x&y ra do gid thiét phan ching.

. Béng cach tinh tién déu cac a; ta c6 thé gid st ay.s = 3n. Néu ton tai

a; théa mén n < a; < 2n thi n < a,45 — a; < 2n. Néu khong ton tai ¢
sao cho n < a; < 2n thi xét cac cip |

(1,2n),(2,2n 4+ 1), ..., (n,3n — 1)

ta suy ra c6 hai s6 cing thudc mot cip. Hai 56 nhy thda min yéu cau
bai toan.

Xét A=z —y—1-3Yxy. Ta co

Vi ¢/z € [1;10],Vz € M nén ton tai z,y sao ) cho 0 < Yz — ¢y <1 (diéu

- phai ching minh).
. Xét (m+ 1) 6 6 danga:+y\/§v01a: yc{(; L2, .., m}

Do 0 < z+yv2 < m(1++/2) nén tén ta 1hruauc+d/§vap+q\/§sao

cho i
m(l-i-\/?) B 1++/2
(m+1)2—-1 m+2°

l(0+ dﬁ) ~(p+ q\/§)|‘§

. Bing cach thay a; b6i —a;, ta c6 thé gia st z; > 0, Vi.

Khi d6 Y z; < /n(>]z?) = /n. Xét tap
i=1

B:{x:Zki.xi:kieN,kigk—-l}.

S o=l

Tac60<z< (k —1)y/n,Yz € B va |B| = k™. Suy ra ton tai :t,a:’ Sa0

cho - s .
0< o —af < BV

D6 chinh 13 didu can ching minh.
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10. Trudc tién, ta chitng minh v6i moi s6 nguyén dUOng N, tdn tai céc sb
nguyén duong p,q véi 1 < g < < N sao cho

That vay, chia khodng [0,1) thanh N khoang

k-1 kY ,
o — = 1 2 ...,N.
Bk [ N ,N ) k ’ 4y

Xét cac s6 c6 dang {ga}, véi ¢ = 0,1, ..., N. Theo nguyeén téc Dirichlet
tdn tai hai s6 {g10}, {g0} (¢ > go) cung thudc mot khoang Bk nao do.

Khi d6 ta ¢, | .
0< :HQlOﬂ} —{@pa}| < N
Suy ra ! | |
Ia _ [g:0] — [g20] < 1 .
G — G2 N(g1 — ¢2)

Tu d6 c6 diéu phéi chiing minh.

Tr6 lai bai toan, gié sit 6 hitu han cap s6 nguyén (p, ) véi ¢ > 0 sao cho

va X la tap cac cip sd nhu vay. -

Khi d6, vé6i sé thuc duong M nhé ta cd

D
a—-—_—.

1
Chon N sao cho N > q va Vi < N. Khi do ton tai cac sb nguyén ducmg
D, q sao cho |

1 1 1
Do N < — nén (p, ) € X. Diéu nay khong X4y ra vi -(}_./—V— < M
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11. Gid stt dugc 0 < a <m,0 < b < n. Xét cac s6 c¢6 dang =z = a + km,
k=0,1,...,n—1. Ta d& dang ching minh dugc cc sb néi trén c6 sb du
doi mot khac nhau khi chia chQ n. Do do6, ton tai k sao cho

a+km=5>b (mod n).
T d6 c6 diéu phai chiing minh.
12. Gia st duoc ay, ag, ..., azp > 0. Xét cac tong
10
T = Zeiai, €; € {O, 1}
=1
Co6 210 = 1024 tong nhu vay nén theo nguyén tfc Dirichlet, ton tai hai
tong 7' va T" sao cho T =T (mod m). Khi dé
10
T-T = }:(si —e)a; =0 (mod m).
i=1
Do dé, tap
S={z=(g;—¢€))a;, € A: g; F#¢.}
thod méan yéu cau bai toin.

13. S6 n khong chia hét cho 10 nén cé mot trong hai dang n = 2%.m véi
(m,2) = (m,5) =1 hodic n = 55.m véi (m, 2) = (m,5) = 1. Xét n = 2Fm
theo bai trén tdn tai A chia hét cho 2F va trong biéu dién thap phan cta
A khong chita chit s6 0 ndo. Bay gio xét m + 156 A, AA, ..., AA.. A ta
suy ra ton tai mot s6 chia hét cho m vi dé 14 sé can tim. Trudng hop
n = 5F.m xét tuong tu.

14. Viét céc sb a;, b; dudi dang

a; = cos oy, b; =sino; (a4 € [0; 27)). !

Ta c6
apaq + bpby, = cos(ay, — ay).
™

- Chia khoang [0; 27) thanh 2008 khoang, mdi khodng c6 do dai d=——:

1004

T o 2007
O‘ O l P 2
105 2m) = [ 1004) - [1004’ 1004) oY [ 1004 W>
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15.

16.

Theo nguyén tic Dirichlet thi c6 hai sb ay, q, cing thuoc mot khodng.
Ta ¢6 |

.
O <|ap — oy < — 004"
Suy ra
s w2
Aptq + bpbg = cos(ay — ayg) > cos 16621‘ >1- 5(1004)2°

O

Vi cac dinh ciia da gidc 13 céc diém nguyén nén toa do (z,y) clia mdi
dinh thudc mot trong bén dang : (chén, chén), (chén, 1&), (1, chin), (18,
18). Gia st n > 5. Khi d6, ton tai hai dinh m3 toa do ctia ching thudc
cing mot dang. Gia sit hai dinh dé6 13 A(zy, 1), B(za, yo). Khi d6 trung

| diém M ctia AB (thude mién da giac) c6 toa do 13 (zyr,yas) théa mén :

1 + X9
Ty = 12 2eZ, yu=

Y1 +y2
e 7.
2 .

Diéu nay trai véi gia thiét. Vay n < 4.

Xét bang 4 x 7: C6 28 6, td bang hai mau nén tdn tai 14 6 cling mot

‘mau, gia st 14 mau den. Goi a; 14 86 6 den trén cot i (1 <¢ < 7). Taco

2 2 ’ pe "‘ ‘ -~ A‘ . P L. aZ((I’Z - 1) I ~ N
the gidm bét dé ) a; = 14. Trén cot ¢ c6 tat ca — s cip cung mau

“den.

Bay gio ta chiéu cic 6 clia bang xudng dudng thing (A) song song véi
cot, moi 6 clia bang bién thanh mot doan thfmg tren (A). Tong so cép
doan thing trén (A) 14 C? = 6. S6 cap diém xanh (tren céc cot) duge

chiéu xudng 14 S =37, —C—Lf-(—c%:———l——zz a2 —

2
2> %) gg
2 2-—- 7

Theo bat ding thutc Cauchy - Schwarz ta cé: S/

Suyra5214—7:7>6. |

Vi s6 cép chiéu xubng 16n hon sé tong sb cip cé thé c6 nén tdn tai hai
cdp ma hinh chiéu cta ching trung nhau. Bén 6 6 hai cip.d6 1a bon dinh
ctia hinh chit nhat va cing mau.

' V(’Ji'béng 4 x 6, khing dinh khong con ding nita (xem hinh sau).
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7

N

%

17. Gia stt | X| = n. Tong s6 phan tit clia 50 tap con A; lon hon 257 nén ton

18.

19.

tai mot phan t a thudc it nhat 26 tap, ching han 12 Ay, ..., Agg. Xét 24
tap con lai ta suy ra ton tai mot phin t b thudc it nhat 13 tap, ching
han Ay, ..., Asg. Xét 11 tap con lai ta suy ra ton tai mot phan ti ¢ thude

- it nhét 6 tap, ching han Ay, ..., Ass. Xét 5 tap con lai ta suy ra ton tai

mot phan ti d thudc it nhit 3 tap, ching han A, ..., Asg. Xét hai tap
con lai ta suy ra ton tai mot phan ti e thudc it nhét hai tap, ching han
14 Ayg, Aso. D@ thiy tap con A = {a,b,c,d, e} thda man.

Gidst k com Chﬁ s6: 10 < k < 10™. | ,
Trong 10™ — 1 s lién tiép, tit 10™ + 1 dén 2.10™ — 1, c6 it nhat mot s6

chia hét cho k. Goi s6 d6 la A = laja,.. am =A=a,an1...011 ' k =
(k, 10) 1.

Trong 10™ — 1 s6 lién tiép, tit 50. 10”‘ +1 den 51.10™ — 1, c6 mot sb chia |

'het cho k. Goi s6 d6 1a B = 50b1bs...b,, = B = b ...b105 : k.

= M-M=099.10m: k=99 :k.
Tht lai: cac udc ctiia 99 déu thda man.

V6i mdi dai bieu A, ki higu d(A) 1a khodng cach tit A dén vi tri ding
cia A (khodng c4ch trén dudng tron, tinh theo chidu kim ddng hd). Vi
c6 15 dai biéu va chi c6 14 gia tri clia khodng cich (do 1 < d(A) < 14)
nén ton tai hai dai bidu A vd B md d(A) = d(B). Khi quay ban dé A
dén vi trf ding ctia A thi B cling dén vi tri ding cta B.

Bay gio ta chi ra mot cach xép sao cho ¢6 ding mot dai biéu ngdi ding
chd va moi cach xoay ban ciing chi c6 khong qua mot dai biéu ngdi ding
chd: | : |

Gia stt 15 dai biéu 1a Ay, A, ... , A15 va A; dugc xép ngdi § vi tri thit 4.
Khi d6, cach xép sao cho A; ngdi § vi tri m01 T(A;) = 2i — 1 thod mén
yéu cau bai toan. |
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20. C6 9-sd nguyen t6 khong vugt qué 23 13

21.

P11 = 27p2 = 37p3 = 57p4 = 7vp5 = 117p6 — ]-37p7 - 177p8 = ]‘97p9 = 23.
Viét cac sb da cho duéi dang |
A= a® p? py*..pg°

trong d6 a € N vi o5 € {0, 1}.

Do s6 bo phan bigt (z1,zs,..,79) € {0,1}° 12 2° = 512 nén néu xét
513 phan ti thuoc M thi theo nguyen tdc Dirchlet, ton tai hai bo
(a1, g, ..., ag) triing nhau. Tuong dng véi hai b d6 ta dugce hai s6 trong
M c6 tich 1a s6 chinh phuong. Gid sit hai s6 d6 1a ay,b;. Loai bo hai
phin t ay,b; vh xét 513 phan tit cia M trong sd con lai ta suy ra co
hai phan t as, by c6 tich 14 s6 chinh phuong. Tiép tuc qua trinh trén ta

'nhan dugc 513 cap (CLl, b1>, (CLQ, bg), ...,’(&513, b513) m3a moi cap c6 tich hai

phéan tit 14 mot sb chinh phuong. Bay gioi dit
| 2 2 9
albl,: Cy, agbg = Cgy ey 0,513.6513 = 6513

va x6t 513 86 ¢y, ¢a, ..., s13. V1. cac ¢;_ciing chi c6 udc nguyen t6 khong
vugt qué 23 nén ta suy ra c¢6 hai sd ¢y, c, c6 tich 1a sé chinh phuong.

‘Khi d6 4 s6 am, by, an, b, c6 tich 14 liiy thita bac 4 cia mot s nguyén'.[]

SO tap con phan bigt, khic @ clia M 13
Cpr+ . +CHH ~1= ortl _ 1.

Goi cac tap con d6 1a My, My, ..., Man+1_; VA a; 13 tich cac phéan ti cla
M;. Gid st cac phan tit cia A 1a py < p2 < ... < p,. Ta viét cic tich
a; dudi dang a; = b2.p;"...pn™ trong d6 oy; € {0,1}. Ta c6 27+l _ 1 bo
(i, Qg ..y @, ) thudce tich Dé cac {0,1}" (tich Décac {0,1}" c6 2" phan

t1t) nén ton tai i # k sao cho (au,, iy, v, @) = (Qhys kg o O, )- K

dé, a;.ay 1& s6 chinh phuong. Bay gid chi viéc bo cac phan t thudc giao
ctia M; va M ta con lai cac phan ti khdc nhau ma tich 1a mot s6 chinh
phuong. ‘



"Chuyén dé 5
Nguyen tac cuc ha_n

Trong céc bai toan rdi rac, ching ta thudng phai xem xét phan ti 16n nhat
hay nhé nhat ctia mot tap hop. Nguyén tic cuc han cho ta mot khing dinh vé&
sy ton tai ciia cdc phan ti do. |

5.1 Nguyén tic cyc han

- Cho tap céc sb thuc A # @. Néu A c6 hitu han phan ti thi trong A ton
tai phan ti nhoé nhit va phan 1 16n nhat.

- Cho tap céc s6 nguyén A # &. Néu A bi chin trén, tic 1 tdn tai 86 thuc
a sao cho a < o, Va € A, thi trong A ton tai phin tir 16n nhét.

- Cho tap cac s6 nguyén A # @. Néu A bi chin dudi, titc 13 t0n tai s6 thuc
a sao cho a > o, Va € A, thi trong A tdn tai phan t nho nhét.

D& thiy tam ‘quan trong va nhing ap dung tha vi clia nguyén tic nay ching
ta hay mot s6 vi du. |

Vi du 1. Trén bang c6 2010 cau khing dinh:
Cau 1. Trén bang c6 it nhit mot csu khing dinh sai.
- Cau 2. Trén bang c6 it nhat 2 cau khfing dinh sai.

Cau 2010 Tren bang c6 it nhat 2010 cdu khing dinh sai.
Héi nhutng cau nao ding?

Loi gidi. Goi A 13 tap hop cac chi sd k sao cho cau khing dinh thit k 14 cau
ding. Vi cau thit 2010 khong thé 13 cau ding nén cau 1 13 cau ding, do dé
A # @. Vi A céhitu han phin tid nén tdn tai mot phan tit k£ 16n nhat. Dok € A
nen 1,2,...,k—1 € A. Do k 1a phan tit 16n nhit cia A nén k+1,...,2010 ¢ A.

80
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Suy ra |A| = lc ‘ ~
Goi B la tap hop cac chi s6 k sao cho cau khing dmh thu? k 1& cau sai. Do cau
khang dinh thtt & 1 cau ddang nén |B| > k. Do cau khang dinh thit k+1 sai
nén |B| < k. Suy ra |B| = k.

Mit khéc, |A| + |B| = 2010 nén k = 1005.
Vay céc cau khing dinh ding 13 1,2, ...,1005.

Vi du 2. C6 2009 van dong vien thl dAu boéng ban theo thé thua dau vong
tron, méi ddu thu diu véi tat cd céc diu thi con lai. K&t qud m01 tran dau
chi ¢6 thing hodc thua, khong c6 hoa. Chiing minh ring c6 thé xép 2009 van
- dong vién theo hang doc sao cho ngudi ding trudc thing ngudi ditng ké sau.

Lai gidi. Xét tat ci cac cach xép mot sé van dong vien theo hang doc sao .
cho ngudi ditng trude thing ngudi ding ks sau. Vi s6 cich xép nhu vay 13 hitu -
han nén ton tai mot cdch xép T c¢6 nhidu van dong vien nhét. Ta ching minh
cdch xép T théa man yeu ciu bai toan. That vay, gia sit T khong chita tit ca
cac van dong vién VA A 13 nguoi khong ndm trong cich xép. T. Gia sit trong
cach xép T c6 n ngudi A, A, ..., A, sao cho A; thing A;y;. Néu A thing A,
thi cich xép A, A;, Ag, ..., A, 6 nhleu van dong vién hon céch xép T. Do d6
A thua A;. Lap luan tuong ty nhu vay ta din dén A thua tit ci cdc van dong
- vién Ay, A, ..., A,. Nhung khi dé cach xep A1, Ay, ..., A, A c6 nhidu van dong
vién hon céch xép T, vo Ii. Vay cach xep T phéi chuta tat cd cic van dong vién
va ta c6 diéu phai ching mlnh

Vidu 3. Chon vap la céc sb nguyen du’.ong van > 3. Tim nghlem dUOng
~cta hé phuong trinh sau

p
‘ $1+$2=$g

Ty + T3 = i

Tp—1+ Tp = 3711)

(Zn + 21 = 5.

Lo’z gzaz Gid st M = max z;, m = min z;. Vi M m € {xl,mg,...,zn} nén
1<i<n - 1<i<n v

ta co , . ,
'Mp =Tk + Thr1, M = Tg+ 8541
Do zy, Tpy1 < M vA z5, 2501 > m nén
MP <2M, mP > 2m.

6A- CBToantohop -
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Do d_é | | | |
- | M< V2, m>"V2
-~ Do M > m nén M :hz: »/2.

Vﬁ,y Iy = Tg = e = xn"——- p_\1/§.

Vi duy 4. C6 2009 diém trén m#t phing sao cho céc tam giac bat ki ¢6 3 dinh
I ba trong s6 2009 diém da cho ddu ¢6 dien’ tich khong vugt qua 1 (don vi
dién tich). Chiting minh riing c6 thé dat 2009 diém da cho trong mot tam giac

¢6 dién tich khong vugt qué 4 (dOn vi dlen tich). - |

Lot gias. Vi s6 tam gi4c c6 3 dinh 14 3 trong s 2009 diém da cho la hitu han
. nén ton tai mot tam gidc T c6 dién tich 16n nhat. Gid sit ba dinh cta T la
' X,Y,Z. Xét tam giac ABC sao cho X,Y, Z tuong tng la trung dlem clia cac
canh BC, C’A AB. |

B X ¢

" Ta-c6: Saapec = 4Saxyz < 4. Ta chitng minh 2009 diém da cho ndm trong
tam gidc ABC. That vay, gid st ton tai diém M trong sb 2009 diém da cho
nam ngoai tam giac ABC, Khong mét tinh téng quat ta co thé gia st M na,m |
khac phia véi A d6i véi BC Khi do, SAMYZ > Sxyz, vo 1. : [

Vi du 5 (Bai toan Sylveqter) Trong mat phang cho n didm (n > 3). Biét
rang, mdi duong thang di qua hai diém bat ki déu di qua mot dlem tha ba
khéc. Chlmg minh rang n dlem da cho thing hang. ‘

Loi gids. Gla sut n diém da cho khong thing hang. Goi S 1a tap hop gom n -
dlem da cho va- ,

T—HABC)ABCGSmﬂAB®>m

Vi n diém da cho khong thang hang nén T # @. ViT c6 hitu han pha,n t1t nén
~ theo nguyén tic cuc han, ton tai phan ti (A4, B,C) € T sao cho d(A, BC) nhd
nhat. :

6B- CBToantohop
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| B H ¢ D =~ -
,_ Theo gla thlet dudng thang BC con. di qua diém tht ba D € S Khong mét
~ tinh tong quat ta c6 thé gia sit C nim gitta B va D. Ké AH 1 BC, HK L AD,
~ CELAD. Ta ¢6 CE < HK < AH. Suy ra phin t& (C,A,D) € T-c6
d(C AD) < d(A BC), vo li. Vay n diem da cho thang hang g

5.2 Bai tap
5.2.1 Bai tap luyén tap |
1. Trén mit phing cho n didm (n > 4) khong cung ndm trén mot du0ng |

théng. Chitng minh ring tdn tai mot duong tron di qua ba dlem sao cho
né khong chita diém nao trong sb n = '3 diém con lai. |

2. Tim sb nguyen duong n 16n nhat sao cho tren mit phang ton tai n diém -
phén biét A, Ag, . A ma ba diém bét ki déu la dinh cia mot tam glac
vuang? - f

3. Trong mot budi da hoi cla mot truong phd thong, mdi nit sinh déu khisu
vil v6i it nhat mot hoc sinh nam va khong c6 hoc sinh nam nao khiéu

vl v6i tAt cd céc nit sinh. Chiing minh rang c6 mot nhém gdém hai hoc

sinh nam va hai hoc sinh nit sao cho méi ngudi trong ho chi khleu va voi
mot ngum ban'khac giéi cing nhém. |

4. Cho n la 6 nguyeén duong va n > 2. Chitng minh’ ra,ng tong sau khong

thé la so nguyen

1 1 1
s=L, 1, 1
2+3+ +n

5. Cho a,b 1& cic sb nguyén deOng va b < a. Biét ring, ton tai cip s
nguyen duong (u,v) sao cho u? + v? — auv = b. Ching minh ring, b l
6 chmh phufdng

22 F y>+6 |
Ching minh réng, A 1a mot lap phuong ding. -

6. Cho z,y 1a cac s6 nguyén sao cho A = 13 mot s nguyen.
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10.
11
12.

13.

14.

15.
"(m > 1) thod man:

Xét day tat ci cac sb nguyen t6 p; < pj <o <P < < | |
Dit a, = p1 +p2 + ... + Dn. ChUng minh ring, véi moi n nguyéen dIIdng
gita ay, va-anq1 €O 1t nhit mot s6 chinh phut()ng

. Cho a va d 1a nhitng s6 n‘guyén dUOng. Ching minh ring trong day

{a + nd}, c6 it nhat mot s6 ma 4 chit s6 dau tién cia né 1a 2009.

. Cho tap thX ={1,2,3,...,2010}. Tim s6 nguyén N 16n nhét sao cho

véi moi hodn vi ox = {a1, ag, ..., ago10} clia X déu ton tai 30 s6 hang lién

tiép c6 tong khong nhé hon N.

Trén mat phang toa do c6 3 diém nguyén (dlem c6 cac toa do la cac 86
nguyen) nim trén mot dudng tron ban kinh r. Chiing minh réng, ton tai
hai diém ma khoang céch giita chiing khong nho hon Ir.

Cho n diém trén mit phé'mg (n > 2). Ta dénh dau trung diém ctia tat cé

cac doan thang ndi hai diém bt ki trong s6 n diém da cho. Hoi s6 nho

nhét cac diém dlIOC danh dau‘7

Trong dudng tr(‘)n don vi cho 2000 diém 1& cac dinh clia mot da gidc
16i: Ching minh ring, ton tai ba diém A, B,C trong s6 dé sao cho:
S(AB — S |

(A4BC) < 31250000

Cho mot s6 hitu han hinh tron chiém trén mat phang mot dién tich bang
1. Ching minh rang c6 thé chon ra mot hay mot sb hinh tron doi mot

“ khong c6 diém chung trong v6i cac hinh tron da cho va co téng dién tich

khong nho hon 5

Cho 2005 tap hop, méi tap trong ching c6 44 phin ti. Biét ring hai tap
b4t ki trong ching ddu c6 ding mot phin tit chung. Ching minh ring,
tén tai mot phan t thudc tat cd 2005 tap hop da cho.”

Cho tap X c6 n phan tu (n > 1) VA Al,AQ, cooy A, 12 m tap con cia X

(a) |A;] =3,Vi=1,2,..
(b) |4;N A, <le;£y(zyC{12 })

" Chitng minh rling, tdn tai mot tap con cia X chita it nhat [v/2n] phan

tt va khong chia bat ki tap con nao trong sb A;,1 =1,...,m



5.2. Bai tap | S - / | 85

'16. C6 23 ngudi c6 can nang la cac s6 nguyén. Ti 23 ngudi d6 ta t6 chic
- mot tran béng da. Trude tién chon mot ngucn no d6 lam trong tai, sau
d6 chia 22 nguoi con lai thanh hai doi, m&i doi 11 ngudi. Biét rang vdi
moi cach chon nguoi 1am trong tai ta deu c6 thé thanh lap hai doi béng
véi tong can ning bing nhau. Chu.ng minh ring tit ci 23 nguoi d6 déu
c6 can ning bang nhau. | -

17. C6 bay chua [in ngdi quanh mot ban tron, truéc mit mbi chi ¢6 mot cai
ca. Mot s6 ca da dugc dd sita con mot sb ca thi khong (s6 sita trong céc
ca da dugce do c6 thé khac nhau). Mot chii lun ding day va chia déu sb
stta trong ca ctia minh cho 6 chd lun con lai. Cha lan ké ben (tinh theo
chigu kim ddng hd) sau d6 ciing ding day va chia ddu sb sita ciia minh -
~cho 6 chi lun con lai. Ci nhu vay 1an lugt cac chi lun déu ding day va
chia déu s6 sita ctia minh cho 6 ‘ngudi con lai. Sau khi cha lun thd 7 chia
sta, ngudi ta nhan thdy s0 sita trong céc ca gibng nhu ban dau. Héi néu
ban dau c6 3 lit sita thi s6 sita trong cc ca ban dau 13 bao nhleu‘7

5.2.2  Bai tap ty giai |
1. Trong mot hoi nghl c6 it nhat hai dai biéu quen nhau. Blet rang néu hai

dai biéu c6 cung s6 luong nguoi quen thi khéng c6 nguoi quen chung.
Chitng minh réng trong hoi nghi c¢6 dai bleu chi quen ding mét ngudi.

- 2. Trong mot hoi nghi, ngusi ta nhan thay réng néu hai dai biéu nao dé
ma quen nhau thi khong ciing quen véi dai bidu thit ba. Con néu hai dai
biéu ma khOng quen nhau thi ho ciing quen véi ding hai ngudi khac.
Chitng minh ring trong hoi nghi nay tat cd moi ngudi cé sd ngudi quen -
béng nhau. , - |

3. Trén mat phang cho da giéc 161 A1 A,... A, (n _>_A3). Chitng minh ring ton
tai mot tam gidc c6 ba dinh 1a ba trong s6 n dinh ctia da gidc da cho sao
ChO dudng tron ngoai tiép tam gidc d6 chita toan bo da gisc AlAg,..An.

4. Xét luéi 6 vuong vo han, hai 6 ¢6 chung canh g01 13 hai 6 ké nhau Trong
mdi O ngum ta viét mot s ty nhién sao cho mbi s6 bang trung binh cong
clia bon s6 ¢ bén 6 ké né. Ching minh ring tat ca cac s6 dugc viét trong

.cac 0 bing nhau.

5. Tai mot qudc gia ¢6 n san bay (n > 1). Khoang c4ch giita hai san bay
nao ciing khac nhau. Tt méi san bay, may bay cit canh va bay dén san .
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bay gan né nhat Ching minh ring trén bat ki sin bay nao cung khong
thé c6 qua 5 may bay cing bay dén. ‘

. T.rong mat phing cho n dudng thang (n > 3), trong do hai dudng thang

bat ki déu cit nhau va qua, mbi giao diém c6 khong it hon ba duong
thang di qua. Ching minh ring n ducmg thang da cho dong qui.

._'Trong mat phéng cho 2n diém . (n > 1) sao cho khon<T ¢6 ba diém nao

thang hang Ngum ta t6 mau n diém dé va n diém xanh. Chu’ng mmh

- ring c6 thé ndi cac didm dod véi cac didm xanh béi n doan thing, mdi

doan thang ndi hai diém khac mau 520 cho khong c6 hai dcan nao cat
nhau. ‘

. Trén mit phéng cho n diém (n > 3) sao ¢ho cit ba diém bét ki c6 hai

diém ma khoang cach giita chling khong vugt qua lem. Chitng minh réng
c6 thé vé hai dudng tron ban kinh R = lem sao cho céc didm da cho
nam trong hal dudng tron do. |

Trén mit phang, ké n duong thing (n > 3) sao cho khong c6 ba. dmmg |
nao dong qui. Tam giac tao bdi ba dudng thing trong sb cac dufdng thang

~da cho goi 1 c6 tinh chit 7' néu né khong bi du0ng thing ndo trong sb

10.

cac dudng thang con lai cit. Chiing mmh ring s6 tam gidc c6 tinh chét
T khong it hon 2n — 2.

C6 n con chim (n > 2) dau trén dudng tron tam O. Hai con chim dau

" tai hai diém A va B dugc goi 13 trong thiy nhau néu AOB < 1200 Hai |

11.

s6 nho nhit cac cap chim trong thiy nhau la bao nhigu?
Cho day {ax}5>,. Biét ring, tdn tai chi s6 n sao cho

a1 +ag+...+a, =0 VA apik =0k, Vk €N

© Chitng minh r¥ng tdn tai chi s6 N sao cho v6i moi k > 0, ta c6

ay +ang1 + .. Fanyr = 0.

. Xét da, thite P(z ) = 122 + z + 1. Chiing minh rang

a) Tap cac s6 nguyén 6 p sao-cho ton tain nguyén duang ma P(n) chia

~ hét cho p 13 v6 han.

b) Ton tai vo han so'ng'uyén dﬁdng n sao cho P(1).P(2)...P(n) khong

- chia hét cho P(n+1).
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13.

Cho n la sb nguyén dUOng v A = 11...1 (c6 n chi s6 1) V6i mbi $6
nguyen duong a, ki hieu S(a) 12 tong céc chit s6 ctia s6 a. Chutng minh

 rdng néu N chia het cho A thi S(N) > n.

14.

15,

16.

Cho n'1a mot sé nguyén dudng.\ Xét bang 6 vuong n x n. Trong méi 6
clia bang ta viét mot s nguyén sao cho hai 6 bat ki ¢6 chung mot canh
thi hai sb trong hai 6 d6 hon kém nhau khéng qua mot don vi. Ching
minh r3ng c¢6 it nhat mot s6 xudt hién trong bang khong it hon n lan.

Mot day gém 2003 cin phbﬁg nim canh nhau (hai phong lién nhau c6

chung mot biic tudng), bao gdm cac loai phong khéc nhau. Chiing c6 thé

khong c6 cung dién tich, nhung méi phong déu c6 dién tich khong vuot
qué 10m?. Ngudi ta mubn pha di mot s bic tudng ngan cach gitta céc

phong khong ké hai bitc & hai dau cia day nha) dé tao thanh cac phong

c6 dien tich 16n hon. T4t nhién, cdc phong méi tao thanh ciing khong

- nhat thiét c6 dien tich bing nhau, nhung phai ddm béo khong c6 phong

nao rong hon phong khac qia 10m?2. Hoi viec d6 ¢6 thyc h1en dugc khong
néu s6 bic tudng bi phé di 1a 2000 ' |

Dép sb: Co thé thuc hién duoc

Xung quanh mot ban tron c6 2009 cai hop duac danh s6 thu tu theo
chiéu kim dong ho, tit 1 dén 2009. Ban dau hop 1 ¢6 2009 vien bi, cac
hop con lai khong c6 bi. Thuc hién tro choi sau: mdi 1an cho phép lay

" hai vién bi 6 mot hop nao d6 (néu hop nay chita khong it hon hai vién

bi) va chuyen sang hai hop ké v6i hop nay, méi hop 1 vién bi.

a) Hoi v6i cach chuyén bi trén, cé thé Chuyen dugc qua nira so b1 sang
hop 2 dugc khong? Vi sao? |

b) Hay chi ra mot cach choi dé trd choi dimg lai sau hitu han budc.
¢) Ching minh ring, v6i moi cach chai, trd choi sé ditng lai sau hitu han
bude. '
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5.3 Hudng dan giail bal tap

1. T‘rong n didm da cho tdn tai hai diém A, B sao cho n — 2 dlem con lai
ndm vé cliing mot phia cua dudng tha,ng AB va khong co diém ndo nim
trong doan AB. Trong s6 cac didm khong thuoc dudng thing AB ton tai

diém C sao cho goc ACB 16n nhét.

M

AN___“B

Dudng tron di qua A, B, C khong chtta diém nao trong s6 n — 2 diém con
lai. ‘

2. D& thiy n = 4 thi bén diém Ay, Ay, Az, Ay 12 bén dinh ctia mot hinh
* vuong thod méan yéu cau bai todn. Ta ching minh n khong vUugh qua 4.
Gia st ton tai n > 4 thod méan yéu ciu bai toan. Trong sb céc d1em da
cho ta chon ra cip diém A;, A; c6 khoang cach 16n nhit. Tu gia thiét ta
" suy ra cac didm con lai phai n¥m trén dudng tron duong kinh A;A;. Vi
s6 cac diém con lai khong nhd hon 3 nén ton tai hai diém thudc cling -
mot nita dudng tron dudng kinh A;A;. Gia st hai didm d6 1a A, An.

~ K®i d6, tam gide A;An Ay, 12 tam gidc ti, vo ly. |

3. Vi s6 hoc sinh 13 hitu han nén tdn tai hoc sinh nam M, khigu vi véi
nhiéu ni sinh nhét. Vi khong cé hoc sinh nam nao khiéu vi véi tat ca
c4c nit sinh nén cé ni sinh N; khong khigu vii véi M. Nhlmg mdi ni
sinh lai khigu vii v6i it nhat mot hoc sinh nam nén N; khiéu v@ v6i hoc
sinh nam M, # M1 Theo cach chon thi M; khiéu vii véi nhidu nit sinh

- nhit nén trong s6 cac nit sinh da khieu vii v6i M, ¢6 it nhat mot nit sinh
N, Lhong khiéu vii v6i My. Nhém gom bon hoc sinh Ml, M, Nl, N, thoa
méin yéu cau bai todn.

4. Xét tap A= {z € N: 22 <n}. Vi A bi chin trén nén A c6 phan t{ 16n
nhit. Gid st o = maxA G01 a 1a tich cua tat ca cac s6 16 khong vuot
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qué n. Xét sb b= 20=1q. Ta c6, b 1a boi clia tat cd cdc phan ti cla tap
hop {2;3;4;..;n} \ {2%}. Do dé
b

b b
= — — Z.
b.S 2+3+ g et ¢

Vay S khong thé 13 s6 nguyén.

5. Chon ciip (u,v) sao cho u+ v nho nhat. Gia sit duge u > v.

Coi u?+ v —auv = b 1a phu’dng trinh bac 2 d6i véi u va goi u' la nghiém
thit hai. Vi v/ + u = av nén v’ € Z. V‘lu’2+02<a(uv—|~1) néen u' > 0.
Néu «' = 0 thi b = v2 1 sb chinh phuong. Néu u' > 0 thi ti déng thm: |
uu =% —btasuyrau <v<u. Suyrau +v <u-+v, vo Ii.

6. Gia st duge z,y > 0. C6 dinh A, chon cdp z,y sao cho 33+y nho nhét
va z > y Coi z2 + 2 + 6 — Azy = 0 1a phuong trinh bac hai déi voi «
;Vagmfc 13 nghiém con lai. Ta c6 =’ + 2z = Ay, &’ Z = y> +6nén z' €7
vam >() Do cach chon cip 7,y nén 2’ > z v z* < ¢ —|—6 Suy ra

—14?€{0,1,2,3,4,5,6}.. |

Néu z = y thido A 2 s6 nguyén nén x2|6 hay x = 1. Khi d6 A = 8
13 lap phuong dang. Néu x > y thi bing cach gii truc mep cac phUGng '
trinh nghiém nguyén ta suy ra khong ton tai z, y.

7..Taco:a; =p =2, ag = 2+ 3 =5. Gita a; VA ag c6 sb chinh phuong
A = 4. Tuong tu véi n = 2,3, 4 két ludn cta bai toan van ding. Ta
chting minh bang quy nap. Gla su glufa Gn_1 VA G, c6 it nhit mot sb
chinh phuong A = a?. Trong sb céc sb6 chinh phuong A d6 chon s6 A
16n nhéat. Khi d6 a, < (a + 1)*. Nhung bing quy nap ta c6 thé ching
minh dugc ring véi n > 4 Dnp1 > 21+ P2 + ... + pp + 1. Suy ra
Pni1 > 20+ 1 va an+1 > (a+1)% D6 chmh 13 didu can chUng minh.

8. Bai toan Lhutc chat 1a chiing minh t6n ta1 hai s6 nguyen du’dng m,n sao
cho

2009.10m <a+nd< 2010.10m (1)

Dé c6 thé chon duge s6 a + nd théa méan (1) ta chon m da lén. Do
budc nhay ctia day (a + nd) 13 d va khoang céach gitta hai s6 2009.10™ va
2010.10™ 1a d = 10™ nén ta chon m sao cho d < 10™. Bay gio c¢6 dinh m
va chon n 13 s6 nhé nhat théa man a + nd > 2009.10™, ta ching minh
a-+ nd thoa mén (1). Gia sit ngugc lai, a +nd > 2010.10™. Khi d6 |

o+ (n—1)d > 2010.10™ — d = 2009.10™ + 10™ — d > 2009.10™.
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Diéu nay trai véi cach chon 7. | ~ | | O
9. Xet hoan vio cla X dat
- O<I71;131}$§81 Z Gt
Khi d6, s6 N can tim 13 .
| | N =min A4,.
Tacs 9010.2011
67A > a; + ag + .+ azom =
Suy ra A, > 30165. |
- Xét hoan vi o = {2010, 1,2009, 2, ..., 1006, 1005}, ta ¢6 A, = 30165.
Vay N = 30165.
10. Gié sit ba diém da cho 1a 4, B, C va a 12 do dai canh 16n nhét cha tam
s 1 s 1
giac ABC. Ta c6: abc = 4r.S. Hon nta, dé thiy 25 € Z nén S > 3 Suy
ra ’ . ' .
abc > 2r = o > 27‘.>~ r
11. Gia st A, B 1a hai diém ma, khodng cach gita ching 16n nhat. Vé hai

- AB

- dudng tron () va (B) c6 tam tuang ing la A vd B, béan kinh R =5

- Xét didm C bat ki trong s6 n — 2 diém con lai. Da thiy trung diém clia

AC nam trong (a) con trung diém ctia BC nim trong (ﬁ) Céc trung
diém nim trong ciing mot dudng tron thi khac nhau Vay sb trung diém
khong it hon 2(n —2)+1=2n—3
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Bay gio ta Chl ra mot bd n diém ma so cac didm dugc danh dau ding |

- béng 2n-— 3:

Trén truc s6 1ay n dlem c6 toa do lap thanh mot cap sb cong cong sai

"d;éo

12.

. -Néuk+i>nthiz=
Apti—nAn |

AiA:z | | An

Khi d6, da thiy 2n — 3 trung diém clia céc doan

A1A27 A1A31 Ry AlAn: A2An; Az Ay, 7 An«—lAn

‘d6i mot khac nhau.

- Ngoai ra, xét doan A Ak bat ki, trung diém M clia A Ak c6 toa do 1

oy + Qg
a1 . 2 u
~Néui+k<nthiz=— 2’““ L nén M ciing la trung diém cta doan
A1Agyia |
Ag4i—n + Qn

nén M ciing 13 trung diém cta doan

Da,t A; Az+1 = a;, A; Az+1Az+2 = ; va 5 S(A Az+1A2+2)

Gia st S = min S;. Ta cé:

25’ < H(ZS fI(a’i'g’5+1fSinai)'v_<_ (Z ai)n'(zai)n‘(zsinai)n v

1=1
Mat khac '

__Sll'l =8N ——— =81 — < —

Zaz<2 ZSI 04z . Zai. ) (n——2)7r 2T 2

‘ Tﬁ' dé éu’y ra (VZS)” (?—71)2n+1 Suy fa&: S <_4(—7T—:)3.

77,

Cho n = 2000, ta suy ra diéu phai chung mmh



92

Chuyeén dé 5. Nguyén tic cuc han

13

14.

15

Ki h1eu S(O; R) 14 dien tich hinh tron (O R), H(O; R) 1a dign tich phan
mit phing do hinh tron (O; R) va tit ca cac hinh tron ¢6 didm chung véi
(O; R) tao nén. Ta ching minh néu (O; R) 1a hinh tron ldn nhit trong tat

ca cac hinh tron ¢6 diém chung véi (O; R) thi S(O; R) > H (0; R). That
vay, do céac hinh tron cé diém chung v6i (O; R) thuoc hmh tron (O;3R)

1 v
nén H(O; R) < S(0;3R) = 95(0; R). Suy ra S(O;R) > -—H(O R). Bay

810, tit cac hinh tron da cho ta chon ra tit c cac dudng tron (Os; Ry),i €1
sao cho véi méi ¢ € I thi (O;, R;) 14 dudng tron 16n nhit trong cac dudng
tron c6 diém chung véi né. Khi dé, ta c6

o 1 '
> S(OZ,R ZH\O,,R) 5

1€l : zEI

Gid st z 13 phan t1t thudc nhidu tap hop nhat va z thudc k tap Ay, As, ..., Ay.
Gia st k£ < 2005, xét tap A khac k tap néi trén. Vi A va 4; c6 phan ti
chung kh4c z nén s6 phan ti cha A khong nho hon k. Suy ra, k < 44.

- Mobi phan ti cia A thudc khong qué 44 tap hop nén A c6 giao khéc réng

v6i nhleu nhit 442 = 1936 < 2005 tap hop, diéu nay trai véi gid thiét.

. Goi F la tap con ¢6 nhidu phén tit nhat va khong chia bat k‘l tap nao

trong s6 A;. Gid st |E| = p. Xét phin t& z € X \ E. Khi d6, tap

X U{z} chtia it nhit mot tap A; ndo dé. Ta ki higu tap d6 la A(z). Ta

6, A(z) C EU{z} va A(z) ¢ E nén z € A(z). Xét B(z) = A(z) \ {z}

_ tacoB( ) C Eva |B(z)|=2.

16.

“ Bay gio lay x,y’éX\EVGix#ytacé

Alz) 0 Aly) = B(z) N B(y).

Néu B(z) = B(y) thi A(z) N A(y) = B(z) = B(y) va |A(z) N Ay vl=2,

‘trai voi gid thiét. Suy ra, B(zx) # B(y).

Véi méi z € X \ E ta c6 mot tap con B(z) cia, E gom hai phan ti. Suy
ra C2 > n —'p hay p(p+1) > 2n. Tu doé COp > [v/2n].

Gid st 23 ngudi da cho c¢6 can ning khong bing nhau. Xét tap 7' gdm

cac bo sb (&1,&2,..;,&23), trong d6 ai,...,as3 13 cdc s6 nguyén duong.
khong bing nhau tat ci sao cho v6i moi i = T, 23 ta c6 thé chia tap
A = {ay,a, ..., a5} \ {a;} thanh hai tap B vi C, mbi tap ¢6 11 phan tu

va S(B) = S(C) trong d6 S(B) va S(C) la tong cac phanAtU tuong tng
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17.

thi bC) B' =

thuoe B-va C. Tit gia thiét va ;gié‘thiét phdn ching ta suy ra T' # &
Trong céc phin t ctia T ton tai phan t& B = (a1, a9, ..., azs) c6. S(B)
nhé nhét. T gid thiét ta suy ra S(B) — a; = 0 (mod 2),Vi = 1,23. Do

 d6, a1, as, ...,a03 cung tinh ch&n 18. Néu aq,as, ..., a3 cling chan thi bd

B = <C;1 a; =%2‘§> € T va S(B') < S(B). Néu a1, as, ..., ap3 cung lé
| a1 +1 as+1  ag+1

5 T T g
truong hop trén déu tral v01 cach chon bo B. Vay 23 nguoi da cho c6 can
ning bang nhau.

~> € T va S(B') < S(B). C4 hai

Trong qua tr‘mh chia sita, sb sita trong cac ca thay d6i. Goi ay 13 luong |
sita nhidu nhét cé trong mot ca sau lan chia thit k. Vi sau l1an chia sita

thit 7, sb sita trong céc ca lip lai nhu ban ddu nén a; nhan hitu han gia
tri. Theo nguyén téc cuc han, ton tal a = 1233‘ Q. Gié st ca cuia cha lun

A dat dugc sb sita a. Sau khi A chia sita thi ca clia A khong con siia,

sau mot vong (tinh tir A) thi sb sita trong ca cfia A lai bing a. Mdi 1an
nhitng ngudi tiép theo chia stta thi s sita ma A nhan ducc khong vuot

 qué =a- Do dé dé dat duogc sb sita 1a a thi sb sita trong céc ca sau khi A

chia sﬁaf (tinh tit A, theo chidu kim ddng hd) phéi lan lugt 14 :

6,2, '4a ‘3a Ea —1—0,
@ g% Y 8" ™

D& thay sb sita trong céc ca ban diu cling phan bd nhu trén. Vi tong so

sita trong céc ca la 3 lit nén

L +2a+3 +4a+5a+6a 3 ha a' 0
fr— — _a —— — — o — e
6" T8 T8 T T8 T 6 AT

~ Vay s6 stta phan bb trong céc ca ban dau 1a



| Chuyen dé 6
Bat bién

B4t bién 13 khéi niem quan trong ctia toan hoc. N6éi mot cach don gidn thi bat
bién 13 dai lugng hay tinh chét khong thay ddi trong khi cac trang thai bién
ddi. Nguoi ta sit dung bat bién dé phan loai cac vat trong mot pham tru ndo
d6. Hai vat thudc ciing mot loai néu né cé ciing tinh chat H nao d6 va néu vat
A c6 tinh chit H, vat B khong c6 tinh chat H thi B khong cung loai véi A.

Trong chuyen dé nay ta nghlen ciu uing dung clia bt bién trong cic bai todn
vé thuat toan clia li thuyét tro choi. Day la dang toan thuang gap trong cac
ki thi Olymplc »

6.1 Thuat toén

6.1.1 Dmh nghla thuat toan

Cho tap A # & va ta goi la khong gian cac trang thai, mdi phan ti cia A
goi 1a mot trang thai. Khi do moi anh xaTl:A— A goi la mot thudt toan
(6tomat).

6.1.2 Cac bai toan vé thuat toan

Bai toan 1 (Béti' toan tim kiém thuat toan). Cho trang thai ban diu ag va
trang thai két thic a,. Hdi c6 hay khong thuat toan T trén A sao cho khi thuc
hién T hu’u han lan ta thu dudc oy, ?

Bai toan 2. Cho thuat todn T trén A vA trang thai ban diu o € A.
a) Gid st 5 € A. Hoi co the nhan dugce ﬁ tit o sau mot s6 hitu han buéc
thyc hien T hay khong ? :

94
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b) Tim tap tat cd céc trang thai c6 the nhan du’dc tu‘. a'sau mot s6 hitu
han buéc thuc hién thuat toan T |

a={BeA:f=T"a)}

6.1.3 Ham bat bién

Cho T 13 mot thuat toan trén A, I 1a mot tap hdp khéac rong ma ta g01 la
- khong gian cac miu bat bién.
Khi dé: 4nh xa H : A — I goi la ham bat bién trén A néu:

Va,bEA:bEa:>H( ) = H(b)
'_Xét céc vi du sau |
V1 du 1. Hai ngum choi ca. Sau mdi van ngudi thing duoc 2 d1em ngum thua '
duoc 0 dlem néu hoa thi méi ngu’m duoc 1 didm. Hoi sau mot sb van ligu c6

thé x3y ra, trdeng hop mot nguoi ¢ duoc 7 diém. va ngudi kia duge 10 diém du’dq
khong? , o

Lo’z gids. G01 S(n) 1a tong so dlem clia ci hai ngudi sau van tht n. Ta c6
S(n—l-l) S( ) +2,Yn > 0

Do CT(’), 'S(n) bat bién theo modun 2. Suy ra

| S(n) = $(0) =0 (mod 2), ¥n > 0.

Vay, khong thé x4y ra trudng hdp ma mot ngudi duge 7 dlem va mot ngum

~dugce 10 dlem | :

Vi du 2. Thu(: hién tro choi sau: Lan diu, viét len béng’v cip 86 (2, \/i) Tu

lan thi hal néu trén bang c6 cdp s6 B = (a,b) thi dugc phép viét them cap

0 | b a—b
‘ fa+0 a-— :
T(B).f( 5 2)

Hoi ta c6 thé Viét du’oc lén bang cip sb (1 1+ f) hay khong‘7

n

Lo’z gmz Gia st & buée thu n ta Vlet cap sb (an,b ). Xet S(n) = a2 + b2, ta

cHd ‘
Sny1 = (a";b") +( ;b ) --~Sn,vn> 1.
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Ddd(), S(n ) 13 bat bién trong trd choi néi trén.
M2 S(1) = 6 va 1+(1-++/2)? # 6 nén ta khong thé viét duoc cip s (1 1++/2).

Vi du 3. Trén bang c6 hai s6 1 va 2. Thuc. hién viéc ghl so theo quy téc sau:
~ Néu trén bang c6 hai s6 a,b thi dugc phép ghi them sb ¢ = a + b + ab. Hoi
bing cach d6 c6 thé ghl dugc cac s6 2001 va 11111 hay khong?

Ldi gidi. Day céc sb duoc viét 1
1,2,5,11,17, ...

De dang chiing minh dugc cac s6 dugc viét them trén bang déu chia cho 3 du -
2. B4t bién tren cho phép ta loai trit 6 2001 trong day cac sd viét dugc trén
bang. Tuy nhién, bat bién d6 khong cho phép ta loai trir s6 11111. Ta di tim
mot bat bién khac. Quan sét cac sb viét dudc va quy tic viét them sd, ta co

c=a+b+ab=c+1=(a+1)(b+1)
va néu cong them 1 vao céc sb thude déy trén ta co day mdi
2,3,6,12,18, ..

Nht vy, néu cong them 1 vao cac sb viét them thi cdc s6 ndy déu c6 dang
2m.3™ v6i m,n € N. Do 11111 +1=11112 = 3.8.463 nén khong thudc day cac
s6 viet duge.

Do d6 khong thé viét duge cac s6 2001 va 11111.

Vi du 4. Ban c¢d vua 8 x 8 bi mét hai 6 & hai goc d6i dién. Hoi co thé 14t phan
con lai clia ban cd bdi cac quan Domino 2 x 1 duge khong?

7))
YWY
Y/
9 U7
W A 7
7. Y. 1 Y
7 W U
70 W
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Lot gidi. Mdi quan Domino 14t vio ban ¢d ludn chiém mot 6 tring v mot 6
den. Do d6, néu 14t dugc phan con lai clia ban cd thi sé 6 tring vi sb 6 den.
bang nhau. Nhung do hai 6 & hai géc déi dién ctia ban ¢o 1a hai 6 cing mau
nén sd 6 mau tring v s6 6 mau den trong phin con lai ciia ban cd khong bing
nhau. Vay khong lat dugc phan con lai clia ban ¢d bing cdc quan Domino.

Vi du 5. Xéc dinh cac s6 nguyén duong m, n sao cho bang m x n c¢6 thé 1at
dugc bdi cdc quan hinh chit L duéi day ‘ |

Loi gids. Khong mét tinh tong quat ta c6 thé gid st m < n. D& 14t dugce bang
thi m > 2,n > 3. Gid stt ta c6 thé 1at duge bang bdi a quan hinh chit L, ta c6
m.n =4a. Vim.mn > 6 nén a > 2. Xét a = 2, ta ¢6 bang 2 x 4. Bang 2 x 4 ¢6
thé 1at dugc bdi hai quan hinh ch@ L nhu hinh vé dusi day -

%
Y% %,

V01a~—3ta,com><n—-12nencoha1bangthoamanla x 6 vd 3 x 4. Dé
dang kiém tra ci hai bang nay déu khong lat duge bdi cdc quan hinh chit L.
Diéu dovkhlen ta du doan, dé lat duoc bang bdi cac quan hl_nh chit L thi a
chdn. D& chiing minh du do4n nay ta t6 mau céc 6 clia bang nhu sau:

Gia st dugc m ch8n. Cac 6 6 dong c¢6 thi ti 1& (tinh tit trén xudng dum)
dugc t6 mau den, cdc 6 6 dong c6 thit tu chin mau trang

0000
CHA UL

Khi d6, s6 6 den va s6 6 tring bing nhau vA bing 2a. M&i quan hinh chit L
14t vao bang chiém 3 6 den va 1 6 tring hoic chiém 3 6 tring va 1 6 den. Gia
st 14t dugce bdi = quan hinh chit L chiém 3 6 den va 1 6 tring vA y quan hinh
chit L chiém 3 6 tring va 1 6 den. Ta c6 hé

r+y=a
3z +vy=3y+z=2a. | |

.7A~ CBToantohop
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Suv ra £ =y va a = 2z. Diéu d6 c6 nghia 14 a chin.

Bay gid ta chitng minh néu a chin, titc 1 m x n chia hét cho 8 thi c6 thé lat
dugc bang bdi cac quan hinh chit L. That vay, néu m chia hét cho 2 va n chia
hét cho 4 thi bang c6 thé chia thanh cdc hinh chit nhat 2 x 4 nén lat dudc.
Néu m 1& va n chia hét cho 8 thi do m c6 thé viét dugc dusi dang m = 25+ 3
" nén'cé thé chia bang da cho thanh cac hinh chit nhat 2 x 4 vd 3 x 8. Do d4,
néu hinh ch nhat 3 x 8 14t duge thi bang da cho sé 14t duge. Hinh vé dudi
day ching t6 c6 thé 14t duge hinh chit nhat nay

7

7

Vay dé 1at dugc bang da cho béi cac quan hinh chit L thi diéu kién can va di
14 m x n chia hét cho 8 vA m,n > 2.

6.2 Bai tap

6.2.1 Bai tap luyén tap
1. Xét ban ¢ vua 8 x 8. Chitng minh rling néu xuit phat tit mot 6 goc, con
ma khong thé di-qua tit ca céc 6 clia ban cd, mdi 6 mot lan va két thic
& 6 goc dbi dién véi 6 goc né xuit phat.
2. Mot con robot nhay trong mat phéng toa do theo quy tic sau: Xudt phat
tit diém (z, y), con robot nhdy dén diém (2',y’) xac dinh nhu sau:

x,:ff&y, ) = 2zy |
2 T+Yy

Chitng minh riing, néu ban diu con robot ding & didm (2009, 2010) thi
khong bao gid con robot nhay viao digce trong du‘dng tron (C) co tam la
gbc toa do O va ban kinh R = 2840.

3. Viét cac 6 1,2,3,...,2010 len bé,ng. Thuc hién thuat toan sau: Mdi l&n
x6a di hai s6 a, b bét ki va viét them s6 ¢ = |a — b|. Ching minh ring sb
con lai cudi cung trén bang 13 mot s6 1é.

4, Mot hmh tron dugce chia thanh 2010 hinh quat. Trong méi hinh quat cod-
mot vién bi. Thic hién tro chéi sau: mdi 1an cho phep 14y ra hai vién bi
trong hai hinh quat ndo d6 v& chuyén chiing sang cac 6 ben canh nhung

78- CE)Toantohop
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A

ot

theo hai chleu nguge nhau. Hoi sau mot sb lan c6 thé chuyén het céc
vién bi vho mot hinh quat duge khong?

. Mot day gdm c6 19 phong. Ban ddu mdi phong c6 mot ngudi. Sau do,

cit mbi ngay c6 hai ngudi ndo d6 chuyén sang hai phong bén canh nhung
theo hai chiéu ngugc nhau. Hoi sau mot s6 ngay c6 hay khong trudng
hop ma : :

(a) Khong cé ai & phong cé thi tu chin.
(b) C6 10 ngudi & phong cudi.

. O 6 dinh ctia mot luc gidc 16i c6 ghi 6 s6 chan lién tiép theo chiéu kim

dong hd. Ta thay ddi cac sb nhu sau: Maoi 1an 14y ra mot canh va cong
hai s6 trén canh d6 véi cung mot 6 nguyen nao d6. Héi sau mot s6 1an
thay d6i nhu thé thi 6 s6 méi & cac dinh cia luc gidc 6 thé bang nhau
khong? .

Cho bang 6 vudng n x n (n > 5). Trong mdi 6 clia bang ta viét mot déu
(+) hodc (=) sao cho trong toan bo bang chi ¢6 mot dau (—) va khong

ndm & cac 6 géc. Mdi lan cho phép ddi dau tat ca cac 6 trén cling mot
hang, cling mot cot, cing mot dudng song song véi dudng chéo, hodc bén

-0 0 gbc. Héi sau hitu han 18n ¢6 thé lam cho béng chi gdm cac diu cong

dugc khong?

. Trén bang cho da thic f(z) = 22 + 4z + 3. Thyc hién tro choi sau, néu -

trén bang da c6 da thic P(z) thi dugc phép viét them len bang mot
trong hai da thitc sau

Q@)= f(C +1),  R(@) = (z ~ 1)°.f(—

r—1

).

‘Hoéi sau mot sé buée ta c¢6 thé vidt duoc da thie

| g(z) =2+ 10z +9
hay khong? | o
(VMO - 1991): Cho bang 1991 x 1992. K higu (m, n) 13 6 vuong nim &
giao cua hang thit m vi cot thit n. T6 mau cic 6 vudng ctia bang theo
quy tic sau: lan thd nhat t6 ba 6 (r,s), (r+ 1,5+ 1), (r + 2,5 + 2);

1 <r<1989,1 < s <1990, tir lan thit hai, méi 1an t6 ding ba 6 chua cé

mau ndm canh nhau trong cling mot hang hodc cing mot cot. Héi bing
cach d6 c6 thé t6 mau duoc tit ci cic 6 cia bang dugc khong?



100

10.

- 11,

12.

13.

' Chuyén dé 6. BAat bién

(VMO - 1992): Tai mbi dinh cta da giac 16i A1 A,... A1ges ta ghi mot dau
cong (+) hosic mot dau trit (—) sao cho trong 1993 diu dé c6 ca dau
cong (+) va diu trit (—). Thyc hién viéc thay ddu nhu sau: méi lan, thay
ddu ddng thoi tai tt ci cac dinh cla da giac theo quy tic:

- Néu diu tai A; va A;41 12 nhu nhau thi diu tai A; duge thay bang dau
(+). | |

- Néu diu tai A; vd A;1, khac nhau thi ddu tai A; dugc thay bang dau
(=)

(Quy udc A1994 15 Al) |
Chitng minh réing, ton tai s6 nguyén k > 2 sao cho sau khi thyc hién lién
ti8p k 1an phép thay ddu néi trén, ta dugc da gidc A;A,...A19es ma diu
tai méi dinh A; (i = 1,1993) trung véi dau tai chinh dinh dé ngay sau
13n thay diu thd nhéat.

(VMO-2006) Xét bang 6 vudng m x n (m,n 1a cac sé nguyén duong lén
hon 3). Thyc hién trd choi sau: méi lan dit 4 vien bi vao 4 6 clia bang
(mdi 0 1 vién bi) ma 4 6 d6 tao thanh mot trong cac hinh dudi day

Hoi sau mot sb 1an ta ¢6 thé nhan dude bang ma sb bi trong cac 6 bang
nhau duge khong néu

a) m = 2004 va n = 2006 ?
b) m = 2005 va n = 2006 7

Trén ban c6 2007 vién bi gdm 667 bi xanh, 669 bi dé, 671 bi vang. Thuc
hién thuat toadn sau: Mbi lan 14y di 2 vién bi khac mau va dat them 2
vien bi ¢6 mau con lai. Héi ¢6 thé nhan dugc trang thai ma trén ban chi
con lai cac vién bi c,ung mau duge khong?

(Dé thi chon doi tuyén du thi HSGQG tinh Bdc Ninh, nam 2007)

Céac sb tu nhién 0,1, 2, 3, ... dudgc viét trong chc O ciia mot bang 6 vudng
kich thuge 2003 x 2003 theo vdng xody tron dc (Xoéy nguoc chiéu kim

" ddng hd) sao cho s6 0 ndm & 6 trung tam (t&m cta bang) Céac dong va

"
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14.

15.

16.

cOt ctia bang dugce dénh sb ting dan tir dudi len trén va tit tréi sang phai
(bdt dau tix sd 1).

a) S6 2004 nam & dong nao, cot nao? Tai sao?

b) Thyc hién thuat toan sau: 1an dau tien, thay s6 0 & 6 trung tam bdi 36
1998; mdi lan tiép theo, cho phép lay ra 12 sb trong 12 6 lién tiép trong
cung mot hang hodc trong cling mot cot hodc trong ciing mot hinh chit
nhat 3 x 4 rdi taing mdi sb d6 len mot don vi. Héi sau mot s6 1an nhu
vay ta cé thé lam cho tit ca céc sb trong bang déu la boi ctia 2004 hay

‘khong? Tai sao?

20 {19 |18 | 17 | 16
211 6 | 5|4 |15
2217103 |14
231 8 1|2 |13
241 9 | 10] 11 12

Choday hitu han céc s6 thuc zq,Za, ..., Zn (n > 4) c6 céc s0 hang doi
mot khac nhau. Lay ra khoi day 4 s6 hang bat ki rdi lai xép ching vao vi

tri d6 nhung theo thit ty nguge lai. Véi day nhan dugce lai 1am nhu vay....

Hoi bing cach d6 ta cé thé nhan duge day z,, Tn_1, ..., 71 hay khong?

Cho k,n la cac s6 nguyén duong. Xét mot bang 6 vudng vo han, dat
3k x n quan c¢d trong hinh chit nhat 3k x n. Thuc hién trd choi sau: moi
quan cd sé nhay ngang hodc doc qua mot o ké v8i né va c6 chita quan cg,
dé dén 6 ké v6i 6 nay (6 md quan cd nhay dén phai 1a 6 tréng). Sau khi
1am nhu trén ta loai bd quan ¢ 3 0 bi nhay qua ra khoéi ban cg. Ching
minh r8ng, v6i cach choi d6 trén bang 6 vuong sé khong bao gld con lai
ding mot quan co. ‘

(Belarus - 1999): Cho bang 7 x 7 vA cic quan cd c¢6 mot trong ba loai
sau: 3 X 1,1 x 1 va hinh chit L gom 3 6. Ngudi thit nhét ¢6 vo han quan
3 x 1 vA mot quan hinh chit L, trong khi ngudi thi hai chi c6 duy nhat
mot quan 1 x 1.

a) Chlmg minh: néu cho ngudi thi hai di trudc, anh ta c6 thé dit quan

-cd cia minh vao mot 6 nao dé sao cho ngusi thu nhat khong thé pht kin

phan con lai ctia bang.
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b) Chitng minh ring néu cho ngudi thit nhit them mot quan hinh chit L
thi bat ké ngudi thi nhit dit quan ¢d cia minh 6 dau thi nguoi thit hai
ciing vAn c6 thé phii kin phan con lai clia bang.

17. (IMO 2004) Ta dinh nghia vién gach hinh méc caw 1a hinh gom 6 6 vudng

don vi nhu hinh vé duéi day, hosic hinh nhan dugce do 18t hinh dé (sang

- tréi, sang phai, lén trén, xudng dudi) hoic hinh nhan duge do xoay hinh
do6 di mot goc. ) :

1 -

Hay xac dinh tit ci cac hinh chit nhat m x n, trong d6 m,n 1a cac sb
nguyén duong sao cho c¢6 thé lat hinh chi nhat d6 béng cac vién gach
hinh méc cau. | ‘ ‘

6.2.2 Bai tap tu giai

A ? 2w ~ Z - ? a _C N
1. Thuyc hién tro choi sau: Néu trén bang c6 cip phan so hitu ti (E’ E> thi
dugc phép viét thém mot trong céc cap:

a+b c+d\ [a—bc—d b.d
b ' d )’ b ' d ) \a'¢)

(trong qua trinh viét thém céc cip phan s6 ta khong duge phép tdi gidn
cac phan sb).

N ) ' 13\, s
a) Ching minh rang xuit phat tit cip (—i, Z) ta c6 thé viet duge cap

n _n—|—2
n+1"n+3

) véi n nguyén duong tuy y.

’ , | 13 L
b) Hoi ¢6 the nhan duge hay khong tit cip (—2~; Z) mot cdp phan so hitu
t1 tuy §7

2. Xét bang 6 vudong 2010 x 2010. Mdi 6 clia bang ta to boi mot trong hai
mau: xanh ho#ic dd, sao cho méi, & d6 khong ndm & bién thi c6 ding 5 6
‘xanh n¥m xung quanh'né, m&i 6 xanh khong n¥m & bien thi c6 ding 4
6 dé n¥m quanh né. Tinh s6 6 xanh va sé 6 d6 trong bang da cho.
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3. Mot hinh tron dugce chia thanh n hinh quat (n nguyén duong). Trong
mdi hinh quat c¢6 mot vien bi. Thuc hién trd chéi sau: mdi lan cho phép
lay ra hai vién bi trong hai hinh quat ndo d6 va chuyén chiing sang cac
o bén canh nhung theo hai chidu ngude nhau. Héi v6i.n nhu thé nao thi
sau mot sb 1an chuyén bi ta c6 thé chuyén hét céc vién bi vho mot hinh
quat?

4. Tai mbi dinh ctia mot hinh 1ap phuong ta viét mot sb nguyen. Méi lan
13y ra mot canh va tang dong thoi hai s6 trén canh d6 len mot don vi.
Hoi sau mot s6 1an nhu vay ta c6 thé nhan dugc trang thai ma 8 s6 & 8
dinh ctia hinh 1ap phuong bing nhau dugce khong? Biét cac sb § cac dinh
cta hinh lap phuong ban dau la

o o o1 7 4

@ | || | ® ol 1@ | s

0 0 0 0 o 4
5. Cho n 13 sb nguyen duong, n >.2. Xét bang 6 vudng n X n mét hai 6 &

" hai géc déi dien. Hay tim didu kién ctia n sao cho c6 thé lat dugc bang :
~ bdi cac quan hinh chit L duéi day

6. Tai dinh A; clia 12 gisc déu A;Aj...Ajp ta danh diu (—), cc dinh con
lai d4nh dAu (+). M5i lan cho phép 14y ra k dinh lien tiép va doi dau cac
dinh d6. Hdi sau mot s6 1an nhu vay ta c6.thé nhan duge trang thai ma
dinh A, mang diu (—), cac dinh khdc mang dau (+) dugc khong? Hay

- gidi bai toan v6i: e . |
(a) k=4 (b) &k = 3.

7. G6 ba may in, in trén mdi tAm bia mot cip sé tu nhién hoat dong theo
nguyen thc sau: '
Méy 1: In ra t4m bia (a +1, b+ 1) tit tam bia (a, b).

- Méy 2: In ra tdm bia (3 g) tir thm bia (a,b) néu a va b déu chin.

]



104

Chuyén dé 6. Bat bién

10.

11.

12.

May 3: In ra tam bia (a,c) tit hai tAm bia (a, ) va (b, c).
a) Ban dau ta c6 tAm bia (5,19), hoi ¢6 the in duge cdc tAm bia (1, 100)
va (1,50) hay khong? |

'b) Ban diu ta c6 tAm bia (a,b) véi 1 < a < b < n. Tim tat cd cic s tu

nhién n sao cho ta nhan dugc tAm bia (1,n).

. Cho bang 6 vudng 8 x 8. Ghi vho mbi 6 clia bang mot sé nguyén bat ki.

Mai 13n cho phép ta lay ra mot hinh vudng 3 x 3 ho#ic 4 x 4 rdi ting mdi
s6 trong hinh vudng d6 1én moét don vi. Héi néu xult phét tit mot bang
cac sb tiy ¥ thi sau mot sd budc ta cé thé nhan dude bang gdm

(a) Toan cac sd 1a boi ctia 3 hay khong?

(b) Toan céc s6 1a boi ctia 10 hay khong?

Xét bang 2009 x 2009. Trong mdi 6 clia bang ta dién mot s6 +1 hodic —1.
Bén dudi mdi cot ta viét tich cac sb6 trong cot do, bén phai mbi hang ta
viét tich cac sb trong hang d6. Ching minh ring tdng clia cac tich vita
viét 13 mot sb khac 0.

Xét bang 9x 9. O 6 (4, 7) ta viét s6 9(i — 1) + j. M&i 1an 1y ra mot hinh
vudng 4 x 4 va tang ddng thoi cac sb trong d6 1en mot don vi. Chiing
minh réng, udc sd chung 16n nhit cla tat cd cac sd trong bang tai moi
thoi dlem luon bing 1.

Chia géc vudng Oy thanh luéi 6 vudng don vi. Cac hang va cot dugc

déanh s6 thi tu ting dan tir dudi 1én trén va tir trai sang phai. Ki hiéu 6

(m,n) 1a 6 ndm & giao cha hang thit m va cot thit n..Ban dau dit vao 0
(1,1) mot vien bi. Thuc hién viéc chuyén bi nhu sau: Mbi 1an 14y ra khoi

- gbc vien bi ndm 6 6 (m,n) nao dé6 ma tai cac 6 (m +1,n) viam,n+ 1)

khong c6 bi, ddng thoi them vao hai 6 néi trén mdi 6 mot vien bi. Hoi

~¢6 nhan dugc hay khong trang thai ma

a) Cac 6 (1,1),(1,2),(2,1),(2,2) déu khong c6 bi.
b) Céc 6 néi trén va hai 6 (1,3), (3,2) déu khong c6 bi.
Cho 4 tam gidc vudng bang nhau. M&i 1an lay ra mot tam giac va chia

thanh hai tam gidc vuong nhd hon bdi dudng cao ha tit dinh géc vudng.
Chitng minh riing tai moi thoi diém ludn cé it nhit hai tam gidc béng

- ‘nhau.
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13.

14.

15.

Mit phing toa do Ozy dugc chia thanh luéi 6 vudng don vi. D4t mot s6
quan cd tai cac mit luéi. M&i quan cd c6 thé nhay ngang hodc doc theo
qui téc solitairejump: Néu ba 6 A, B, C lién tiép trong cling mot hang
hodc ciing mot ¢ot sao cho B ndm gita A va C, cac 6 A, B ¢6 quan cd
vh 6 C khong c6 quan cd thi quan c¢d & A ¢6 thé nhiy sang C. Sau khi
lam nhu vay thi loai bd quan c¢d & B ra khéi ban cd. Gid sit ban diu cac
quan cd duge dit phia dudi truc hoanh (dit tai cac nit c6 toa do (z,y)
v6i y < 0). Chitng minh ring sau hitu han budc khong thé con lai ding
mot quan ¢d ndm 6 6 (0, 5).

(IMO 1993) Xét ban cd vo han 6. M&i quan cd c6 thé nhay ngang hoiic
doc theo qui téc solitairejump: Néu ba 6 A, B,C lién tiép trong cing
mot hang hodc ciing mot cot sao cho B ndm gitta A va C, cac 0 A, B ¢6
quan cd va 6 C khong c6 quan cd thi quan cd § A c¢6 thé nhdy sang C.
Sau khi 1am nhu vay thi loai bd quan c¢3 & B ra khéi ban cd. Tro choi
két thic néu trén ban cd chi con lai ding mot quan cd. Ban diu ta dat

'

~ n? quan cd trong moét hinh vudng n x n (n > 1). Héi v6i n nhu thé nao
- thi tro choi ¢6 thé két thic? »

(Shortlist IMO-1994) C6 1994 co géi ngdi quanh mot ban tron, chai tro
chdi v6i n 14 bai. Ban ddu, mot co géi giit tit cd n 14 bai. Mbi 1an di, néu
¢ ndo c6 it nhét hai 14 bai thi chuyén cho hai ngudi ngdi ké véi minh
mdi nguoi mot 14 bai. Tro choi sé két thic néu mbi c6 géi c6 khong qué

1 14 bai. Chitng minh ring :

a) Néu n > 1994 thi tro choi khong the két thic.
b) Néu n < 1994 thi trd choi sé két thac tai mot thoi diém nao do.
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6.3 Huéng dan giai bai tap
1. M&i lan di, con mé chuyén sang 6 khac mau véi 6 né dang ding.

) V) U W
Z) %
727/ /W
/,
A U
7%

A VA 7

N

N

NENEN

Dé di qua tat ¢, cac 0 ctia ban cd, mdi 6 mot 1an thi con ma phai di hét
63 budc. Do d6, 6 ma né két thic hanh trinh khdc mau v6i 6 ban dau
né xuit phat. D6 khong thé 13 6 6 goc dbi dien. |

2. Ta ¢6 2'.y' = zy. Do d6 bat bién la tich cac toa do cha diém ma con
robot nhay téi duge. Gid st con robot dén duge diém M (p, q), ta cd

OM = +/p*> + ¢ > +/2pq = v/2.2000.2010 > 2840.

Vay, con robot khong thé nhiy vio trong duding tron tam O, ban kinh
R = 2840. -

3. Goi S(n) 1a tong céc 86 trén bang sau budc thi n. Ta c¢6 S(n) bit bién
theo moédun 2. Mt khéac o |
S(0)=1+42+3+ ...+ 2010 = 1005.2011

nén S(n) =1 (mod 2),Vn.
Vay sb cubi ciing con lai trén bang 13 mot sb 18,

4. T6 mau cac hinh quat bdéi hai mau den, tring nhu hinh vé:

\
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-sao0 cho hai hinh quat k& nhau thi khac mau. Goi S(n) vd T(n) tuong
ting la s6 vién bi trong cdc hinh quat mau den va s vien bi trong céc
‘hinh quat mau tring sau buéc chuyén bi thit n. Ta c6 S (n) va T'(n) bat
bién theo modun 2. Do S(0) = T'(0) = 1005 nén S(n) va T'(n) 18 v6i moi
n. Do d6 khong thé c6 trang thai ma tit ca cic vién bi ¢ trong cung mot
hinh quat. |

5. Danh sb cac phong theo thit tu 1, 2, 3,...,19.

1]2[3[4... [18]109

Ta deo cho méi vi khach mot thé ghi s6 phong minh dang &. Goi S(n) 1a
tong cac s6 ghi trén thé clia tit ci cac vi khach 6 ngay thu n. D& thay
- S(n) la bat bién. Do d6, ta c6

S(n)=S8(1) =1+2+..419=190,Vn > 1.

a) Vico le ngudi nén néu khong ai ¢ phong ¢6 thit ty chdn thi S(n) 1a
mot s6 18, vo 1i.

'b) Néu ¢6 10 ngudi & phong cudi (phong $6 19) thi S(n) > 19.10 = 190,
vo 1i.

6. Gia sfx luc giac da cho 1a. A 1A2 A3 A4 As Ag VA 6 s6 ghi & cac dinh Ay, A,
As, Ay, As, Ag ban dau tuong tng 13 a, a + 2, a+4,a+6,a+8,a+10
véi a € Z. ,

Goi S(n) vad T(n) tuong tng la téng cac s6 & cac dinh A;, Az, A5 va
Ajg, Ay, Ag sau budc thit n. Ta ¢6 S(n) — T'(n) 1a bat bién. Tir dé suy ra
khong nhan dugc trang thai ma 6 s6 ¢ 6 dinh clia luc gisc bing nhau.

7. Hudng dan. Thay cho dau (+) ta viét s6 1, ddu (=) ta viét s6 (—1). Xét
~ hinh chit nhat 4 x 4 chita ddu (—) sao cho ddu (—) ndm & bién nhung
khong ndm & cac 6 géc. T6 mau céc 6 clia hinh chit nhat 4 x 4 nhu sau:
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7
Goi S(n) la tich cic sb6 duge viét trong cac 6 dudc t6 mau sau buée thit
n. Ta ludn ¢6 S(n) = —1. |
8. Khong thé. |
Da thiic P(z) = az? + bz + ¢ ¢6 biet thic Ap = b* — dac. Xét hai da
thitc duge viet them:
Q(x)=(a+b+c)r*+ (b+2a)z+a
R(z) = cx® + (b— 2a)z + (a — b +¢)
Dé dang kiém tra dugc rang
AQ = AR = b2 — 4ac = Lt\p
Nhu vay, cac da thic duge viét them va da thic ban dau cé cling bigt
thic A.
Vi hai da thie f(z) va g(z) c6 biet thic A khac nhau nén khong thé
viét dugce da thic g(z). |
9. Cdch gidi 1. Danh s céc 6 clia bang nhu hinh duéi day:

1(2[3[1]2]3]...[1[2]3
3[1(2[3[1[2]...13]1]2
23123 1]|... 2|31
1[2[3[1]2]3 123
312312 312
231|231 21371
112]3[1]2]3 1123
3|1]2[3[1]2 3 2

Véi cach danh sb trén, cac 6 clia bang dudc chia thanh 3 loai: loai 1 gdm
cac 6 duge danh s 1, loai 2 gdm cac 6 duge danh sb 2 va loai 3 gom céc
6 dudgc danh sb 3.
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10,

Lan dau tién, ba 6 dugc t6 mau thudc cling mot loai. Tt 1an thi hai, ba
6 dudc t6 mau thudc ba loai khac nhau. Do s6 6 mdi loai bang nhau nén
khong thé t6 mau hét tit ci cc 6 clia bang.

Cdch giai 2. Xét bai toan tir 1an t6 mau thi hai. Khong gian trang
thai A gdm cac bang 1991 x 1992 trong d6 c6 it nhat ba 6 sau dugc to
mau ‘ , '

(r,s),(r+1,s+1),(r+2,s+2).
Thuat toan 7' : A — A bién mdi trang thai a € A thanh trang théi
T'(a) € A sao cho trong T'(a) c6 theém ding 3 6 lién tiép trén cing mot
hang hoic ciing mot cot duge t6 mau. Trang thai ban dau ag la trang
th&i ma ¢6 dang ba o6 (r, s), (r+1,s+1), (r+2, s+2) dudc t6 mau; trang
thai két thic a* 13 trang thai ma & d6 tit ci cac 6 déu dudc t6 mau. Dé
xay dung ham bét bién H ta thuc hién cach viét s6 sau: V6i mdi trang
théi a € A tiy 7, néu 6 (m,n) ctia a duge t6 mau thi ta viét s6 m.n. Xét
I =1{01,2} va H: A — I sao cho v6i mdi a € A, H(a) la s6 du cia
tong céc s6 duge viét trong a khi chia cho 3. D& thiy H 1a ham bt bién.
Suy ra, H(a) = H(ag) = 2,Va € 5. Mt khéc, H(a*) = 0 nén a* ¢ @g.
Diéu d6 cé nghia 13 khong thé t6 mau tit ci cac 6 clia bang da cho.
Dt tuong tng diu (4) véi sd 1 va diu (=) véi s6 (—1). Phép thay diu
clia bai ra tuong duong véi phép thay sb sau: mbi 1an, thay s6 dong thoi
tai tit ca cac dinh A; theo quy tic: s tai A; dugc thay bing tich clia s6
tal Az va, Sé ta,i Ai—i—l- i
Ki hiéu a;(n) 1a sb tai dinh A; ngay sau lan thay s6 thit n, ta c6

a;(n) € {-1,1},Vi = T,1993.

Vi céc s6 tai cac dinh clia da gisc 8 moi thoi diém chila 1 va (—1) nén sb
da giac s6 13 hitu han. Suy ra, tdn tai cac thoi diem s va t véi s > ¢ > 1
sao cho

a;(t) = a;(s),¥i =1,1993 (1).

Néu ¢ = 1 thi ta 6 ngay diéu phai chitng minh.

Xét t > 1, ta co: '

(1) @ ai(t — 1).am1(t — 1) = a;(s — 1).a1(s — 1), Vi =T, 1993
air1(t—1)  a;(t—1)
CLi_}_l(S - 1) _ az(s - 1)

il — S , J(t—1) g s
ai(t—1) _ 1 Vi =T1993 hosc ai(t—1) _ ~1,Vi = 1, 1993.
a;(s —1) a;(s — 1) |

Vi =T,1993
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11.

12.

Mét khac

a;(1) = a;i(s — t + 1), Vi = 1, 1993,
O

a) Bang da cho c6 thé chia thanh cac hinh chit nhat 4 x 2 nén cé thé
nhan dugc trang thai ma sb bi trong céc 6 bing nhau.

b) T6 méu céc 6 ctia bdng nhu hinh vé (t6 cac hang: 1, 3, ..., 2005)

0
000007
TN,

Dé thay, mdi lan dat bi c6 2 vien duge dit vao cac 6 dugc t6 mau va
2 vien duge dit vao cac 0 khong dugc t6 mau. Do d6, néu goi S(n)
13 86 bi trong cac 0 dugc t6 mau va T'(n) 13 s6 bi trong céc '6 khong
dugc t6 mau sau lan dit bi thi n thi S(n) — T(n) 1a bat bién. Ta c6
S(n) —T(n) = S(0)—T(0) = 0,¥n > 0. Do d6, néu nhan dugc badng ma
s6 bi trong cic 6 bing nhau thi sé 6 dude t6 mau va sé 6 khong dugc to
mau bing nhau. Didu niy khong thé x4y ra vi m 14 mot sb 18. ]

Goi X(n), D(n) va V(n) tuong ting 1a sb bi mau xanh, sd bi mau doé va
s6 bi mau vang sau budc thit n. D& thiy cic dai lugng

- X(n) — D(n),D(n) = V(n),V(n) — X(n)
bét bién theo moédun 3. |

Tt d6 suy ra khong thé nhan duoc trang thai ma tren ban chi con lai

‘céc vién bi cung mau.
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13 a

)/ Xét hinh vuong canh 2n + 1 ¢6 tam 1 6 chita sb 0: s6 dugc viét 0
dinh dudi, bén tréi cta hmh vuong nay la (2n + 1)2 — 1 (vi du céc sbé:

8,24, ...).

Vi(2x22+1)% =1 = 2024 v s6 0 niim & 6 dong s6 1002, cot sb 1002
nén s6 2024 ndm & hang s6 1002 — 22 = 980 va cot s6 1002 — 22 = 980.
Vay s6 2004 n&m & hang s6 980 + 20 = 1000 va cot sb 980.

b) Ta danh diu céc 6 clia bang nhu hinh vé.

X X X X X
| X X X X
X X X X
X X X X X
X X | X X
X X X X
X X X X X
X X X X
X X X X
X X X X X
X X[ [ [X X
X | X X X
X X X X X

Goi S(n) 1a tong céac sb trong cac 6 dugc danh ddu & budc thit n. Do mbi
lan thyc hién thuat todn (ké tir 1an thi 2) c¢6 ding 4 0 dudc danh diu
tham gia nén

”’(n+1) = S(n) +4,Vn > 1.

Do d6 S(n) bat bién theo modun 4. Suy ra
S(n) = S(1) (mod 4),¥n > 1.

Ta xét s6 du cfia S(0) khi chia cho 4:

Xét cac dudng chéo gdbm nhitng 6 duac danh diu, cac duxjng Cheo dé6 gom
mot trong ba loai: ‘

o Loal 1 chita toan céc sé chia hét cho 4 (duang chéo di qua 6 trung tam)

® Loal 2 chita toan céc sb chia cho 4 du 2: Do tinh déi xting cla bang
nén c6 chan dudng chéo loai ndy va nhu vay téng cac sb tren cac duxmg ,

cheo loai nay chia hét cho 4.
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14.

15.

e Loai 3 chia toan céc sb 18: Trén mdi dudng chéo loai nay c6 mot nia
s6 6 chita cac sb chia cho 4 du 1 vA mot nita sb 6 chita cac sb chia cho 4
du —1 v nhu vay tong céc sd trong cac dudng chéo loai nady ciing chia
hét cho 4. '

Tit d6 c6 S(0) =0 (mod 4), suy ra S(1) = S(0)+1998 = 2 (mod 4) hay
S(n) =2 (mod 4),Vn > 1. | '

Vay khong thé c6 trang thai ma tit ca cac sb trong bang déu 1a boi clia
2004 dugc. '
Dadp sb n:4k.hoacn:4k+1.

Gi4 st sau m bude ta nhan duce day ., Zn_1, ..., 1. Ta quy udc, cdp sd

(i, ;) goi 1a mot cap s6 dep néu i < j va z; ding trude z; trong day.

Goi S(k) 1a s6 cdp sd dep & bude thd k. M&i lan thiyc hign thudt toén
thi c6 thé xem nhu thuc hien mot sé chin 1an viec ddi chd hai s6 hang
lien tiép. M&i lan ddi chd hai sb hang lién tiép thi sb cip sb dep ting len
1 hodc giam di 1, do d6

S(k+1) = S(k) (mod 2), V& > 0.

T\‘J?désuyran:4khoacn:4k+1.

- Véi n = 4k ta thue hién viéc doi chd 1an ludt cho cic bo:

(331, T2, Tak—1, $4k), (333, T4y, Tak—3, 5U4k—2)7 ey (l'ék—-h Loky L2k+1, $2k+2)-

" Véi n = 4k + 1 ta thuc hién vigc ddi chd 1an lugt cho céac bo:

(561, Za, $4k, $4k+1), e (mZk——l, Lok, Lok+1, 5132k+2) (giﬁ nguyén$2k+1)~

T6 mau cac 06 ctia ban cd bdi ba mau nhu hinh vé
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16.

1[2[371]273
o312 3]1
3112312
112371273
21311 |x 311
3112312
11231123
o131 231
312312

Goi 5(7) 12 tong s6 quan co trong cic 6 mau i. Tai moi thoi diém ta ludn
c6 5(1),8(2),5(3) cung tinh chin 18. Do d6 khong thé ¢6 trang thai ma
tréen bang chi con lai ding mot quan co.

a) Ta danh diu bang theo hai céch nhu nhu hinh vé dudi day. Néu nguoi
thd nhit phit duge phan con lal thi phai dit quan hinh chi L theo hai

‘cach khéc nhau vo 1.

L1231 12(3]1 1131211131211
21311121312 211132113 ]2
3(1]213]11]213 31211131213
11213 1]2]3]1 113121113121
2131 |x|3[|1]2 21113 [x|1]13]2]
31112]3(1]2]3 312111312 |1]3
11213 [1(1213]1 11312]113]2]1

(Quan hinh ch@ L can phti ba 6 xung quanh 6 danh diu x: 6 chita s6 3
va hai s6 1. -

b)A Ta thu hep dan bang da cho nhd céc nhan xét sau: |
e Quan cd clia ngudi tht hai phai roi vho mot trong bén hinh vuodng |
4 X 4 ¢6 mot dinh trung v6i mot trong bdn dinh clia bang ban dau, nén
chi can xét bang B véi kinh thudc 4 x 4. |

e Trong bang B, quan cd phai roi vao mot trong 4 hinh Vuong 2% 2co
mot dinh tring v6i mot trong bén dinh ciia B, nén chi can xét trong

| bang C véi kich thuée 2 x 2. Tit d6 ¢6 dpem.

: Dé thdy m,n ¢ {1,2, 5}. Chia hinh ch@ nhat m x n thanh m x n 6 vuong

va danh sb cac hang, cic cot tit dudi len tren, tir trai sang phai. Ta goi

8A- CBToantohop
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6 (p,q) 14 6 ndm & giao clia hang thit p v3 cot thit g. Hai vién gach hinh
"moéc cau chi c6 the ghep lai dé dugc mot trong hai hinh dudi day

(H) (H2)
Do d¢, dé lat dugc hinh chit nhat m x m thi m.n phai chia hét cho 12.
Néu it nhit mot trong hai sé m ho#ic n chia hét cho 4 thi c6 thé lat duge
hinh ch@ nhat m x n. That vay, gia st dugec m chia hét cho 4. Néu n chia
hét cho 3 thi c6 thé chia hinh chi nhat m x n thanh cdc hinh chit nhat
4 x 3, do d6 c6 thé lat duge. Néu n khong chia hét cho 3 thi c6 thé viét
n dudi dang n = 3a + 4b véi a,b 1a céc s6 nguyen duong, do do c6 thé
14t dugc.

Bay gid ta ching minh mot ttong hai s6 m,n chia hét cho 4. Gi4 sit
‘_ ngudc lai, khi d6 c& m va n chia hét cho 2 nhung khong chia hét cho 4.

Dé ching minh didu ndy khong xay ra ta tao ra bét bién. Dé tao bat
bién ta didn cac s6 vio cac 6 ciia hinh ch nhat theo quy tic sau: Xét 0
(p,q). Néu chi mot trong hai toa do p hodc ¢ chia hét cho 4 thi dién sb
1 vao 6 dé. Néu cd hai toa do p va ¢ chia hét cho 4 thi dién s 2 vao 6

d6. Véi cach didn sé nhit vay ta thu duge bt bién 13 téng cac sb trong
hinh (H,) va tdng céc sé trong hinh (H,) ludn la sb 16. Do m, n chén nén
tong cac sb trong toan bo hinh chit nhat m x n 14 mot s6 chdn. Mudn 14t
dugc hinh chi nhat m x n thi tong s6 hinh (H;) va (H,) duge st dung
phai 14 s6 chin. Khi d6, m.n chia hét cho 24. Dleu nay khong xay ra vi

¢4 m,n déu khong ch1a hét cho 4. o o O

8B- CBToantohop
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Pon bién va bai toan hoi

N6i mot cach don gian thi don bién (monovariant) 13 dai lugng bién doi theo
mot chidu nhat dinh (ting hoic gidm). Cling nhu bt bién, don bién c6 vai trd
quan trong trong todn hoc. Ta st dung don bién de chiing minh mot qua trinh
nao dé hoi tu (ding) hay phan ki (khong dlmg) |

7 1 Ham dﬁn bién .

Cho A # & 1a khéng gian cac trang thai va thuat toan T : A — A. Anh xa
H: A — R goi la ham don bién trén A neu H thod man mot trong hal diéu
- kién- sau: »

a) Ya,be A:bea= H(b) < H(a).

b) Va,be A:beca= H(b) > H(a). |

(Ki higu @ 1 tap cac trang thai nhan d’uoc tit a sau khi thyc hién thuat
todn 7' hitu han 1an). o

7.2 Bai toan héi tu Vébéi toan phan ki

‘Bai toan hoi tu. Cho thuat toan T trén khong gian cac trang thai A va trang

thai ban dau «. Chitng minh réing sau hitu han 1an thyc hign thuat toan T, ta
nhan duoc trang thai xac dinh £ va khong thé thyc hién 7 thém nita (tro choi
dimg lai). .

Bai todn phan ki. Cho thuat toin T trén A va trang thai ban diu «. Ching
minh ring ta c6 thé thuc hién thuat todn T vo han ldn (tro choi khong dimg).

Dé giai cic bai todn hoi tu va cac bal toan phan k1 ta su dung ham don bién.
Ta c6 cac dinh 1f sau:
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"Dinh 1i 1. Néu tdn tai ham don bién H : A — R trén khong gian cac trang
thai A hitu han thi tro choi ditng lai sau hitu han budc.

Pinh 1i 2. Néu ton tai ham don bién H : A — Z tang va bi chdn trén thi tro
choi dung lai sau hitu han buéec.

Dinh 1i 3. Néu tdn tai ham don bién H : A — 7Z gidm va bi chén dudi thi trd
choi dimng lai sau httu han budc.

Xét cac vi du sau:

Vi du 1. Xét bang 6 vuong m x n (m,n > 2). Trong méi 6 clia bang ta dién
mot s6 thuc. Thuc hien thuat toan sau: mdi lan 14y ra mot hahg hodc mot cot
c6 téng cac sb nhd hon 0 va ddi dau tat ca cac sb trong hang (hodc cot) do.
- Chiing minh ring sau hitu han budc ta nhan dugc bang ma téng cac sd trong
mdi hang va tong cac s6 trong mdi cot 14 s6 khong am.

L&i gidi. Goi S(n) 1a tong tit ci cac sO trong bang sau budc thi n. Ta co,
S(n+1) > S(n),¥n > 0. Do d6, S(n) la mdt ham don bién. Mt khac, so
trang thai ¢6 thé nhan dugc 1a hitu han nén chi c6 thé thyc hign thuat todn
hitu han 14n va ta nhan dudc bang théa mén yéu cau bai toan.

Vi du 2. Cho mot day phong dai vo han, duge danh sé: 1,2, 3, .... C6 mot sO
hitu han ngudi séng trong day phong. Mi ngay c6 hai nguoi song & hai phong
canh nhau chuyén sang hai phong khac theo hai huéng ngugc nhau nhung
khong duoc trao ddi vi trf cho nhau. Ching minh rang viéc chuyén phong dé
diung lai sau hitu han ngay.

L% gidi. Ta dua cho mbi ngudi mot chia kho4, trén dé c6 ghi s6 phong minh
dang 8. Goi S(n) 1a tich céc sb viét trén céc chia khod & ngay thu n. Ta co:
Stn+1)  k(k+1)

ORI I

trong dé k£ va k + 1 1& cac phong c6 ngudi chuyén.

Do d6, S(n) 13 mot don bién. |

Do S(n) giam va S(n) € N* nén viéc chuyén phong phai dimg lai sau hitu han
ngay.
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7.3 Bai tap

7.3.1 Bai tap luyén tap

1.

Trén mat phang cho mot s6 diém doé va mot s6 didm xanh Mot sb cip
diém trong ching duge néi v6i nhau. Mot diém dude goi 1a ki di néu c6
qua ntta sb doan thing xudt phét tir didm nay va cb dau mat con lai
khac mau v6i n6. Thuyc hién thuat toan sau: méi lan chon ra mot diém
ki di va doi mau né. Chlmg minh ring sau hitu han buoc sé khong con
diém ki di nao. '

. Trong mot qubc hoi, mdi nghi s c6 khong qua ba dbi thi (néu A 13 déi
- tht cta B thi B ciing 14 d6i thi ctia A). Chitng minh riing ta c6 thé chia

quéc hoi thanh hai vien 580 cho méi ngh1 st c6 khong qud mot d01 thu
trong cung vién.

. Tai mbi dinh A;, Ay, ..., A, (n > 3) clia da gidc déu A;A,...A, ta viét

mot s6 thuc. Thuc hign thuit toan sau: Néu bén sé a, b, ¢, d ding & bén
dinh lign tiep A;, Ait1, Aife, Airs(1 <4 < n) théaman (a—d)(b—c) <0
thi ta ddi chd b va ¢ cho nhau. Chlmg minh ring thuat todn chi c6 thé
thuc hién hufu han lan.

(Quy u6c Apyp 1 Ap voi 1 <k < 2)

. Ban dau ta c¢6 bo s6 By = (1,2,3,4). Thuc hién tro choi sau, néu ta cé

bo s6 B = (z,y, z,t) thi thay bdi bo T(B) = (z — y,y — 2,2 — t,t — ).
Chitng minh ring sau mot s bude ta nhan duge bo s6 (z,y, z,t) ma

lz| + |y| + || + [t| > 20009.

. Ban dau ta c6 bo s6 (a,b,c,d), trong d6 a,b,c,d 13 cic sb nguyén doi

mot khéc nhau. Thuc hién thuat toan sau: Néu c6 bo s6 B = (z,y, z, 1)
vli z,y, z,t nguyén thi ducc phép thay thé bdi bo sb |

| r+y y+z 2+t t+zx
T(m) = (LR L ).

Chitrig minh ring viéc thufc hién thuat todn trén sé phal diung lai sau
httu han bude. |
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7.3.2 Bai tap tu giai

1.

Cho day sb6 nguyén dufGng 1,02, ..., an (n > 2). Thyc hién thuat toan
sau: M6i 1an 14y ra hai s6 a,b 6 ha,l vi tri lien tiép sao cho b khong chia

- hét cho a va thay a bdi udc sd chung 16n nhét ctia a va b, thay b boi

boi s6 chung nhoé nhét ctia a va b. Ching minh rdng sau hitu han budc
ta nhan dugc day mcn ma sO hang dufng sau chia hét cho s6 hang ding
trude.

. Trong m6t cudc hop ¢6 2n ngubi (n > 1) mdi ngudi quen khong it hon n

ngudi khac. Chitng minh ring c6 thé xép 2n nguoi d6 vao mot ban tron
sao cho hai ngudi ngdi ké nhau thi quen nhau.

. Trén mat phéng cho 2n diem (n > 1), trong d6 khong c6 ba diém nao

thang hang. To mau n diém mau dé va n diém mau xanh. Chlmg minh
riing c6 thé ndi cac diém dd véi cac diem xanh boi n doan thing sao cho

khong c6 hai doan nao giao nhau.

. C6 n hoc sinh ddng thanh mot vong tron. Gia sit m&i em c6 mot s6 keo

sao cho sb keo ciia cac em khong bing nhau tit cad. Thuc hién tro chai
sau: Sau mbi hiéu lenh ca ngudi chi huy, méi em déu 14y mot nita s keo
clia minh dang c6 vd dua cho ban bén canh, tinh theo chiéu kim dong

~ hd. Néu em nao ¢6 mot s6 1é chiée keo thi duge nhan thém mot chiéc

trude khi chia. Chiing minh ring sau mot s6 lan thua hién trd choi thi
56, keo cua, tat ci cac em bing nhau.

. Cho bd 4 s6 duong (a,b,c, d) khong ddng thdi bing nhau. T hyc hién

thuat toan sau: Néu c6 bd so B = (a: y,z,t) thi thay bing bd sb

T(B) = (zy,yz, 2t, tx). Chumg mmh rang khong bao gld ta gap lai bo sb

(a,b,c,d) da cho hodc bit ki mot hoan vi ndo cla bo sb nay.

. Xét bo n sb (w,T9,...,%Tn), trong d6 n cb dang 2% voi

ke N*vaz; € {1;—1},Vi = T,n. Thyc hién thuat toan sau: Néu c6 bd
s6 B = (al,ag, ..., Q) thi thay bing bo s6 T'(B) = (alag,a2a3, ...,anal).
Chuug minh réng sau hitu han budc ta nhan dudc b6 c=(1,1,..,1).

. Tai méi dinh ctia ngii glac déu A; Ay A3 AyAs ta mot s6 thuc sao cho tong‘
cac sb duge vidt 1a mot sé duong. Thuc hien thuat toan sau: Néu ba sd

7,1,z 6 ba dinh lién tiép ma y < 0 thi thay bo ba (z,y,z) bdi bd ba
(z +y,—y,y + z). Chiing minh réng vigc thyc hign thuat toan trén sé
phéi ditng lai sau hitu han budc.
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1. Goi S, la sé doan thing dugc ndi béi hai didm khac mau sau bude thi

n. Ta c6: Spy1 < Sy, Vn > 1. Do sb gi4 tri ma S, c6 the nhan dugdc la

- hitu han nén khong thé thyc hién thuat todn vo han 13n. Vay sau hvfxu |
han budc ta sé phai nhan dugc trang thai ma khong con diém ki di nao.

- 2. Trudc tién ta chia qudc hoi thanh hai vién Vi va V5 mdot cach tuy §. Ta
tim céch chuyén céc nghi si sao cho s6 d6i thi cta cac nghl si trong cung
mot vién gidm di. |
Xét nghi st A, néu A c¢6 khong qua mot déi thi trong ciing vién clia minh
thi ta dé yen con néu A c6 khong it hon hai déi thi trong ciing vién clia
minh thi ta chuyén A sang vién con lai. Goi S, 13 s cip ddi thi trong
cing mot vién sau lan chuyén tht n. Do mdi nghi si ¢6 khong qua ba
déi thii nén Sp1 < Sp,Vn > 1. Do sb gia tri md S, c6 thé nhan duge 1
hitu han nén qué trinh chuyén sé pha1 dimg lai sau hitu han bLIOC va ta
nhan duOc trang tha1 thoa man yéu cau bai toan. | |

3. Xet cac tong , |
Sp = a10g + azaz + ... + ana1,

‘trong d6 ay, as, ..., a, 12 céc s6 duge viét tai Ay, As, ..., A, sau budc thd

Ta c6:
(a d)(b——c)<O<:>ab+bc+cd<ac+cb+bd

Suy ra, Spi1 > Sn,Vn > 1.

Do sb gi4 tri ma téng S, c6 thé nhan 12 hitu han nén S, khong the tang
- vo han lan. Do d6 thuat toan‘ phéi ding lai sau hitu han buée.

4. Gia st sau bude thtt n ta nhan duge bo'sb (an, by, cn,wdn‘). Dat
Sp = a2+ b2+ + d.
Ta tim quan hé gitta S,,1 va Sy. Ta c6:

- Sppr = n+1 + bn—H + Cn+1 + dn+1 | o :
= (an - bn)? + (bn = cp)* + (cn — dn)” + (dn - az)?
= 25, — 2(anbn, + bncy + cndy + dnay).”

-
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Mat khéc, do a, + by + ¢ + dy = 0 nén
2(anbn + bncy + cndy + dnay) = %.(an +cn)? — (bn +d,)?* <0.
Do d6
- Sn+1 Z QSn,VTL Z 1.
Suy ra
S, > 218,
Do
(|an| + bn] + |cnl + \d,|)? > a2 + b,% +c2 + d2.
nén , ‘1
|anl + lbn' + 1Cn| + ldn’ > 277 /51
 V6i n di 16n ta c6 3 |
~ 2°71/S; > 20009.
Khi d6 | SR
\an| + |bn| + |cn| + |dn] > 2009.
5. Lot giat 1. ‘Gié_sfr trai lai, ta luén nhan dugce bo sb6 véi céc thanh phan

la s6 nguyén. Goi

Sn — max{‘a'n"” bn|7 lbn - Cnla |Cn - dnla |dn - anta |an - Cn}y Ibn - dnl}a

trong d6 (ay,, by, ¢n, dy) 12 bd s6 nhan duge sau bude thi n.

Ta cé Sy < Sp,Vn > 1.

Do S, € Z,Yn > 1 nén ton tai N € N* sao cho Sy = 0. Khi dé ta c6
CLN:bN:CN:dN. »

Dat ay =by =cy =dy = m;‘ta ch

an-1+byoy  bvoitenvor  enyoit+dyor dyoitan—

2 B 2 2 2

Suy ra o
anN-1 = cy-1,by—1 = dn_1.

Dat ay_1 = cn-1=p,by-1 = dy-1=¢, taco

aN-2 +by-a CN-2+ dy—2 . by—a+cn_a _ dy_o+an o
2 2 ’ 2 2
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an-9+ by +cn_a + dy_2
; .

Suy rap=gq = Do d6

an—1=cCn—1 = by_1 =dn_1.

‘Tiép tuc lap luan nhu trén ta ddn téi a =b=c=d, vo Ii.

Loi gidi 2. Gid st (ap, by, ¢, dy) 12 bo s6 nhan duge sau bude thit n.

Xét tong o
Sp=a:+b2+c2+d-.

Ta ¢6: Spi1 < Sn,Vn > 1. DAu bing x4y ra khi v chi khi
ay, = b, = ¢, = d,.

Vi S, kh@ng thé giém mai nén ton tai n sao cho a, - b, = ¢, = dy. Lap
luan tuong tu nhu cich gidi thit nhat ta c¢6 diéu phai Ching minh.



8.1 Phuong phap truy hoi

Trong nhidu trudng hop, viec dém tryc tiép cac dbi tugng 1a rat kho. Néu
ta thiét 1ap ducc mbi quant hé truy hoi gita s6 lugng déi tugng can dém trong
nhém n déi tuong véi sé lugng déi tugng can dém trong cdc nhém it hon n
déi tuong thi c6 thé dua vé dém sb dbi tugng trong nhom véi s6 ddi tugng nhod
ma viec dém trong nhém déi tugng nay khong miy kho khan.

Vi du 1. Trén mit phing cho n dudng thing A;, A, ... ,An (n’> 1) doi mot
khong song song va khong c6 ba duong nao dong quy Tim so mién ma 7 duong
thang nay dinh ra trén mét phang. :

Lo gi'dz'. Goi S(n) 1a s6 mién ma n dudng thing da cho dinh ra trén mat
phéng. Tt gia thiét ta c6 A, cit n — 1 dudng thang Ay, Ag, ..., Ay tain—1
diém. Do.d6 A, bin —1 dudng thang con lai chia thanh n phan. M&i phan
trong s6 dé sinh ra mot midn méi. Do d6 S(n) = S(n — 1) + n. Tit d6 ta c6
] |
S(n) =1+ n(n+1)
: 2

Vi duy 2. (Bai toan chia keo Euler). Cho m va n 1a cic s6 nguyen duong. Xét
phuong trinh nghiém nguyén z, + 3+ ...+, = m. Hoi phuong trinh néi trén
c6 bao nhiéu nghiém nguyén khong am?

Loi giai. Ki higu S('ﬁ, m) 12 s6 nghiém nguyén khong am cta phuong trinh
da cho. Phuong trinh da cho tuong duong véi z; + z9 + ... + Tp—1 = M — Ty.
‘Do dé

:ZS(n—l,m ZSnwlk (1).
Tpn=0 k=0 : o
Thay m béi m — 1 ta c6
m—_l
Sn,m—1)=>» Sn-1k)  (2).
0

o
[l

Tir (1) va (2) ta suy ra S(n;m) = S(n;m — 1) + S(n — 1;m). Tit cong thic
trén va bing phuong phap quy nap ta chitng minh dugc

S( ) Cm+n 1¢
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8.2 Phu’dng phap su’ dung song anh

Ta biét ring, néu c6 song anh f : A — B thi |B| Do do, thay vi
dém sb phan ti clia A ta c6 thé dua vé dém sd phan tt cha B.

Vi du 1. (Bai toan chia keo Euler). Cho m van la cac s0 nguyén duong. Xét
phuong trinh nghiém nguyén ‘ ‘

Eg! +Zo+ ...+ Ty =M.
Hoéi phuong trinh néi trén c6 bao nhiéu nghiém nguyén kh@ng am?
Loi gidi. Goi X la tap chc nghiém nguyén khong am ctia phuong trinh da
cho v Y la tap céac sau nhi phan c6 do dai m +n — 1, trong dé c6 m ki

tu 1 van—1Kkity0. Xét anh xa f: X — Y cho tuong Gng m01 phan ti
T = (:1;1,3:2, o Tp) € X v6i phan t

y~11 1011..10...011...1.

T 9 Tn

D@ thay f 13 song anh Do doé |Xl Y| = m+n 1-

Vi du 2. Cho m,n la céc sb nguyen dUOng 'Xét mang 1uéi 6 vuong klch thude
nxmnhuhmhve -

Y A
n A(m;n)
0(0;0) T m oz

H01 s0 duong di ngdn nhat (theo mang 11101) tit diém O(0;0) dén dlem‘
A(m;n) la bao nhigu? |

Lat giaa. M01 duong di ngén nhat (theo mang ludi) tir 0 dén A gdm.m budc
di ngang v n buée di len. Goi X 1a tap cac dudng di ngén nhét (theo mang
luéi) tit O dén A va Y 1a tap cac bo s6 (a1; ao; -5 Gman) € {O 1}t trong c6
n toa do bang 1. Xét anh xa T': X — Y cho tuong tng m&i duong di z € X
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v6i bo s6 (a1;a2; ..} Aman), trong dé a; = 0 néu bude thi ¢ di ngang va a; = 1
néu budc thtt ¢ di len. D& thay, T’ 12 mot song 4nh. Do d6 |T| = V| = C™ ..

Vi duy trén day la dinh li co ban clia mot phuong phap rat hieu qua dé giai
cac bai toan to6 hop, d6 1a phuong phdp quy dao.

8.3 Phuong phap quy dao

Noi dung ctia phuong phdp quj dao 1a quy bai toan da cho vé viec dém sb
duong di (sb quy dao) c6 mot tinh chit xac dinh nao do.

Vi du 1. Cho n 1a mot sé nguyen duong. Ching minh rang
Cy. = (CO? + (CH2 + ... + (C™)2.

Lot gidi. Xét mang luéi 6 vuong n x n. Khi dé sb dudng di ngdn nhit tu
O(0;0) dén A(n;n) 1a C3,.

y4
M(0;m) Alnin)
0(0;0) N(n;0) T

Bay gio ta dém sb dudng di ngdn nhat ta O(0;0) dén A(n;n) theo mot
cach khac. Dé di dugc tit O(0;0) dén A(n;n) ta can di qua diém P(k;n — k)
trén dudng chéo M N, trong d6 M (0;n) va N(n;0). S dudng di ngdn nhat tit
O(0;0) dén P(k;n — k) 1a C=* = C*. S6 duong di ng&n nhét tit P(k;n — k)
dén A(n;n) 1a CE. Suy ra, s6 dudng di ngin nhat tix O(0;0) dén A(n;n) va di
~qua P(k;n—k) la (CF)?. Do d6, s6 dudng di ngén nhét ti O(0;0) dén A(n;n)

13 ‘ |
o } (C? + (CH2 + ... + (C™)2.
T do ta co CF, = (Cp)? + (CH)* + ... + (C)2,
Vidu 2. Cho n > m > 0. Cé6 m +n ngudi sip hang mua vé, trong dé c6 n

nguoi mang tién loai 5000 dong va m ngudi mang tién loai 10000 déng. M5i vé
gid 5000 dong. Trudc lac ban, ngudi ban vé khong c¢6 tidn. Héi c6 bao nhieu
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cach sdp xép m + n ngudi dé khong c6 ngudi ndo phai chy tra tién thira?

Loi gidi. Gia sit m+n nguoi mua vé da duge sdp hang theo mot cach nao doé.
Dat &; = 1 néu ngudi tht 1 c6 5000 ddng va e; = —1 néu ngudi thit 7 c6 10000
ddng. Khi d6, hieu sb giita sé ngudi c6 tién 5000 ddng va sb nguoi c6 tien 10000
dong khi c6 k nguoi sdp hang 14 Sy = Zk ‘&; Trén mang ludi 6 vudng, vé cac
- diem Ay = (k; Si)- Xét duong gép khic néi O(0;0) véi An = (M+n;n—m)
va di qua cac diém Ay, k = 1,2,...,m +n — 1. M&i dudng gap khic nhu vay
‘ta goi 1a mot quy dao. SO céc quy dao 13 C;,‘Hn Dé thiy, quy dao tuong tUng
v6i cach sip hang ma khong ai phai chd tra tién thia la quy dao khong cat
duong thang d : y = —1. Ta di dém s6 quy dao cit duong thing nay V61 mbi
~quy dao T cat duong thang d:y=—1 (bao gdm cd quy dao cé diém chung
véid:y=—1), ta xay dung quy dao T" tit quj dao T theo céch sau: dén giao
diém dau tién v6i d : y = —1 ta giit nguyén phan quy dao T. Phan con lai,
" ta lay dbi xting qua dudng thing d : Y= —1. T d6, ta dua viec dém sb quy
dao T' cit dudng thang d : y = —1 v& dém s dUOng gap khtc nbi O(0;0) véi
A= (m+nm—n—2). Gid st & dudng gip khic nay c6 x doan hudng

m-+n
- lén trén va y doan hudng xudng duéi. Ta c6

'a:—i—y——m—I—n y-x-—n+2——
hayfﬁ-—m—-ly—n-}—l Dodo soquydaocathdngthangd y--——lla

Cnil
m-+n- .
Vay sb cach sip hang cin tim 1a S = Cpin — Qliln

8.4 Phuwong phap st dung da thtc va sé phitc

Y tu’Ong cua phufdng phép nay la dua viec c’[em s6 tap X ¢6 tinh chat T
nao dé vé tinh.téng S cha cac hé sé a; tng v6i cac luy thira bac k.c6 cling
tinh chat 7" nao d6 cia mot da thic f(z). Sau d6 st dung sb phiic dé tinh S.
Xét vi du sau: |

Vi du. Tim 86 tap con A cla tap X = {1;2;3;...; 2010} sao cho t3ng céc phan
tit ctia A chia hét cho 5.

Lo gidi. Xét da thite f(z) = (1+z)(1+22)...(1 4+ 2°°'°). Khai trién da thic

f(z) ta duge f(z) = Y 2% trong d6 S(C) la tong cac phan tit cia C.
ccx

Do d6, s6 tap con A clia X c6 tong cac phan ti chia hét cho 5 13 tong cic hé

s clia cac luy thira dang 2% véi k € N
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2r . 27 \ . .
"Dit € = cos = + 7sin = (¢ 1a mot can bac 5 clia don vi). Ta c6, véi moi k

khong chia hét cho 5 thi

148+ (52)"“ + (%)* + (54)k =

va néu k chia hét cho 5 thi

1+ () () + (é4)k =5

- Goi S 1a s6 tap con A can tim thi

5= 2 (F0) + &) + 1) + FE) + FY).

Cﬂln—-—t

3 4

Vi da thitc g(z) = 2° — 1 ¢6 cac nghiem 131, €, €2, €, &% nén

Suy ra

Vay

9(@) = (@~ Vo =)o — )z - ) — &%)

(1+)(1+e2)(1+ )1+ (1 +e%) = —g(~1) =2,

£ 92010 4_'2402 92010 4 9404

S = : = 5

8.5 Bai tap

8.5.1 Bai tap luyén tap

1.

Cé bao nhiéu s6 nguyén duong ¢6 5 chit s6 ma tong cac chu s6 clia no 1a
mot sb chan7

. C6 bao nhiéu s6 tu nhién c6 4 chit s6 ma tong céc chit s6 clia n6 1a boi

cua 47

. Cho n 1a mot s6 nguyén duong. Xét bang 6 vuong n x n. HOi trong bang

da cho cé bao nhiéu hinh vuong?

(Baltic 1995) Cho tap X = {1, 2, 3,...,1995}. Hoi c6 bao nhiéu céch chia
tap X thanh 3 tap con khac rdéng sao cho trong mbi tap khong c6 hai
phan t lién tiép nao?
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5.

10.

Hinh luc g1ac déu A1A2A3A4A5A6 dugc chia thanh 6 tam glac OAlAg, :
"OAyA3, OAsAy, OA4As, OA5A6 va OAgA;, trong d6 O la tam ctia luc
gidgc da cho. Ta t6 mau cic mién tam glac déu boi mot trong 3 mau:

- xanh, do, Vang sao cho mdi hinh tam gidc déu ch1 duge t6 bdi mot mau

va hai mién tam gidc déu ké nhau thi c6 mau khac nhau. Héi c6 bao
nhiéu céch to mau nhu Va,y‘?

Cho n 12 6 nguyén duong. Xet bang 1 x n. Dién vao mbi o mot trong
hai s60 hozc 1. Hoi c6 bao nhiu cach dién sb sao cho khong c6 hai 6 ka
nhau nao cung chtta s6 1.

Cho n 14 sé nguyen dlmng Héi tit tap hop X ={3,4,5,6} ta c the lap

dufoc bao nhiéu s6, mbi sb ¢6 n chit sd va chla het cho 3.

. Cén nguoi xep thanh mot hang doc (n > 1). Héi c6 bao nhisu cach chon

ra k nguoi sao cho trong so do khong cé hai ngum nao ding lien tiép
trong hang7

. Stt dung phép dém, hiy chitng minh déng thitc sau

Zk Ck 2n 1

Cho n 13 s6 nguyén duong (n > 3). Ki hiéu‘ ,
| Lo =40;1;2;..5n — 1}

Xét cac tap

An ={(a,b,¢) | a',b,c €Zp, a<b<ec a+bt+c=0 (modn)},

B, ={(a,b,¢) | a,b,c € Zn, a < b <, at+b+c=0 (mod n)}..
Dt 4 = |Aul, by = |Bal. |
a) Tim mdi quan hé gitta a, va by.

b) Chiing minh rang a,3 = by.

¢) Tinh a,.

11

(Balkan 1997) Cho m,n 1a céc sb nguyén duong (m,n > 1). Xét tap X

gdm n phan t vd A, As,..., Ay, 13 m tap con cia X thod mén: v4i moi

z,y € X (z # y), ton tai tap Ay (1 <k < m) sao cho z € A,y ¢ Ay

hodc z ¢ A,y € ‘Ag. Chitng minh réing n < 2™,
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12.

13.

14.

Chuyén dé 8. Mot sb phuong phap dém khéc

(TMO 1989) Cho 7 13 s6 nguyen duong. Mot hoan vi (z1;Zs; ...; Tan) cla
tap {1;2;...; 2n} dugc goi 1a ¢4 tinh chdt T néu ton taii € {1;2;...;2n—1}
sao cho ' , :
, !Q’}i - CL'H—II = MNn.

Chitng minh ring véi moi n nguyén duong, sé céc hodn vi c6 tinh chét
T 16n hon sb cac hoan vi khong c6 tinh chat 7.
St dung phuong phap quj dao, ching minh ding thic

Cm = Cm™ 11+Cm21+ Y Oy

Trong mot 1an bau cd, tng ¢ vien A4 duc}c*a phidu bau, tng ci vien B
dugc b phiéu bau (a > b). Cit tri bé phiéu lien tiép. Hbi c6 bao nhidu

- céach bé phiéu dé tng clt vien A luén dan dau vé s6 phiéu bau cho minh.

15.

(Dua theo bai thi IMO-95) Cho p 1 s nguyén t5 18 va tap

={1,2,...,2p}. V6i méi tap con X ctia M, ki hieu S(X) la tong céc
phan ti cta tap X. Dat

A:{X.cMHXl:p}T

CAi={XCcM: |X|=p, S(X)=i (modp)} (i=0,p—1)}

a) Ching minh ring

[Av| = [Ao] = ... = [Ap_q| = [Ao| — 2.

b) Tim s6 tap con-C clia tap M = {1,2,...,2p} sao cho |C| = p v tong
cic phan tif cia C chia hét cho p.

8.5.2 Bai tap tu giai

1.

Xét bo bai gom 52 quan. Ta rat ra 13 quan bai tir b bai néi trén

a) Héi ¢6 bao nhiéu cach?

b) Héi c6 bao nhiéu cdch ma trong 13 quan bai d6 c¢6 "t quy"?

C6 bao nhiéu cach xép 8 con xe lén ban cd vua sao cho khong cé con xe

nao ndm trén duong chéo chinh (dudng chéo ndi géc tren ben trai va goc
dudi bén phdi) va khong c¢6 con ndo dn con nao?
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ot

Chitng minh rang

(VMO-1996) Cho n s6 (n > 4) do6i mot khac nhau ay,ao, ..., a,. Hoi ¢
bao nhiéu hoan vi clia n s6 d6 sao cho trong mbi hoan vi khong c¢6 ba s6
nao trong 4 s6 a1, ay, as, as ndm & ba vi tri lién tiép.

. Xét lu6i 6 vudng n xn (n > 2). Ta t6 miu cac nat ludi bsi mot trong hai

mau: xanh hodc d6. Hoi ¢6 bao nhiéu cich t6 sao cho mdi hinh vuong

~don vi.cé hai dmh mau doé va hai dinh mau xanh?

. Cho m,n la céc sb nguyén duong. Xét béjng m x n. Dién vao céc 6 clia

bang mot trong hai s6 0 ho#ic 1 sao cho trong mbi hang, mdi cot s6 sd

khong 13 mot s6 chin. Héi ¢6 bao nhieu cach?

. Cho n dudng tron trén mit phing (n > 1). Héi n dudng tron dé chia

mit phang thanh nhidu nhat bao nhiéu mién?

. Cho n nguyén duong. Héi c¢6 bao nhigu c4ch néi 2n diém trén Vong tron
‘bang n day cung khong cit nhau? :

G01 an 12 86 cac xau nhi phan do dai n khong chita chudi con 010 b, 13,
s6 cac xau nhi phan do6 dai n khong chita céc chu01 con 0011 va 1100.

bn+i - 2an.

. Xét tap X = {1;2;3;...;2010}. V6i mbi tap con A cla X,

A= {a;0a9;...; a1},

| trong dé a; > as > ... > ai, ta dit

10.

S(A) =a; — Qg+ ... + (**l)lc—_lak. '
Tinﬁ téng‘ |
S=>"5(4)

ACX

Véi mdi s6 nguyen duong n > 2, ki hleu S,, 14 56 cac hoan vi (a1;a2;...; ap)
clia bo (1;2;...;n) sao cho

1 <lax— k| <2,Vk=T,n

a) Tinh Sy, S, S3, Si.

SA- CEToantchop
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11.

12.

13.

' b) Béng cich lap song énh, hay chfmg minh rdng

: Sn+1 - Sn + S’n—l + Sn»—’z + Sn—S — Sn——llavni > 4.

¢) Ching mlnh rang

75571 1<S <25n 1,Vﬂ>6

(VMO-1996) Cho cédc sé nguyén duong k va n véi k& < n. Hoi c6 bao
nhiéu chinh hop (ai;as;...; ax) chap k cta n s6 nguyén duong dau tién
thod méan it nhat mot trong hai diéu kién sau:

a) Ton tai s,t € {1;2;..;k} sao cho § < t va as > a.
b) Ton tai s € {1;2;..;k} sao cho a, — s khong chia hét cho 27
C6 bao nhigu céch 14t bang 3 x 2n bing cic quan d6min6 1 x 27

Cho n diém A, A,...A, trong khong gian, trong d6 khong c6 4 diém nao
dong phang (n > 2). Méi cip diém A;, A; duge ndi véi nhau bdi mot

“doan thing. Mai doan thing dugce t6 bdi mot trong hai mau: xanh hoc

dé. Tim n 16n nhét sao cho céc diéu kién sau dugc thod man:

a) Véi mdi 1 < i < n, sb doan thing c6 mot dau mit 13 A; duge t6 mau
xanh khong vugt qué 4.

. b) Véi méi doan A;A; dugc t6 mau dé, ton tai diém Ay khac A;, A} sao

14.

16.

cho cac doan ApA; va ALA; dédu duoc to6 mau xanh.

Xét phuong trlnh,nghlém nguyén duong

Ty + 29 + ... + xg9 = 2009.

M®bi nghiém z = (z1;x9;...;9) clia phuong trinh trén goi la nghiém 1é

- néu zi,Zs, ..., Tg 12 cac sb 1&. HOi phuong trinh trén ¢6 bao nhigu nghiém

167

. Chon > 2. H01 c6 bao nhidu sb chia hét cho 5, mbi sb¢cod n chit s6 va hai

chit s6 ké nhau bat ki déu khac nhau?

(Rumania -2003). Cho tap X = {2;3;7; 9} va n 12 s nguyén duong. Hoi
tit tap X ta c6 thé lap duge bao nhigu sé nguyén duong, mdi sb c6 n chu
sb va chia hét cho 37

aB- CHToantohop
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17..

18.

19.
~mang tién loai 5000 ddng va m ngudi mang tién loai 10000 dong. Mbi vé
- gid 5000 dong. Truéc lic ban, ngudi ban vé c6 p dong tién 5000 dong. -

20.

21.

22,

93.

Xét tap X = {1;2;3; ..;n} v6i n > 4. H6i ¢6 bao nhiéu tap con A cla
X thoa man L |
Va,be A:a—b¢ {1;3}.

Stt dung phuong phap quy dao, chiing minh céc déng thiic sau
a) C.CE+CLCE T+ .+ CECY =CF . (k<m,k <n).

b) CmCR+Cr C+1+ A OOl = Ol

Chon>m>0.Cém+n ngm‘;i sdp hang mua vé, trong dé c6 n ngudi

Héi c6 bao nhigdu cach sap xép m + n ngudi dé khong co ngutdl nao phai
chd tra tién thia?

Cho z,y 1a cac sb nguyen va z > 0. Ta goi quij dao ndi diém O( 0) véi
diém M (z;y) 14 dudng gap khtic néi cac dlem 0(0;0), A1(1; 51), ..., Ae(; Sz,
trong dé

S; — Si_1 =¢€; € {1;—1}, Sy = y.

Ki higu S(z;y) 14 86 qui dao ndi diém O(0;0) véi diém M(x;.y). Ching
minh rang ‘ |

T4y - )
C:z®> néu z,y cung tinh chan le,
0 nédu z,y khac tinh chdn lé.

Cho A, B 13 hai diém nguyén nim trong géc phan tu tha nhét. Goi A"
1a diém déi xitng clia A qua truc hoanh. Ching minh riing s6 quy dao
tit A dén B ¢6 didm chung v6i truc hoanh bing s6 quy dao tit A’ dén B.

Cho x>0,y > 0. Chufng minh ring s6 quy dao t O(0; O) dén M(z;y)
khong c6 dinh trén truc hoanh (trit O) bing S (x; y)

o 1 ‘ ' . . o . ) .
Ki hieu B, = -——_T_——i—an. Chﬂfng minh ring trong s6 C7 quy dao ndi

O(0; O) véi M (2n;0) c6

a) Bn 1 quj dao ndm trén truc hoanh vi khong c6 dlem chung v6i truc
hoanh, trit cac diem O va M. |

b) B, quy dao khong c6 dinh nim dudi truc hoanh.
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24 Ki hicu B(k,n) 1a 86 quy dao ndi O(O 0) v6i M(2n;0) cé 2k canh nim

25,

26.

27.

28.
- 29.

30.

trén truc hoanh vd 2n — 2k canh con lai nam dudi truc hoanh. Ching
minh rang

a) ‘B(k:‘, n) =B,
b) B(l\’? n) = B().Bn__] -+ Bl.Bn_Q “+ ...+ Bn—l-BO-

(VMO- 2003) Cho cac sb nguyen duong m,n,p, q véi p < m, ¢ < n. Trén
mét phéng toa do lay 4 diém:

A(0;0), B(p;0), C(m;q), D(m;n).

Xét cac duong di f ngén nhét tit A dén D va cac duong di g ngdn nhit
tit B dén C. Goi S 1a s cip dudng di (f; g) md f va g khong c6 diem
chung. Ching minh ring

S=CP,

m+n’ OTQTL-H]"‘P o an—i—q CT?:L—{—n—-p

Cho n, m, k 1a cac s6 nguyén duong van > 2k. Xét tap X = {1;2;3;...;n}.
Ta goi tap con A cia X gom k phan it 13 mot k—tap. Xét tap S ma
mdi phan t ctia n6 1& mot k—tap ctia X sao cho moi k + 1— tap cia X

déu chia dung m phén t1i thuoc S. St dung phép dém, hay
a) Tinh |S| theo m,n, k.
b) Ching minh S gdm tat cé cAc k—tap cua X.

Cho n 1a s6 nguyén duong va S 14 tap céc diém nguyén (z;y) trén mit
phing toa dd sao cho 0 < 2z < nvd 0 < y < n. Goi T 1 tap cac hinh
vuong c6 dinh thuoc S. V6i mdi k € N, ki hieu a; 13 sé cip diém trong
S ma 1a dinh cta ding k hmh vudng thuoc T'. St dung phep dém, hay

ching minh rang

ap = a9 + 2as.

‘Tim s6 tap con A ctia tap X = {1;2;3;...;2009} sao cho tong céc phan
tlt ctia A chia hét cho 7. -

Cho p 13 s6 nguyén t6 va tap M = {1,2,...,m} (m > 1). Tim sb tap con
C clia tap sao cho |C| = p va tdng cac phan tif ctia C' chia hét cho p.

Cho p 13 s6 nguyén t6 1é va n 13 56 nguyén duong nguyén t6 ciing nhau
v6i p. Hay tim 86 bo (aq;ag; ...; ap—1), trong d6 ay, as, ..., ap-1 12 cac sb tu |
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-33.

34.

36.
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ri,hién khong vudt quad n — 1, sao cho

-1

3

ka, =0 (myod D).

e
Il

1

Cho hai s6 nguyén duong m,l n sao cho n + 2 chia hét cho m. Hay tinh

's0.cac bo ba s6 nguyén duong (z;y; z), trong dé z,y, z khong vugt qué -

n, sao.cho tong x + vy + 2 chia hét cho m.

. Chonlash nguyen duong. Chufng rmnh rang s6 cach phan tich n thanh

tong clia cac s6 nguyen duong 1é bing so cach phan tlch n thanh tong
cla céc s6 nguyén duong khac nhau. ,

Cho m,n,p 1a cic s6 nguyen duang sao cho n + 2 chla hét cho m va
m > p. Hay tinh s6 bo (z1;29;...;2,) gdm p s6 nguyén duong, mdi sé
khong vugt qua n va téng T + I + ... + z; chia hét cho m. |

(IMO Shortlist - 2007) Cho n 12 56 nguyén duong. Xét tap X = {1 2;...;n}.
To mdi phan tit cia X béi mot trong hai mau, trong dé p sb duoc t0
mau dé va ¢ s6 duge t6 mau xanh. Hay tim s6 céc bo (z;y; z) € X3 sao
cho z,y, z dugc t6 cing mot mau vd x + y + z chia hét cho n.

. (Viet nam TST - 2008). Cho tap M = {1;2;3;...;2008}. T6 mdi phan
-t cia M bdi mot trong ba mau: xanh, do, vang sao cho mdi mau c6 it

nhit mot s6 dude t6. Xét hai tap

Sy = {(:r;y;zv) e M°},

- trong d6 z;y; z cing mau va £ 4+ y + 2 =0 (mod 2008),

Sy = {(z;y;2) € M*},

trong d6 z;y; z doi mot khac mau vd z +y + z = 0 (mod 2008).
Chtng minh Iang 2|51] > |Ssl.

‘Mbi dinh clia mot hinh citu gide déu ta to bdi mot trong hai mau: xanh

hodc dé. Chitng minh ring
a) Co it nhét 10 tam giac c6 tat ca cac dmh cung mot mau.

b) Trong s 10 tam gidc co tat c céc dmh ciing mot mau, co it nhiit hai

tam gidc dong dang
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8.6 Hudng dan giai bai tap
- 1. (St duﬁg da thitc). Goi S 15 s6 s6 ¢6 5 chit 56 thod mén yéu cau bai toén.
Xét da thfxc’ | |
P(z) = (z + 2* }—{— et o) (14 z+ 2% + ...+ 2°)4
‘Khai trién P(x) ta’du‘cjc P(z) = 332 apz®. Khi'dé

S=3 ay = %(pu) + P(~1)) = 45000.
k=1 S ' .

2. (St dung da thitc va s6 phtc). Goi S 1a 6 s6 ¢6 4 chit s6 thod man yéu
cau bai toan. Xét da thic |

Pz)=(z+z*+ ..+ :1:9)(.1 +xz+z?+ ...+ 27)3

Khai trién P(z) ta dugc

Khi dé

: 18
S = E Qg
k=1 '

27 2
Goie = cos _41 + i sin ~4zr~ (cdn bac 4 cta don vi). Ta c6
1, . ‘
S = Z(P(l) + P(e) + P(e®) + P(53)),
Dé § rdng €2 = —1, tad\ioc
‘ 10% — 4
s= 21 7% ook

3. (Phuong phép song anh). Day 13 bai toan kha don gidn nhung khong it
ban ling ting. Goi T 1 tap c4c hinh vudng trong bang, T} 13 tap céc
hinh vuéng canh k trong bang (1 < k < n). Ta c6: Ty, T3, ..., T,, doi mot

~ doi nhau va | | |
T=TTUThU..UT,.
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Do dé | o o
| ‘|T|:= |T1|+’|T2'+’...+!Tnl.

G&n vao bang hé toa do nhu hinh vé.

n -n;n)
b+kr - N/P
:b—_—Mi' IQ
|- |

) a a+k n

Khi d6, méi hinh vuong MNPQ canh k trong bang tuong ing véi cap
s6 tu nhién (a;b). € A x B, trong dé6 | ,

A={0;1 ; 2.0 — k}, B= {0;1;2; ..;n — k}.
'S6 hinh vuong canh k trong "'béng I
T3] = |A x B| = |A].|B| = (n — k + 1)

S6 hinh vudng trong bang da cho la

7| = Z Tel =D (n—k+1)* = n(n+1)@n+1)

6
k=1 - k=1

4. Goi S(h) la s céach chia tap {1,2,...,n} thanh 3 tap thoa méan yeu cau
~ bai todn. Ta ¢6: S(n+1) =2S(n )+1 Vn > 3. Tt d6 c6 -

S(n) = 2“—”35( 3)+ (1+ 24224271 = "2 1.
Vay s6 cach chia can tim 13 5(1995) =219% 1,

5. Ta st dung phuong phap truy 1101 Goi. S (n) 1a s6 cach t6 mau thoa man
yéu cau bai toan déi véi n— g1ac déu A1 Ay.. A, (n > b) Mién tam giac
ddu OA; A, c6 3 céch t6 mau. Vi mbi cach t6 mau clia mién tam glac |
OA; Ay thi ¢6 2 cach t6 mau mién tam giac OA,As. Tuong tu, cac mien
tam gidc OAzAy, ..., OAy_1A, cling ¢6 2 cach t6 mau. Trong hai cach to
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mau mién tam gidc OA, A, trung véi cich t6 mau mién tam gidac OA, 4,
trung v6i cich t6 mau mién tam gidc OA; A, thi sé cach t6 mau ngiac 1a
3.2"!. Ta di tinh s6 céch t6 miu md mién tam gidc OA,A; cling mau -
v6i mién tam gidc O A;Ay. D& thay, s6 cdch t6 mau néi trén 1a S(n —1).
Nhu vay ta c6 o |
| | S(n) =3.2""1 - S(n—1).
Tit d6 ta ¢6 |

- S(6) = 66.

Ban doc hay néu va giai bai toan tong quat véi da gisdc déu n canh va sb
mau la k.

Goi S(n) la s6 cach dién s6 thod man yéu ciu bai toan. Ta di thiét lap
hé thite truy hoi. Xét cach dién sd nhu hinh vé

a; | ag B || Gn-1| Og

Néu a, = 1 thi a,_; = 0. S cach dién sb6 nhu vay 1a S(n — 2).
Néu a, = 0 thi sé céch didn 1a S(n — 1).

Suy ra o
S(n)=8n—-1)+S(n - 2).

Tu d6 ta c6

S(n)

5435 (14vE\" 535 (1-3)"
10 2 ,+ 10 -\ 2

Cach 1 (Phuong phap truy hoi). Goi A, 13 tap gdm cac sb c¢6 n chit sb

‘va chia hét cho 3, B, 13 tap gdm céic sb c6 n chit s6 va khong chia hét

cho 3. Dit a, = |An|, b, = | By|. Ta c6
an—H : 2an +.bn> bn-l—l : za'n + an |

Y s . 4" +2
T dé6 ta c6 a, = '3 :
Cach 2 (Phuong phép stt dung da thitc va s6 phitc). Goi S(n) 14 sb cac
$6 ¢6 n chit s6 thod méan yéu ciu bai toan. | |
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Xét da thic - o
flz) = (2 + z* + 2° + %)™
Khai trién f(z) ta dugc ‘

6n
flz) = Z arz”.
k=1

_ ' - 2n
S’(n) = Z d3k. |
k=1

Goi € = cos —2-??— +18in —2—3—7[ (cén'bac 3 ci'la’d'cm vi), ta c6 | R
1 | o A2
5-(n)=g(f(1)+f(€)+f(82)),= 3

8. Gia slt n ngudi da cho lan luot 13 Ay, A, ..., A, (xép hang theo thit tu
d6). Gid sit chon duge k ngudi A;;, Ay, ..., A;, thod man. Ta co

1<i<ip<..<ipSn, Gg41—is22,Vs= Lk—1.
Dat X 1a tap céc bo (Z1;T0;...;z) thodmin 1 <z <29 < ... <z <N
VA Zy11— 25 > 2,Vs =1,k — 1, ta c6 sb cdch chon k ngudi thod méan yéu
cau bai toén 1a |A|. |

Xét tap

Y ={(yi;9259): 1<y <y <. <gp<n—k+1}

Ta thiét lap anh xa T : X — Y nhu sau: |
V6i mdi phan tit z = (z1;29;...;2%) € X, cho tuong ng véi phan t
(y1;Y2; -3 Uk) € Y, trong dé
| Ys =I5 — S+ 1.
D& thay T 1a mot don anh nen | X| < |Y].
- Bay gi(‘j‘ta x3y dung anh xa S 'Y = X
V6i mdi phan ti (y1;y0;...;9%) € Y, cho tuong tng v6i phan ti z =
(1; T2 ...; 7%) € X, trong d6 | : |

Ts=1ys+5— 1.
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D& thay S 13 mot don anh neén | X| > |Y].
Vay |
X =Y =Cpgpa-

9. Dé ching minh dang thitc bing phuong phap dém, ta dém mot dbi tugng
nao dé bang hai cach khac nhau, cho hai két qua bing nhau ta duge dang
thic can ching minh.

Xét bai toan: Cé n ban'nam vd n ban nit. Can chon ra mot nhém n
ngudi, trong dé6 nhém trudng 14 mot ban nam. ‘
Ta sé dém bang hai cach khac nhau:
Céach thit nhat: Trudc tién ta chon ra nhém trudng: Cé n cach. Véi mbi
“céch chon nhém trUOng c6 Co-1 cach chon n — 1 thanh vién con lai. S6
cach 1ap nhém 14 nCy 1. ‘
Cach tht hai: Chon k ban nam vi trong dé chon ra mot nhém trudng:
C6 k.C¥ céch. Véi mébi cach chon k ban nam, ¢c6 C** cach chon n — k
ban nit. S6 cach 1ap nhém 13
n : n
> kCECTF = R(CE.
k=1 k=1
So sénh hai két qud trén ta cé diéu phai chﬂ'ng minh.
10. a) Dat
Cn={(a,b,c): a,b,cE€ Ly, a=b<c¢,a+b+c=0 (modn)},

Ta ¢6

»={(@bc): abc€ly, a<b=c, a+b+c=0 (modn)}.

|Bn| = |An| 4+ [Co U Dyl.
Vi Z, 1a he tha,ng du day dd (mod n) nén méi s6 y € Z,, ton tai duy

‘nhét z € Z, sao cho z+ 2y =0 (mod n) Do dé

|C, U Dy| =m.

4

Vay bn = a, +n.

b) Ta xay dung song anh h Apis — Bn nhu sau: Xét (a;b;¢c) € Apis.
Doa+b+c=0 (mod n+3)nén a+b+c=n+3hoica+b+c=2n+6."
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Néua+b+c=n+3vac<n+2th dit h((a;b;¢)) = (a;b— 1;¢— 2).
Néua+b+c=n+3vic=n+2thia=00b=1, ta dat

h((0; 1;n + 2)) = (0;0;0). , |
Neua+b+c—2n+6th1a>ltadath((abc)) (a—1;0— 2c—-3)

Dé& dang kiém tra anh xa h I3 mot song 4nh. Do do |An+3l = ]Bn| hay
An43 = b

c¢) Tt hai phan trén ta suy ra a,,3 = a, + n. Tit dé ta co:

- Neun=3k (k>1) th

. - n*—3n+6
n — 6 .
Néun=3k+1 (k> 0) thi
| n“—3n+ 2
Qn
Néu n =3k +2 (k > 0) thi
.o n? —3n+ 2

A1,

12.

Ta c6 2™ 1a b phén t ctia tich Décac Y = {0;1}™. ‘Thiét lap dnh xa
f: X — Y nhu sau: VOl mdi z € X ta cho tuong u:ng v01

y = (z1; 2; ... a:m) saochonduz € Ay thizp =1 v ¢ Ay thi z, = 0.

Dé thay f 1a don 4nh nén |X| < [Y], ta c6 diéu phai ching minh.

Goi A 13 tap cac hoan vi ¢6 tinh chdt T va B 1a tap céac hoan vi khong

- ¢6 tinh chat T. Dé chitng minh |A| > |B] ta ching minh tn tai don dnh

f:B— Ava f khong 14 toan anh.

Xét quy tac f B — A xéc dinh nhu sau:

V6i mbéi phan td b = (by;bs;...;bk;...;020) € B, |ba, — bg| = n ta cho

* tuong Ung véi phan tit a = (a1; as;...; ax; ...; as,) € A, trong doé

| ,ai?——bi,Vizl;Z;’;..;k ‘
a; = b2n—i+/c+1v3 Vi=k+ 1, ..., 2n.
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(f = (b1; 025 o5 i bt oo ban) = (b1 ba; s g bons oo Dy1))
Dé& thay f 15 mot don anh. Hon nita, phan ti '
b= (1L;n+1;2;n+2;3;4...;n;,n+3;n+4;..;2n)

khong c6 tao anh. Do d6 f khong 1a toan &nh. g
13, X6t cac dudng gip khic ngin nhit néi didm 0(0;0) véi diém

M(m;n —m). S6 dudng gap khiic nhu vay la C".

V6i méi kK =0,1,2,...n—1, cb Cg’:kl_l duong cit (iuarlg thing z = =

. v“ ]. . o . | R

tai diem P (5, /<:> T do ta c6 dieu phai ching minh.

14. Dat €; = 1 néu phiéu bau thit 7 bau cho 4, g; = —1 néu phiéu bau thi
i bu cho B vd Sy = &1 + €3 + ... + €. Trén mang luéi 6 vuong, xét quy
dao di qua céac diém

0(0;0), A1(1;51), .-, Aaypla+b;Sasp). ¥

M&di cach bod phiéu tuang ting v6i mot quy dao. Moi quy dao gom a + b
doan théng, trong dé6 c6 a doan huéng lén trén. Téng s6 cac quy dao la
- C¢,,. tng ctt vien A luon dén dau néu quy dao tuong ing di qua A(1;1)

va khong cit truc hoanh. S6 qui dao nhu vay 13

a a—b, 0,
Ca+b 1~ “Ya+tb—1 T a—+b a+b*

15. a) Dé ching minh |A;| = |4,] = ... = |A,_1| = |A¢| — 2 ta chiing minh

hai da thitc sau cé cung tap ngh1em (nghiém phic):

f( ) = (|Ao| — 2) + |Ai]z + .. -+ [A4p- 1|a:p L va
g(x )_1+$+...+ajp L

Dé thay, g(z) c6 p — 1 nghiém la e, €2, ..., eP71, trong dé

2 . 2w
£ = cos — + 4sin — (cdn bac p cla don vi).

p D

| Ta ching minh f(e) = f(e?) = ... = f(eP™}) = 0. Ta c6

fle) =0 i Ailei=2 (1)
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VieP =1 nén néu X € A, thi
éS(X) = g’
Do d6 | ' ..
| ey X =2 (2)
XeA

Dang thitc (2) goi ¥ cho ta xét da thic

- P(z) = (z —&)(z — €2)...(x — e%P).
Khai trién f(z), ta duoc

P(z) = Z (_.1)IX|_E.S(X)_xzwl‘xl.

XCcM

He s6 clia zP trong khai trién clia P(z) 1a -

Z £S(0)

Xea
Mt khéc :
P P
:Hx—g H 5p+k (xp—l)Q.
k=1 k=1
Do d6, hé s6 chia z? trong khai trién ctia P(z) la ay = —2. Suy ra
(—1)p > S = -2,
XeA |
Do p 1é nén ta c¢6 |

XeA

b) S& tap con C cin tim bing sé phan tit clia tap Ag. Ta c6

Aol =2 = [Avl+ |Ao| + oo+ | Apa | + Ao =2 _ A2
: P - p

Vay
— 94

| o lAl=92 C?P —
g =2+ A 2’“



Chuyén dé9 | |
Ham sinh va to hdp

"Ham sinh ¢6 nhiing ing dung hét stic dic sic trong toan hoc néi chung va
trong t0 hgp néi riéng.

9.1 Khai niém ham sinh
Cho day s thuc (a,). Ta goi tong hinh thic
00 - - ‘ :
S(x) = Z a;z" = ap + a1 T + asx? + ...
i=0 '

12 mdt chubi lita thira. . | | |
Chudi luy thita S(z) goi 13 hoi tu trén tap X néu véi moi z € X, day sd

Sn(x) = 3 aiz’ hoi tu. - | |
=0 | | |
'Khi chudi luy thita S(z) hoi tu, ta dugc ham sb f(z) x4c dinh bdi

f(z) — lim S, (z)

n—o0
va ta ciing viét
. | -
fl@)=> ax'
1=0 '

Ham sb f(z) néi trén goi 1a ham sinh ctia day (an) da cho.

Vi du 1. Xét day a, =1,Vn > 0. Ta co
1 —gnt!

'Sn,(a:):1+:c+x2+...+x"4-: T

142
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- Khi z € (—1;1) thi lim 2" = 0. Do d6 lim S,(z) = ——. Vay
n—0co : Nn—»00 { ]_ — T .
o
S(e) = l1—1x

Vi du 2. Xét day ag = 1,01 = 2,03 = 3,..,ap =n+ 1,... Taco
| o

S(x):_1+2x+3x2+---?(1+x+x2+"')lim'

V@ diéu kién dé mot chudi hoi tu, ban doc ¢6 thé tim hiéu 8 céc cudn sach
khac. Trong chuyén dé nay chiung ta chi dé cap dén mot sé chudi co ban ma
trong cac khoang (—4;d) v6i § > 0 da nho thi cac chubdi ndy déu hoi tu.

9.2 Kbhai trién Taylor
Dinh 1i . Cho ham s6 f(z) c6 dao ham in cip tai z = a. Khi d6 ta c6 khai

' t'rién "(1) - ,
d 1!(a) (z—a)+ ! 2!(a) (z —a)*+..

flz) = f(a) +

Dédc biet, khi a =0 ta c6

M) (2) g
fx) = f(0)+ / 1i(0)x + / 2!(0)332 + ...

9.3 Heé sé nhi thic mé rong

| Cho u 1& mot s6 thuc va k 14 6 nguyén khong am. Ta dinh nghia

| ” | 1 néu k ~0
| <k> I CRIC —];2)(u - k) néu k> 0.

Vi cong thitc hé s6 nhi thitc md rong dude dinh nghia nhu trén ta c6 khai

trién ‘ o ,
ey = (1)

k=0

~trong d6 w 1a s6 thuc tuy y va |z| < 1.
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9.4 Ung dung ctia ham sinh

D01 v6i mot sb loa1 bai todn dém, ta quy vé xac dinh cong thu‘c tuong minh
- cua mot day s6 cho béi cong thie truy hoéi. St dung ham sinh cla day, bing
viéc khai trién mot ham sb ba,ng hai cach khéc nhau va so sanh hé sb clia cling
mot luy thua cla z, ta c6 thé d& dang xac dinh duge cong ‘thitc tudng minh
ctia day da cho. D¢ ciing 1a ¥ tudng co ban ctia phuong phap ham sinh. Dé
lam quen véi phuong phap nay, chiing ta bit diu bing mot sb vi du:

Vi du 1. Xét day Fibonacci =
ap = aj: 1,an = ap_1 + Gp_2,Yn > 2.
Tim cong thitc tudng minh clia sd hang tong quat z,7?

Lot gidi.‘ Xét chubi | |
S(z) =ag+ a1z + ao1? + ..

Ta ¢6
S(:z;) =142+ (ag+a1)z* + (a1 + a2)z® + ...
=14 z(ag + a1z + asz® + ...) + 2%(ag + 017 + az® + ...)

=1+ 28(z) + z°S(z). |

Suy ra
1
S(z) = ———.
() 1—1z— 22

Bay gio ta di khai trién ham s6 S(z) theo chudi luj thita. D& khai trién
S(z) theo chudi luy thira ta biéu dién S(z) qua céc ham co ban. Ta c6

1

Se) = (1 —1z)(1 — rox)
re. \
T — 1 < 1—rz 1——7"2:1:>’
trong d6
\f 1=+
7"1—— o = .

2 2
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Do d6

o . L N
S(z) = — 1 g riz™ — 1o E rox"
. T n=0 ' n=0 ' :

_ E :(T?—i—l _ ,’,.721,—1-1):871‘ |

So sanh hé s6 cua z" , ta suy ra

: . : » ‘ : | n+1 : n-+1 .
: 1 1 [[1+5) 1—-v5\
Sy = (rptt — 2t = — ‘ — | .

,nv 7'1‘—'?“2 L 2 \/_5— : 2 - L2 R

Vi dy 2. Tinh tong

-£-(£0)7)
:i z* (1 +2)"
; k=0 .

1—z— 22

o1 [(res)T (1-vE\
"Ts L2 r 2

10A- CBToantohop |
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Vi du 3. Gia si ta c6 mot sb hmng dt 16n céc loai hoa qué gbém téo, man, le
dao. Hoi ¢6 bao nhiéu cach sdp xép mot gié gdm n trai cay thod méan cac yeu
cau sau day:

e SO qud t4do phai chin.

e S6 qui man phai chia hét cho 5.

‘e S6 quéa le khéng vugt qué 4.

e S6 qua dao khong nhiéu hon 1.

Lo giai. Goi O, by, Cn,d, tuong ﬁng 13 86 cach chon n qua: tdo, man, 1&, ddo
- thod man yeu cau bai toan. Kh1 d6 sb cach chon n trai cay thod man yéu cau

bai toan 1a :
Sa= > apbycrds.

ptg-+r+s=n
Ta co: |
Ham sinh cda day (a,) 1

| R
| A(x):1+x2+x4—}...§1~$2.
Ham sinh cia day (b,) 1a
o :
B(x) =1 10 15 .
()' 4o a0 gt g =T
Ham sinh cta day (c,) 1a
' 2 3 (_ 1-a°
Cl)=1+z+z°+z°+2* = T
Ham sinh clia day (d,) 14 D(z) =1 +z. -
Do S, = Y. apbyc.ds nén ham sinh cha day S, 13 .
p+g+r+s=n ' :
S(z) = A(z)B(z)C(z)D(x)
1 1 1-12°
1—221-251-12 ( _HE)
_ 1
(-2
Khai trién S(z) = -(i—-—l—a—g-)—g theo chudi luy thita ta cé

S(z) =1+ 2z + 32" + ...

10B- CBToantohop -
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Véy Sn =n + 1.
Vi du 4. Tim s6 nghiém nguyén khong am cﬁa, phu’dng trinh
1+ 29+ ... + Ty =M, |
trong dé m,n lba‘cédc sb nguyén dudng '_cho trudc.
Loi gidi. Goi a(p, q) la s6 céch chon z, = ¢. Khi do, sb nghiér‘n cua phuong

‘trinh da cho la

S = Z a1, q1)-a(2; g2)-.-a(n; gn) o

q1+q2+..+gn=m

Vi a(p;‘q) = 1,Vp, ¢ nén vdi mdi p, ham sinh ctia day a(p; q) 1a

_ ' 1
Apga:) =l+z+z’+..= T
Suy ra, ham sinh ciia dy Sy, 12
e SN
Ta c6 | .
'S(’“)(a:) _ n(n+1)..(n+k—1) _ K\CY 1 |
(1 . x)n+k - (1 — x)n-—!—k
Suy ra_ |

S®(0) = KICh -
Khai trién S(z) theo chudi luj thita ta duge.

sW© . S20) ,

S(z) = S(Q) + = T + ...
Do dé ,
' S _ S(m)(o) m. 7TLn+m—l m
m T m| - m|~ n—ijm—l’
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9.5 Bal tap

9 5. 1 Bal tap luyén tap
1. Cho day (an) XAC di_nh bai:
| o ag : "1,'ta,n = éan;l + 2”,Vn > 0.
Héy tim s6 hang tong quat cta day da cho?
2. Xét Mdévy (an) xac dinh béi
: a=ay=1,a, = l.a,_1 + 2.an__2 + ..+ (n-— 1)@1,5/}@ > 3.
Hay tim s6 hang téng quat cla day da cho?
3. Xét day Catalank:
"ao =a; =1,a,= G001 + ai1ap-9 + ... + ap_109,Vn > 2.
‘Hay tim cong thitc tuﬁng minh Cho a7
4. C6 bao nhiéu céch‘ ddi n dollars t‘hanh,.céc dong 1 dollar‘s ya 2 dollars?

5. Cho n > 1. Hdi ¢6 bao nhieu da thitc P(z) c6 hé s6 thude tap hop
{0;1;2;3} thod man: P(2) = n? o

6. Cho n la s6 nguyén duong. V6i mbi 1 < k < n + 1, xét phuong trinh
- nghiém nguyen o

kx—i—(k—%—l)y:n—lrl'—-k.
Goi sy 1a s6 nghiem nguyen khong am ctia phuong trinh néi tren.

Chiing minh ring

S+ S22+ ... + 801 =n+ 1.
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1.

10.
. cla dung mot cip sb cong. Chitng minh rang co hai cap sb cong trong.

9.5.2 Bai tap ty giai -

Cho day (a,) x4ac ‘dinh béi:

a=a =1,a, = 4an 1 — 4an,_2,\7’n > 2.
Hay t1m s6 hang tong quét ctia diy da cho?
Tim cong thitc t"c“)ng quéat ciia diy sé (a,) xéc dinh béi .

ag — 1, a‘n = V‘QC'Ln__l + 7’L3n, ‘v’n Z 1

. Tim cong thic téhg quét clia diy sb (a,) xéc dinh béi

'CLO“ZCLQ 5an—4an 1—4an 2+'fb \Vl’n>2

. Tim day (an) thoa man |

ay = 0, a1—2 an+2+4an+1+8an—OVn>O

. Tim déy (@) thod man

ap = 0y = 0 , Gnt3 — 6an41 + 9an, = 2" +n,Vn >.0.

Cho day (an) thoa mén

| a; =1 a2n = a’naa2n+1 = Gn + Qnt1, VN > 1.
Tinh a,? |
Cho n 13 s6 nguyén duong. Chitng minh réng s6 céch phan tich n thanh

téng clia cic sb nguyén duong 1é béng s6 cach phan tich n thanh tong'
clia cic sd nguyén du’dng khac nhau. ‘

. Chonlash nguyen duong. Xét bo s z = (1;2; 3505 n). Hay tim s6 hoan

vi khong c6 diém bat dong ctia bo s6 néi tren‘7

. Cho n 1a sb nguyen ducng val<k<n. Xet tap X {1;2;...;n}. Tim
50 tap con A cia X gom k phan tt sao cho trong A khéng c6 hai phan

t1t lien tiép nao?

Cho hitu han cép s6 cong sao cho m3i 6 tu nhién khac 0 1a mﬁt'phﬁn tr -

56 cac cap sb COI’lg IlOl trén c6 cung cong sal.
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9.6 Huéng dan giai bai tap

1. Xét chudi | -
- S(z) = ag + a17 + axx® + ...

Ta c6

- S(x) = ag + (3ap +2)z + (3a; + 22)z* + .. |
| —3x(a0+a1x+a2$ + )+ (1+2x+22x2+...)
. 1
= 3xS(z) + oo
Suy ra
S(z) :
(1—2z)(1 — 3x)
Ta c6 5 )
5(z) 1—-3z 1—-2z
Do dé
=3 (Bz)"—2) (2z)" =) (3" - 2"z
n=>0 n=0 n=0

Vay a, = 3"t — 27+l

2. Xét chudi
| | S(:L‘):alx+a2x2+.j.

- Ta ¢b

S(z)(m 4 222 + 32° + ...) = a1z’ + (Lag + 2a1)2° + ...
: = 5(z) -

' ' 1 | | 3r—1
_SuyraS()(l_x) :S(:c)m;chayS(a:):::c+1+m2__3x+1..
. 3-1

D§ khai trién S(z) duci dang chudi luy thira ta viét ————— dudi
¢ khai trién S(z) dudi dang chudi luy thita ta vié PR P

dang
A B

+ :
1l—7rzz 1—19ox
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345 3-45
~trong dé r1 = , Ty = .
k ) T2
Bing phuong phap dong nhat he s6 ta dugc
A:v?)"‘*’f'l:'l"g v‘ 'B___T'Q"‘?)__ﬂ_

rn — T2 ‘-\/57 , _-7‘1—7"2_ \/5
Do dé | |
SE)=z+1+AQ+mz+riz’+..)+ B(1 + 1oz + 122 + ...)
= A+B+1+ (Ari + Bry + 1)z + (Ar{ + Br2)z? + ..

Vay

. . n—1 ) n—1 |
3 * 5\ 3-v5) | .. .
an, = Ar? + Br = _L <3+ \/_) . ( f) ,Vn > .2.

V5

3. Xét chudi ‘
S(z) = aop+ a1z + Aox? + ...

" Ta c6
S(:c) i, ag + (agai + aiap)x + (Cloaz + alal + agao)x2 +
.—_—_a1f+a23:_—l-a3:1:2+.‘.. | o
S(z)—1

— . ,

Suy ra | | ,
1++/1-— 433
S(z) = 2

Khai trién ci hai ham néi trén theo chudi lu§y thira va chu 5% rang trong
khal trlen clia S(z) cac hé s6 déu duong ta dufoc

11—z
S(z) = 5
2 1.3 1.3.9 3
—1+——-x+——§—‘-22x2+ 1 2:1:...
Vay |
——1 4 1
Lo B5.On-1)y 1

(n+1) T+l



152

C’huyén dé 9. He‘zm sinh‘

4. Goi a, 1a sb cach ddi n dollars thanh cac dong 1 va b, 14 s6 cach déi n

dollars thanh cac dong 2 dollars. Khi d6, s6 cach ddi n dollars thanh cac
dong 1 dollars va 2 dollars la - :

| Sy = Z apbg.

pt+q=n

Ham sinh ctia day (a,) 1a

. 1
Alz) =1 L= -
(x) +z 42"+ —
~ Ham sinh ctia day (b,) la
| B(z) = | 1+ 2” +2 4 !
z) = z
| 1—932

Suy ré, ham sinh ctia day S, 1a

S(z) = A(:):)B(a:) =

(1—2)%(1 +:c)

Bay gio ta di khai trién ham s6 S(z) thanh chubi .luy" thira. Ta c6

(1—39 141:32)'
((
+

Il

1
2 .
1

"3 (1+ 22+ 32>+ . )+ A+ttt )) |
=1

:E+293 +2x +3x + 323 +

. bat P(z) = co+c1:c+cgcc2+...—|—cn;xm, trong do 401- € {0;1;2; 3},‘_V’i =1;m
Ta c6 - | - o ‘

..P.(Z);n¢:>co+261+2202+ "+2mcm:n

Do do, s6 da thic P(z) thod man yéu cdu bai toan bang sb bo
(cosc1; i Cm) € {O 1;2;3}™* thod mén

Co —!— 2¢; + 2202 + .o+ 27y = 1.
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Do ¢; € {0;1; 2 3} nén ham sinh ciia sb céch'chon 2c; 1a

1 — %2

Ay(x) =1+ 2% + 22 —I—a:321 T

Goi S, 1a s6 da thic P,(x) thod man yéu cau bai todn. Ta c6, ham sinh
cua day (S,) 1a | | /
S(z) = -I A 1
Sl = 1~mu~xa'

L=

'Theo bai trén ta c‘é' Sn = -g-] +1.

6. ‘Xet ham smh

1 1 o
1= gkl — ghtl

Ta c6, s; 13 he s6 clia £”T1~* trong khai trién chudi luy thita cia Si(z).
Suy ra si 1a hé s6 clia 2™ trong khai trién chudi luy thita cua

k-1
(1— ) (1 — xk—{—l)'

n@> TF LS (2) =

2

Dit S, = s1+ 82+ ... +8p41 thi S la he s6 ctia 2" trong khai trién chudi
luy thua cta | A

T(z) = Ty(z) + To(z) + . Tn+1(§;) 3

Blng cach tach |

. ."xk—l B 1 1 | | 1 )
(=i 0D \I—aF  T-z9

ta tinh duocc

T“)<£4w<1im"?+;“)-

o Bay gio chi Viéc khai trién T (z) theo chudi luy thira ta dugc Sp=n+1.



Chuyen dd 10 | .
Hinh 16i va dinh 1i Helly

Trong hinh hoc t6 hop thi hinh 161 13 mot trong cac ddi tugng quan trong,
dugc nhigu ngudi quan tam, do né c6 nhing tinh chét dic biet. Lien quan dén
hinh 13i ta c6 dinh 1i Helly v6i nhitng tng dung dic sic. Trong chuyén dé nay
ching ta sé'nghié,n cttu nhitng tng dung dic sic cta dinh 1f nay.

Trong chuong trinh phd thong chiing ta da lam quen véi khai niém tit gidc
101, ngii giac 16i....

M¢ rong khéi niem d6 ching ta c6 khai niém hinh 16i.

10.1  Hinh 15i

Hinh H goi 13 hinh 13i néu v6i moi cip diem A, B thudc H thi doan théng
AB nam hoan toan trong H. | |

Hinh H goi 13 hinh sao tai diém O € H néu voi moi diém ‘M thudc H thi
doan thing OM ndm hoan toan trong H. Mot hinh 16i thi 13 hinh sao nhung
ngudc lai khong ding, ching han hinh ngdi sao. |

154
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'Bao 16i cia hinh # 13 hinh 13i nhé nhét chita H va ki hieu 1 B(’H) Ching
han, B(M, N) = [MN], B(M, N, P) = [MNP]. :

Dinh li 1. Giao cua mot ho hznh 164, khac rong la mot hznh [0, nhung hdp
ctua mot ho hmh 101 chUa chac da la mot hinh 164

Ching minh. Xét hai h‘mh’ 161 rdi nhau, Chz“mg han hai hinh tron n¥m ngoai
~ nhau. D& thiy hop cia hai hinh tron nay khong phai & mot hinh 10i.

Ta ching minh giao khac rong clia ho hinh 13i (#;),i € I 1a mot hinh 16i.
That vay, dat ’ |
| H =M.
. ‘ i€l
Xét hai diém A, B € H tuy . Ta c6
A,BeMH;,Viel.

Do H; 1a hmh 10i nén AB C Hz,\/z e . Suyra ABC H. Vay H 13 hinh 161.
Dlnh 1i 2. Bao i cta hmh H la gzao cua ta,t cd cdc hinh 101 chzm H.
Chu’ng minh. Goi B la glao clia tht ci cac hmh 101 chta M. Theo dinh 11
1 thi B 1a mot hinh 16i. Do B(H) 13 mot trong sb céc hinh 15i chita H nén
B C B(’H) Nhung do B(#) la hinh 16i nhé nha,t chita H nén B = B(”H) D
Dmh 1i 3. Hinh H 1o hinh 19i néu va chz néu B(H) H.

C'hu’ng mmh Ta luon c¢6 H C B(H). Néu H 1a hinh 16i thi do B(?—[)’ 14 hinh

) |
16i nho nhét chia H nén B(H) = H Néu B(#H) = # thi hién nhien H la hinh
161 o | L]
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Dinh 1i 4. Trong mat phdng chd ho cdc diém Ai, Az, ..., An. Khi do, diém M
. thudc bao 107 cla ho cdc diém ndi trén khi va chz khi ton tai-cdc $0 thuc duong
1, gy .oy Oty CO tong bang 1 sao cho ‘

OM = 0,04, + ... + 0,04,
Chu’ng minh. Dat B, = B(Al,.. A )

M = {M : OM = ozl.OAl + .. +ozn.'OAn,ozi >0,01+ ...+ a, = 1}.

D& thdy M C B Dé chiing miinh M = B, ta chi cin chiing minh M 1a h1nh
.161. Lay hai diém A, B € M tiy ¥, vdi moi dlem M thudc doan thing AB déu
ton tai hai sé thiec duang a,b co tong a+ b =1 sao cho

OM = 0.0 1 6.08 = Zaaﬁbb)é}@

1=1

Vi

S b =Y a3 at b1
i=1 e p—

nén M € M.
Vay M 1a hinh 10i.

Dinh 1i Randong Trong ]E" cho tap A + 0. Khi dé, moi dzem ctia bao 101
B(A) déu 1a t8 hop 103 ciia khong qud n +1 dzem cua A.

Tic 1a, M € B(A) & HA,, ..., Ap1} C A OM D e Qe OAZ, trong s

o; 2 0 va Z o; = 1.
' =1

Vi du 1. (Dé thi vo dich Ba Lan - 1'968) Trén miit phing cho n diém, biét
rang 4 diem bat ki trong d6 1a dinh clia mot t1t giac 13i. Chlmg minh ring, n
‘dlem da cho 1a dinh ctia mot n giac 16i. ' ‘

L giai. Xét bao 16i cia n dlem da cho B, = B(Al, Ag, A ). Néu B, khong
13 mot n gidc thi tdn tai mot didm X trong n diém da cho nam bén trong B,.

Chia da gi4c B, thanh cac tam gidc khong c6 phan trong chung béi cac dudng
chéo. Gia sit diem X nim bén trong tam gidc A;A4;A;,,. Khi d6, bbn ‘diém
Ay, A, Aiyq va X khong phai 1a bon dinh ctia mot ti gidc 161, trai véi gia thiét.
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V1 du 2. Trén mat phang cho nim diém, trong do khong c6 ba diém ndo
thing hang. Ching minh rang, trong so d6 c6 bén diém 1a bdn dmh clia mot
-t gidc 16i. : ‘

- Lot giai. Xét bao 16i B clia cac didm da cho Neu B 1a tu giac hay ngi giac
thi ta cé diéu phai chlmg minh. Néu B 13 mot tam giac, gia st 1a ABC thi hai
diém con lai X, Y phai nim trong tam giéc ABC

"A

B C
Gia sit ducmg thang XY cit hai canh AB, AC. Khi do BXYC la mot tut
«glac 101. .

0.2 Dinh If Helly

Nam 1921 Helly da chitng minh mot ket qué rat noi tleng v3 ¢6 nhiéu ufng |
dung vé sau nay trong toan hoc. D6 la dlnh i mang tén ong. | -

Dinh 1i 1. Trén mot d‘uarng thang cho n doan thang sao cho hai doan bat kz
déu co it nhét mot diém chung. Khi dé, cd n doan thang da cho cé it nhat mot
dzem chung. - ' '

Chu’ng minh. C01 du’dng thang da cho la mot truc toa do va mdi diém X
c6 toa do tuong ing la z. Gié stt cic doan thing da cho la A;B; Vcn a; < b;.
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Goi m = max(a;) vd k = min(b;) doan thing A,, By chia trong tat ca cac doan
da cho. :

He qué. Néu trén mot dudng thing cé n dogn thdng sao cho hai dogn bat ki
déu c6 it nhét mot diém trong chung thi cé thé vé dugc mot doan thang nam
trong tdt ¢d cdc doan da cho. | |

Dinh 1i 2. Trong mdt phdng cho n hinh léi, trong dé 3 hinh bét ki déu cé diém
chung. Khi d6, n hinh 10i d cho c6 it nhat mot diem chung.

Chiing minh. Ta chitng minh bing quy nap. |
V6i n = 4, ki hiéu cac hinh 18i da cho 1a My, My, M3, My va A; 12 diém
chung clia cac hinh trir hinh M;. Xét M = B(A;, Ay, A3, A4). Neu M 13 mot
doan thang, ching han doan A; Ay thi As thuoc A; A4 va nhu vay As thudc cd
bén hinh da cho. Néu M 1a mot tam gidc, ching han tam giac A A Az thi Ay
n¥m trong tam gisc A; Ay As va nhu vay Ay thudc ca bén hinh da cho. Néu M
la mot t gidc thi giao hai dudng chéo cla tit gidc nay thuoc bon hinh da cho.
Vay bén hinh da cho ¢6 it nhat mot diém chung. -
© Gi st menh dén ding dén n. Xét n-+1 hinh 16i My, Mo, ..., Mn, Mps1. Goi
M = M, N My, St dung trudng hgp n = 4 ta suy ra ba hinh M;, M;, M
‘¢6 diém chung. St dung gia thiét quy nap cho n hinh My, Mo, ooy M1, M
ta c6 diéu phai ching minh. | o

Dinh 1i 3. Néu trong khong gian Buclide R™ cho trude. mot sé hiw han cdc
hinh 16i ma trong dé mdi bo n+ 1 hinh déu c6 giao khdc rong thi thi tat cd cac
hinh dd cho cé giao khdc rong. | '

Vi du 1. (D3 thi vo dich Ba Lan - 1970). Trong mat phang cho n hinh chi@
‘nhat c6 canh tuong ing song song va hai hinh bat ki déu c6 diém trong chung.
Ching minh riing, c¢6 thé vé dugc mot hinh chi nhat nim trong tat ca céc
hinh chit nhat da cho. |

Loi giaa. Xét he truc toa do Ozy cb cac truc song song vdi cac canh cua cac
hinh chi nhat. : o ‘

Chiéu cac hinh chit nhat len truc Oz theo phuong Oy, ta dudc n doan
théng ma hai doan bét ki déu c6 diém chung. Theo dinh 1i 1 thi n doan thing
nay cuing chita mét doan thing AB. Tuong tu, chiéu céc hinh ch@ nhét 1én
truc Oy theo phuong Oz, ta dugc n doan thing ciing chita doan thing CD.
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Y A
DrFa---7
C rr+4--|-

L1

[

|

L1 -
O A B x

,tongdoa<bc<d Khi d6 hinh

Gia st A(a; 0), B(b;0), C(0;¢), D(0, d). tr
(b; d) (b, ¢) ndm hoan toan trong cac

" chit nhat c6 cac dinh M(a c), N(a;d),
hinh chit nhat da cho. - »

Vl du 2. (De thi vo dich Hungari - 1951). Mt phéng bi phti hoan toan béi
n nita mit phang (khong k& bien). Ching minh réng, c6 thé chon ra trong s6
dé 3 nita mat phang ma van pht kin mat phang da cho.

Lot gias. Goi .Al, A, ..., A, 13 cac nita mat phang da cho (khong Ké. bién) va
B, = E?\ A,;. Gia st khong c6 ba tap nao trong s6 AZ, i =1,2,...,n pht kin_
E2. Khi dé, ba tap bat ki trong s6 B; déu ¢6 giao khéac réng. Theo dlnh Ii Helly
thin tap By, By, ..., B, ¢6 giao khac rong va nhu vay n tap Aj,..., A, khong
phti kin E?) trai véi gid thiét. . ‘

Vi du 3. Trén duong tron c6 mot 86 cung 6 s& do nhé hon 180° va ba cung
bat ki trong ching déu c6 it nhét mot diém.chung. Chufng minh rang, tat cd
- cac cung da cho ¢6 it nhat mot dlem chung

Loi gids. ‘Goi V; 13 hinh vien phan tng véi cung thu 7. Do céc cung ¢ sd do
nhé hon 180° nén céc hinh vien phan V; 1a cac hinh 18i v& khong chita O. Vi
ba cung bat ki’ déu c6 diém chung nén ba hinh vién phan bat ki cing ¢6 it
nhat mot diém chung. Theo dinh Ii Helly thi tat c4 cac hinh vién phan c6 it
nhat mot diém chung. Gia sit diém chung d6 13 M thi glao diémi N cia OM
'_V01 dudng tron sé thudc tit ca cic cung tron da cho. : |

Vi du 4. Trén mat phang cho n dlem Biét rang ba diém bat ki trong chung
déu ndm trong mot hinh tron ban kinh R = 1. Chiing mmh rang, n diém da
cho déu ndm trong mot hinh tron ban kmh R=1. S
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Lot gidi. Xét tat ca cac dudng tron béan kinh R = 1 va ¢6 tam 12 cac diém
da cho. D& thiy ba duong tron bat ki trong sd do déu c6 it nhat mot diém
chung (chéng han 13 tam cua duong tron chida ba diém 13 tam cta ba dudng
~tron dang xét). Theo dinh 1i Helly thi cdc dudng tron nay co it nhéit mot diem
chung O Duong tron tadm O ban kinh R =1 chita toan bo n diém da cho.

10.3 Bai tap

10.3.1 Ba1 tap luyén tap

1.

Ching minh réng v6i moi da gidc 161 khong phal 1a hmh binh hanh, ta

1udn c6 thé chon ra ba canh ma céc dudng thdng chita ching cit nhau

tao thanh mot tam giac bao da gidc da cho.

. Trong mot hinh n—giac 16i (n > 3) nguoi ta vé cac dUOng chéo khong

cit nhau & trong n—giac sao cho ¢ic dudng chéo nay chia n—giac thanh
cac hinh tam gidc. Ching minh ring

~a) SO hinh tam gidc khong phu thude vao cach chia.
b) S6 dudng chéo phai dung ciing khong phu thudc vao céch chia.

. Cho n 1a sb nguyégn duong, n > 4. Chiing minh rang ta co the ghep n
tam giac biing nhau thanh mot hinh luc giac 161. :

. Cho da giac 101 Ay As.. A7 Ngudi ta ké tit ca cac du:dng cheo cua da giac

nay, cac dudng chéo chia da gidc da cho thanh cic da giac 161 nhé hdn
Hoi so canh nhleu nhat ctia mot da gidc nho 13 bao nhiéu? '

. Trén mit phang cho n doan thang song song sao cho hai doan bét ki c6

mot dudng. thang cit vh vuong goc véi ca hai doan thang do (n > 3).
Chu’ng minh ring c6 mot duong thang cit va vuong goc v6i ca n doan
thang da cho.

Trén mat phang cho n hinh binh hanh c6 céc canh song song v6i hai
dudng théng cit nhau cho trude (n > 3). Biét ring, hai hinh binh hanh
bét ki trong sb n hinh binh hanh da cho déu cé diém chung. ChUng minh
rang cd n hinh bmh hanh da cho ¢6 diém chung. |

. Chting minh rdng, moi da gisc 16i dién tich bing 1 luon cod the dat trong

mot hmh binh hanh c6 dién tich bang 2
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8. Trong hmh vuong canh 1 vé mot luc giac deu c6 dién tlch S Tim gié tri
16n nhéit cta S.

9. (Dé thi vo dich Hunggari - 1962). Chiing minh riing, khong thé chon qua
n dudng chéo trong mot n gidc 16i sao cho hai doan bat ki trong Ch(mg
déu c6 diém chung.

10. (Dinh If Min‘c()pxki) Trong mit phing toa do cho hinh 16i # ¢6 dién tich
S > 4 va nhan O(0,0) lam tam déi leg Chitng minh rang, ngoai diem
O, hinh H con chta it nhat mot diém nguyén khéc.

11. Tréen mat phing cho da gidc léi"H. Bén trong ’H ta v& n hinh tron doi
mot khong cit nhau. Chitng minh rihg, c6 thé chia da gidc da cho thanh
cac da gidc 16i nhé hon sao cho trong méi da gidc dé chua ding mot hinh

“tron trong sé n hinh tron da ve. | '

12. Trén mat phang cho n hinh tron (n > 3). Biét riang v6i ba hinh tron bat

ki trong $6 n hinh tron da cho déu ton tai mot hinh tron ban kinh 7 cho

- trude cit cd ba hinh tron d6. Chting minh ring tdn tai hinh tron (C)
ban kinh'r cit tat cA n hinh tron da cho.-

| 1‘13'. | Trong mat phang cho n diém A;A,...A, trong dé khoang cach gitta hai |
diém bat ki déu nhé hon hodc bing 2. Chtng minh ring céc diém da cho

2
nam trong mot dudng tron ban kinh R = \/_
10.3.2 Bai tap tu giai

1. Cho hai hinh-16i H; va Hy c¢6 tam -d6i XUﬂg Chitng minh ring; néu cé
thé dung H, dé pht H, thi c6 thé dung H, de phu Hz sao cho tam déi
xtng cua ching trung nhau.

2. Chu’ng minh rang tu 9 diém da cho trong mat phang, trong do khong co

3 diém nao thang hang, ta luon chon duge 5 diém la dinh ctia mot ngt o

giac 161.

3. (Dé thi vo dich-Hungari - 1967). Mot da gi4c 16i dugce chia thanh cac
tam gidc bang cac dudng chéo khong cit nhau. Mai dinh cua da giac la
dinh ctia mot s6 1é cac tam giac da dung. Ching mmh riing, sb canh cla
da giac chia hét cho 3.

11A- CBToantohop
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10.

11.
12.

13,

14

. Trén mat phang cho n dudng. théng (n > 3), trong s6 d6 khong cé hai

dudng ndo song song va khong cé ba duong ndo dong quy. Ching minh
ring, trong sd céc phan clia mit phing chia ra bdi cdc dudng thang néi

trén c6 khong it hon ~3~(n — 1) tam giac.

(Dé thi vo dich Ba Lan - 1967). Ching minh ring, néu mot da giac c6
s6 1é canh, noi tiép trong mot dudng tron va tat cd cdc goc bang nhau
thi né 13 mot da gidc déu.

. Chting minh ring, moi n gisc 16i (n > 6) déu c6 thé cit ra thanh cac

ngil giac 161

Chtng minh ring khong thé ghép céc hinh tam giac déu doi mot khéc
nhau lai dé dugc mot hinh da giac 16i.

(D& thi vo dich toan lien bang X6 Viét - 1975). Trén mat phang cho n da
giac (khong nhét thiét phai 18i) sao cho hai da gisc bat ki déu c6 diém
chung. Chitng minh ring, c6 mot duong thing cit tat ca céc da giac ay.

Cho mot sé hitu han céc doan thing song song sao cho ba doan bat ki
déu c6 mot dudng théng cit ching. Ching minh riing, c6 mot dudng
thang cit tit cd cic doan thing nay.

Trén mit phing cho n doan thing v mot diém O khéng thude ching.
Biét riing, v6i hai doan bat ki ta luon ké duge mot dudng thang qua O
v cit ching. Ching minh ring, ta luon ké dugc mot dudng thang qua
O vi cit tt cd cac doan thing da cho.

Trong mot budi sang hai ngudi bat ki dén thu vien déu gip mit nhau.
Chtng minh ring, tdn tai mot thoi diém ma trong thu vién ¢6 mat tat

¢4 nhing nguoi dén thu vien vho sang hom dé.

Trén mat phing cho mot s6 hitu han diém. Chiing minh ring, trong sb

.d6 luon chon duge mot diém sao cho gan v6i né nhit c6 khong qua 3

diém trong s6 da cho.

Chting minh ring, moi da giac 16i dien tich bing 1 ludn c6 thé dat trong
mot hinh chit nhat ¢6 dién tich bang 2.

Chitng minh ring, moi da gi4c 18i dien tich bing 1 luon c6 thé dat trong
mot tam gidc ¢6 dién tich béng 2. |
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15.

16.

17.

18.

Cho da gidc 16i H c6 dien tich S va chu vi P. Ching minh ring ta c6

thé vé duge mot dudng tron ban kinh R = 2 nim hoan toan trong H.

Bén trong 2n giac 16i 14y mot diem P. Qua mdbi dinh ctia da gidc va diém

- P ta ké mot duong thing. Ching minh ring, luén tim dude mot canh

cta da giac khong c6 diém trong chung véi cac dudng thing vira ké.

Trén mat phing cho n > 4 diém, trong d6 khong ¢6 ba diém nao thing
hang. Ching minh ring, néu mdi bo ba diém trong s6 d6 luén tim duge
diém thit tu trong s6 da cho cliing véi ba diém d6 tao thanh mot hinh
binh hanh thi n = 4. |

Trén mit phang cho n > 3 diém, ddng thoi khong phai tit cd déu nim

~ trén mot duong thang. Chitng minh ring, ton tai mot duong tron di qua

19.

20.

ban kinh R = —

3 trong s6 céc diém da cho vao khong chita didm nao trong sb con lai.

Trén mit phing cho 2n+ 3 didm, trong s6 d6 khong c6 3 didm nao thing
hang va khong c¢6 4 diém nado cing ndm trén mot duong tron. Ching
minh r%’mg, tit cdc diém d6 c6 thé chon ra 3 diém sao cho c6 ding n diém
trong s6 con lai ndm trong duong tron di qua 3 diém d& chon con n diém
kia thi ndm ngoau - |

(DPinh 1i Young.) Cho X 1a hinh 16i trong khong gian va c6 dudng kinh
khong vuot qué 2. Chitng minh ring, X nim tron trong mot hinh cau

V6
5

10.4 Huéng din giai bai tap

1.

Trudce tién ta xét mot sb tru’dng hop dac biét:

| Txucmg hop 1. Da gisc da cho la t gidc 161 ABCD.
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Do ABCD khong 1a hinh binh hanh nén ¢6 hai canh déi khong song
song, gia st 1a AB va CD. Goi S 14 giao diém cia AB va CD. Gia st
duoc B n¥m gitta S va A. Khi dé tam gidc SAD chta toan bo tit gidc
ABCD.

Truong hop 2. Da gisc da cho 1a ngil giac ABCDE.

D ‘ O S
Xét canh C'D. Mot trong hai canh dudng thang chia hai canh AB, AE
phai cit duong thing CD. Gi4 st AB cit CD tai S. Khi do, ti giac
SAED chita ngii gidc da cho. Néu tit gidc SAED khong 1a hinh binh
hanh thi ta dua vé truong hop 1. Néu tit gidc SAED 1a hinh binh hanh

“thi duong thing chia canh BC cét cic dudng thang chifa cac canh FA,

ED tao thanh tam giac EP(Q chita ngil giac da cho:
P

A/ \B 5

E | D Q

'Bay gio xét da gide A;Ay... A, v6in > 6. Xét canh A;A,. Khi d6, mot

trong cac dudng thang chia cic canh con lai phai cit A;A, va ta dua
bai toan vé trudng hop sd canh nho hon n. Ci tiép tuc lam nhu vay ta
dua vé hai trudng hgp dic bigt da xét & trén.

a) Gi4 sit s6 hinh tam g1ac 1 s. Vi khong c¢6 hai dudng chéo nio cit
nhau & trong n—giidc nén tong cac goéc cla cic tam giac bang tong cac
goc cia n—giac.




10.4. Huéng dan gidi baitap .~ B 185

Do d6 ta cé o o
| | k.180° = (n — 2)180°

hay £k =n — 2.

b) Gia sit ta phai dung p dudng chéo. Ta di dém sb6 canh cla céc tam.
- giac bang ha1 cach khac nhau: Do c6 n.— 2 tam giadc nén cb 3(n 2) canh
'(ké c& lap). M&i canh ctia tam giac 1a dudng chéo clia n—giac duoc tinh
“hai lan, méi canh cua tam gidc 12 canh cia n— glac dugc tmh mot lan |
‘DOdotaco_ | o | '
B 3(n+2)=2p+n_

. -hayp*n—-?) o

3. Xét tam glac can T vGi goc 4] dmh A du nho:
A
B C

Ta thay, ct hal tam glac T ta 6 the ghép thanh mot hinh binh hanh VA
ba tam gidc T thi c6 thé ghep duoc thanh mot hinh Lhang

- Do d6, néu n chén thi ¢6 thé ghép n — 2 tam gisic thanh mot hinh binh
hanh va ghép thém hai tam glac nita nhu hlnh vé dudi day de clutdc mot
luc gi4c 16i: ‘ ‘

T Neu nl1é thl cd the ghep n— 2 tam glac thanh mot hlnh thang va ghep’ |
thém hai tam giéc nufa nhu hinh vé ducn day dé duoc mot luc glac 18i: |

12A- CBToantohop ‘
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/’

/,A/

4 Xét da gidc nhd T. Vi T la da glac 13i nén c6 khong qué hai canh cta

T nim trén céc du’dng chéo cling xuét phét tit mot dinh cta da giac da
~cho. Nhu vay, qua mdi dinh cla da gidc da cho ¢6 khong qué hai canh

cua T. Qua 7 dinh cla da glac da cho c6 khong qué 7.2 = 14 canh cla
T. Trong s6 14 canh nay, mdi canh duoc tinh hai 1an nén s6 canh cua T
khéng qua 7. |

Bay gid ta chi ra mot da giac 16i A;A,...A; ma da gi4c da gidc nhé nhan
dudc c¢6 7 canh, chang han da gidc déu nhu hinh vé dusi day:

0. Xét du’éng thing A song song vdi n doari thing da cho.

d

Chiéu theo phuong vudng géc vii A'len A ta dugc n doan th‘é‘mg trén A
m3 hai doan bat ki déu c6 diém chung. Theo dinh 1i 1 thi n doan thing

nay c6 diém chung A. Dudng thang d vudng goc voi A tai A cit tat ca
n doan thing da, cho , - |

-12B- CbToantohop
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6. Chon heé toa do Afin Ozy c6 cac truc song song v6i hai dudng théng da
cho. Chiéu theo phuong Oy lén tryc Ox, mdi hinh binh hanh bién thanh
mot doan thing. Ta c¢6 n doan thing, hai doan bat ki c6 diém chung

‘nén n doan thdng néi trén c6 diém chung A(a 0). Tuong tu, chiéu theo
phuong Ox lén Oy, ta nhan dugc n doan thing c6 diém chung B(0; b)
Dé thay dlem M(a b) thuoc tat can hinh b1nh hanh da cho. .

YA

B‘“““——‘IJV

T

|

| P
O A T

7. Xét da gidc 16i M c6 dien tich bing 1. Ta vé hinh binh hanh ABCD
chita M sao cho mdi canh ctia hinh binh hanh ABCD di qua it nhét
‘mot dinh clia M nhu sau: |

| | P Q@ B | |
Dau tién, chon ldy mot canh PQ ctia M (tuy §) va vé dudng thing d; di
qua P, Q. Tiép theo, chon dinh R n¥m céch xa d; nhét, vé dudng thang
dy qua R va song song v6i dy. N&i P v6i R. V& hai nita mit phing b
14 duong thdng PR, chon hai dinh X v& Y (néu c6) cach xa PR nhét.
Qua X,Y vé cac dudng thing ds, ds song song véi PR. Bén dudng thang
dy, dy, d3, ds c&t nhau tao thanh hinh binh hanh ABCD. Ta c6:

S(ABCD) = S(APRD) + S(PRCB)
= 25(XPR) +25(YPR)
<28(M) < 2.
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8. Trudc tien ta chlmg minh rang, nho phép tinh tién ta cé the dua luc
S glac da cho vé mot luc gidc méicé tam trung véi tam cua hinh vudng va

* van nidm trong hinh vudng da cho. That vay, goi O va O tuong dng 13

* tam cfia hinh vuong va clia luc giac. Xét phép tinh tién theo vecto O’

Lay diem M tiy y n¥m bén trong luc gisc (ke cé bien). Do tinh chat d6i

xting ta suy ra diém N déi xting v6i M qua O’ cling thudc luc'gisc va do
d6 thudc hinh vudng. Goi P 1a didm d6i- xtng cia N qua O thi P thudc

hinh vudng. Qua phép tinh tién T—> dlem M bién thanh trung diém E

. . 0’0
cia M P thudc hinh vudng.

Vay phép tinh tién T—> bién luc giac da cho thanh mot luc glac c6 tam
O va ndm trong hmh vuong da cho. |

Trd lai bai toan, ta chi cdn xét luc giac déu. co tam trung vdéi tam O clia
hinh vuong. Ch1a hmh vuong thanh bén phan bing nhau béi céc dudng
thing qua tam va song song véi cac canh. Khi d6, tdn tai mot phan chia
hai dinh cda luc gidc. Gid st hai dinh A, B cta luc gidc roi vao hinh

vudng nhd OXY Z. Gia sit OA cit XY tai C va OB cidt Y Z tai D.
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e —

. Dat XOA:a'tacaé

S(OAB) %OAQS min(OC2, 0D?)

B 16 | 0052a cos2(30—a)

Vi mot trong hal goc o va 300 —a khong vuot qué, 15O nén S(OAB) max

s ’khl O = 150

: Gla st chon duoc m ducmg Cheo thoa méan. Ta quy udc dmh X cta n
gidc da cho goi 1a ¢6 bac k néu qua X co k duong cheo trong sdm du(mg |
'tren ‘Goi a; 1 so dmh bac i ta o |

s

a1.+a2 ++an '—-—"TL |

Suyra a1+a2+ +an§n

Xét mot dinh A bac k- (k > 2) tuy ¥. Gla stt céc dudng chéo duge néi véi -
Ala AA, AA,, ..., AA, va AA;, AAL 1A hal duong chéo ngoai cung. Khi
d6, mdi dudng chéo di qua A4; v6i.1 < i < k hodic khong cit AA; hoic

o khong cdt AA, nén A; c6 bac 1 v6i moi 1 <4 < k. Nhu vay, moi dmh

10.

‘bac /{: v6i k > 2 duoc néi vdl it nhat k — 2 dlnh bac 1. Suy ra,

a1>a3+2a4+3a5+ +(n~—2)
Mit khac,

m = a; + 2aq + 3as + ... +na, | |
o =ay+2(ag+as+ ... +ay) + (a3 + 2a4 + ... + (0 — 2)an)

Suyram<n

Xét tat ca cac anh ’Hz, i+ € I cua H qua cac phep tinh tlen véi vectd tmh
tién'c6 cac toa - do chin. Ta chtmg minh: trong s6 d6 c6 hai hinh giao nhau -
khac rong. That vay; gid st cac H; doi mot glao nhau bang rong. Bao H
bdi hinh tron bén kinh. R (R nguyén). V6i méi n, trong hinh vudng tam.

fO Canh a = Z(n + R) c6 it nhat (n + i) hmh ’H Suy ra

(n+1) 5’ < 4(n+ R)
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11.

12.

Vi S > 4 nén bit ding thic tren khong thé ding v6i moi n. Vay phai
¢6 hai hinh H; ndo dé c6 giao khéc réng. Gid st Hy vd Ha c6 chung
diém A. Goi 01,02 13 tam d6i xtng cta Hi, Hs v M 13 trung diém
cia 010,. Goi B la diém dbi xting ctia A qua M. Ta ¢6.B = Sy (A) va

Sy(Hy) = Hanén B € HiNHy. Suyra, M € HiNHs. VI M b toa do

nguyén neén anh ngugc clia diém M trong phép tinh tién theo vecto 001

13 diém N c6 toa do nguyén va thuoc H.

Nhan xét: tir ching minh trén ta con c6 didm N’ 1a anh nguoc cua diém
—>
M trong phép tinh tién theo vecto 0O, ciing thuoc H va cb6 toa do

- nguyeén.

Gid st Cy, C, ..., cﬁ 1an h‘inh tron da vé. Ta biét ring pap hc;p'“
X ={X: X/( ;) > X/(C)}
la mot nita mit phing chita S, bo 13 truc ding phucng cta (C;) va (C).

Suy ra cac da giac D; xac dinh béi

Di={XeH: /e )>X/( )VJ#Z}

thoa man yeu cau bai toén.

Gia st n hinh tron da cho Ia (C’l) (Co), . L (Cn) va gid st (C) c6 tam la

'O; va bén kinh 1a r;. Khi do, dé hinh tron (C) ban kinh r c&t hinh tron °

(Cy) thi tam cta (C) phai nim trong hinh tron (S;) c6 tam O; va ban
kinh R; =7+ 7. : |

(S4)

Xét 3 hinh tron (Sp,), (S,), (S,) trong sd n hinh tron (S;),7 = 1;n. Do
v6i ba hinh tron (Cy,), (Cp), (C,) ton tai mot hinh tron ban kinh r cit -

~-cd. ba hinh tron dé nén tam cta hinh tron nay thudc cd ba hinh tron

. (Sm), (Sp), (S,). Didu d6 c6 nghia la ba hinh tron bat ki trong sé n hinh

tron (S;),4 = 1;n déu c¢6 diém chung. Theo dinh Ii Helly thi n hinh tron

(S:),4 = T;n c6 diém chung O. Hmh tron (C) ¢6 tam O, ban kinh r thod

- man yeu cau bal toan.
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13. Trude tién,' ta di nghién ciu 'mc't s tru@ng‘hop dac biét cua n. Trudng
hop n =1 va trudng hgp n =2 1a hién nhién. Xét truong hogp n = 3:

'Trong ba diém da cho ta chon hai diém c6 khoang céch 16n nhét. Gia st
hai diém d6 1a A; vh A,. LAy A; v Ay 1am tam.vé hai dudng tron ban -
kinh R = A;A,. Goi A, B la giao diém cha hai dudng tron vita vé. Khi
d6 A; ndm trong dudng tron ngoal tiép tam gidc AA1A2 hodc ndm trong

- dudng tron ngoai tiép tam gidc BA Ay, C4 hai tam gidc nay déu la tam
giac déu co canh A1A; <2 nén ban kinh dudng tron ngoai tiép

Bay gio xét n > 3 bat ki: Lay A lam tam, vé duang tron (C; ) ban kinh

C 2
- R= ——\3—{——- Xét ba du’cmg tron (Cp), (Cq) (C ) ba;c ki trong s6 n dudng

< » N . L e 2 A
“tron vita vé. Do A, Aq, A, ndm trong du&mg tron ban kmh R = 3 nén

tam cla dUOng tron nay nim trong ci ba dudng tron (Cj), (Cq)-, (Cr).
- Nhu vay, ba duong tron bat ki trong s6 n dudng tron (Cj ),i=1;ndéuco
diém chung. Theo dinh i Helly thi n dudng tron trén co diém chung 0.

o 2v/3 2
Duong tron tamiO, ban kinh R = ——é\/-—: chita toan bo n diém A, As, .., Ay,
da cho. o ‘ |
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‘Bai tap téng hop

. Xét tap X = {1; 2 ... 10} Tap con A cta X goi la c6 tmh chat T néu
v01m01:1:y6Atacox+y7£11 Hoi -

a) S6 phan ti 16n nhat cia tap con ,A cua X cb tinh chat T la bao nhieu? |
b) C6 bao nhiéu tap con A ¢ha X ¢6 tinh chét T.
. Xét tap hop X = {1;2;3;...;2009}. Héi c6 bao nhiéu cach chia tap X

thanh 3 tap khac rong sao cho trong moi tap déu khong c6 hai phan ti
hen tiép nao? | \ o

'Chﬁng minh rdng, v6i moi n nguyén duong luon tdn tai s6 A ¢6 n chit

$0, chia hét cho 2" va trong biéu dién thap phan cia A khong c6 chu s6
0 nao. | |

Cho diy cac sé a1, 0, ..., gy € {0‘ 1,2, ... 9} thoa man: néu a, = 1 thi
an+1 # 2 vA néu d, = 3 thi a,q; # 4 v6i moi n = 9 Chitng mlnh
rang, ton tai k 75 ™ 8a0 cho Gk = Om va ak+1 = am+1

Xet tap tat cé céc bd sb. w = (ag, a1, ... an) (n > 1) trong c’[o

a,z € {O 1} Vi = 0,n. Hay chi ra mot cach s&p 2”""1 bo trén theo thu’ tu
Wp —» Wy ——) cen P »’u_)gn—}—l
Sao cho méi bd w;,; chi khéc w; ding mot toa do.

. Tap hOp ACR goi 1a c6 tinh chit T néu A c6 khong it hdn 4 phan £t
v v6i moi a, b, ¢, d phan biet thuoc A ta c6 ab + cd € A. :
a) Hay chi ra mot tap A gém 4 phan tii va c6 tinh chat T

b) Héi c6 hay khong tap A C (0; +00) gdm 4 phén»tﬁ? va ¢6 tinh chat T'7

172
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7. V6i mbi s6 nguyeén ducmg,h,_ki hieu S(n) & s6 day nguyen

10.

11.
- cho hai 0 bét ki ¢6 chung mot canh thi hai 6 trong hai 6 d6 hon kém

ne>ng> .. >np >0

Sa0 cho 2™ 4 2"5 + .+ 2™ =,
Cthng ink rang 5(2”) > 2” -

. Cho da giac 161 12 Canh A Ag Aoooe. V61 mbi digm X ta ki hleu

S(X) ;: XA1 + XA, + . XAZOOQ._ |

Ho1 c6 hay kh‘()'ng.‘hai diém P,Q n¥m trong da‘g'iac da cho sao cho

PQ:lva'

(P) = S(Q)| =-2007.

. Trén mét phang cho 2009 dlem trong do khong cé ba d1em nao thang.

hang va téng do dai cac doan thing ndi hai diém bat ki trong sb6 céc
diém da cho bang 2008. Chung minh rang '

) Ton ta1 mot ducmg gip khuc km noi 2009 dlem (ia cho va co. do dai
khong vugt qua 2. S - . |

: b) Ton tai mot dUOng tron co dUOng kmh bang 1 va chUa toan b6 2009 |

diém da cho

Cho m,n > 5. Chitng minh ring, ta c6 the viét trong moi 6 cla bang
m X n mot s6 ¢hinh phuong sao cho cac sb trong bang doi mot khac
nhau va tong cac sb trong moi hang va  trong: m01 cot: déu 1a mot 6

~chinh phUdng

Trong c4c 0 cla bang o vuong n X n,n € N* ta Vlet mot s6 nguyen sao

nhau khong qua mot don vi. Ching mmh ring, c6 1t nhat mot so xuét

- 'hlen trong bang khong it hon n lan |

12.

i

.Choca_c S,O a1, as, --:;\CL2002, 51,b2, 52003 va Cac 50 dUOng P17P2, ---5192002;

q1,d2; -+, g2003- Lap bang 2002 x 2003, trong mdi 6 (4, j) ta dat 56 2 - qj
i T4y

\ Chlmg minh ring, ton ta1 mot sb trong bang sao cho s6 nay khong nho

hon bat ki s6 nao dlmg cling hang véi né va khong 16n hon bat ki s6 nao

- ding cung cot v01 no.



Bai tap téng hop

174

13.
14.

15.

Trong mot s6 6 ctia bang n X m, m >'n ta dit mot ddu (x) sao cho trong
mdi cot ¢6 it nhat mot diu (x). Ching minh rdng, c6 mot dau (x) ma sb
diu (*) trong dong chita n6 nhidu hon s6 dau (*) trong cot chita no.

Xét - béng 6 vudng n X n. Trong 6 giao clia hang thit ¢ va cot thit j ta
viét s Q5 = 4 + b, sao cho tich céc 86 trong cac cot bang nhau Chlmg
minh rang tich cac sb trong cac hang cling ba,ng nhau.

Cho n > 1. Xét bang n x n, mdi 6 clia bang ta viét mot s6 thuc sao cho
khi chon ra n s6 bat ki z1, s, ..., z, ma khong c6 hai sb6 nao thudc cung
mot hang va hai s6 nao thudc cung mot cot thi tong z; + Ty + .+ Tn

- khong doi. Tir mbi hang ta 14y ra s6 16n nhat. Goi m 1a sb nho nhat

- 16.

17.

18.

trong cac s6 d6. Tt mdi cot ta lay ra s6 nho nhét. G01 M 1a s6'16n nhét
trong cac s6 d6. Ching minh rang M =m.

Xét goc phan tu thit nhat clia hé truc toa do (ké c3 bién). Mot con chau
chiu nhay trong gbc d6 theo nguyeén téc sau: Tu diém M (z;y) né c6 the |
nhay dén diém N(z — 5;y + 7) hodc-P(z +1;y — 1) néu N, P vin con &
trong géc phan tu thi nhit. Hiy x4c dinh ving gidi han diém ban dau
M (zo; yo) sao cho con chau Chau khong thé nhay xa céch goc toa do mot
khoang ldn hon 1000. Hay vé mién nay va tinh dién thh cua no.

Xét ban cd n x n, véi n 1a s6 nguyén duong, n > 3. Hoi con ma muén di
t mot 6 goc t61 6 goe ddi dien thi can it nhat bao nhiéu bude?

Hai nguai luon phién viét cac s6 0 hoidc 1 vio cac 6 clia bang 1993 x 1994.
Gia st A, va B, tuong tng la gi& tr1 16n nhét cua tong cac s6 thudc cling.

mot hang va gid tri'l6n nhét cla tong cac so thuoc clng mot cot. Ngudoi

19.

20.
- “‘tay ban ndo cé sb n thi ban d6 chuyén'cho ban con lai sé n' bing tong

thi nhat thang néu A, > B.. H01 ai ¢6 chién luoc thing?

Hal ngum choi mot tro choi nhu sau: Trén bang cho trude mot sO nguyén

_ducmg N > 2. Ngutdl thit nhat dugc phép viét léen ba,ng sb n1 sao cho

ng <'ny < nl, ngudi thu’ hal duoc phep V1et lén bang s Ny 530 cho t1 86
n
L ¢6 dang p°, trong dé p 13 sb nguyeén té va s € N*. Sau dé thay gla.

‘n2

tri ctia ny bcn N V& tro choi lai tiép tuc. Ngum thit nhit sé thang néu

) Vlet duge s6 2001 va ngudi thia hai sé thing néu viét dudc sb 1. Gia thiét

ring hai ngudi choi rat gioi, héi ai 1a ngudi chién thing?
Hai ban A v B choi tro chdi sau vdi cidc s6 nguyén duong: Néu trong

clia-n véi mot udc thue sy clia n. Ban ndo chuyén duge s6 n > 2006 vao
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21.

22,

tay d01 phu’dng thl th&ng cudc. Gia st hai ban déu rat thong mmh va
- ban dau ta trao vdo tay A sd a = 2, ‘hoi ban* nao sé thang7

’I&"en mét phang cho n d1em Hai ngu’.cn luon phién danh diu cac didm
nay. Ngudi thing cudc 12 ngudi c6 tong tat ca cac khodng cach gitta cac

| ‘diém minh dénh diu 16n hon. Gia thiét ring. cac tdng noéi trén phan b1et
hoi ai 1a ngufdl c6 chién luoc thang7

Tren bang cho day s6 1;2;3;. 2008 Hai ngucn lan 1u’0t dat trudc moi

- 86 mot dau (+) hodc (= ) néu s6 d6 chua duge dét. dau (s6 duoc dit dau
- dugc chon tuy ¥). Muc tigu ctia ngudi tha nhat 13 két qua nhan duoc c

gi4 tri tuyét déi nhé nhat. Muc tiéu clia ngudi thit hai la két qua nhan

- duge c6 gid tri tuyet d6i 16n nhat. Véi cach choi T, ki higu S(T) 1 gia

tri tuyet déi clia tong nhan duge. Ching minh ring ton tai-céch choi Ty
580 cho

a) Ngudi thi nhét co chlen 1u‘oc ch01 de S(T) < S(T )
S(T, 0).

Cho n 13 sb nguyen du'ong 1¢. Cho phep dat vao m01 o} cua bang nxn
khong qua mot vien da. Tim sb nho nhit cc vien d4 ma ta pha1 dat Sa0

a) Ngum thu hai ¢6 chién luoc choi, de S(T) >

" cho v6i mbi 6 trong, tong 50 v1en da trong hang va trong cot chUa noé

khong nho hdn n.

24.

Trén mit phang cho 21 diém phan bigt Al, AQ, . Agl,\ mbi diém ‘dugc t0

bdi mot trong ba mau: xanh do, vang Biét. rang, moi mau co- khong it
-hon 6 diem dugc t6. :

a) Tim sb 16n nhét cac cip diém cting mau.

"~ b) Chlmg mmh rang t5n tai ba dlem khac mau Am,A Va A, sao cho

95,

—n+p

Cho n la sb nguyen duang Xet tap S {1 2 3 ,n} Hay X4C dmh.

s6 tap con T cta S sao cho khong cod hal phan tlt a,b nao clia T ma

la=b] € {1; n}
26.

Trén miat phang c6 6 ngum A B, C X Y, Z chuyén dong thang deu vOi
van téc khong ddi. Biét: A gap C va Y cung mot lic; B gap A va Z ciing
mot lac; C gap B va X cing mot lac; A gip X § gitta (trung diém) doan
dudng ma A gép BvaC; BgipY & giita doan dudng ma B gdp C va
A; C gip Z & giita doan dudng ma C- gap A va B. Chu’ng mmh rang,_

. X,Y,Z gap nhau cung mot lac.
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- 27.
- tbc khac nhau. Trdi mua béo, cac con tau mét lien lac. Tau 5 nhan duge

-Bai tap tong hop
C6 5 tau di trén.bién, chuyén dong thing déu va chuydn dong véi van

tin hiéu ti dai chi huy tren dét lién rang 4 tau kia déu gip nan, moi
tau va cham'véi tau khac 3 1dn. Gia sit sau khi va cham cac con tau vin

| chuyen dong nhu ci. Biét tau 5 di va phai hai tau khac ChUng minh

" ring, thu 5 con va cham véi it nhat mot tau nita.

28.

29.

30.-

Trong mot cuoc thi hoa hau, mdi glam khao ducce 8 nghl 10 thi smh VAo

vong chung két. Mot nhém thi sinh duge goi 13 chip nhan duoc dbi véi

gidm khdo A néu trong nhom d6 ¢6 1t nhat mot thi smh ma giam khéo
A da dé nghi. Biét réng, v6i 6 gidm khéo bt ki déu ton tai mot nhém
gom ding 2 thi sinh 1a nhém chip nhan duge déi v6i ca 6 giam khao do.

Ching minh ring; tdn tai mot nhém gom 10 thi sinh 13 nhém chap nhan ‘
duac dbi v6i moi thanh viéen ctia ban gidm khao.

Trong mot nuée cé n thanh phd, cac thanh pho co thé di den nhau mot
céch tuy y. Biét rang mdi chuyen di gitta cac thanh phé déu c6 mot gia

tién cu thé (cho mbi tuyen duong). Ngucn ta l1ap ra hai hanh trinh di qua

cac thanh ph6, trong mdi hanh trinh mé&i thanh pho duoc di qua ding
mot lan Khi lap hanh trlnh tha nhat ta di theo quy . tac: dlem xuét phat
duoc chon tuy ¥, ¢ moi buac tiép theo trong cac thanh pho chua di qua
ta chon thanh ph6 ma gia tién di dén d6 (tr thanh phd trudc d6) 1a ré
nhat (néu c6 nhidu thi ta chon mo6t thanh phé bét ki). Trong hanh trinh
thit hai, & mdéi budc tiép theo, trong cic thanh phé chua di qua ta chon
thanh phd ma gia tién di dén d6 1a dit nhat. Chung minh ring, tong gid
tién ctia toan bo hanh trinh thd nhit khong nhiédu hon tong gié tién cia
toan bo hanh trinh tha hai.

Trén mit phing toa do cho mot hinh vuéng véi cée canh 1a cac. dudng

lugi. Chia hinh vuong d6 thanh 64 phan bing nhau bdi cac dudng thing

| ; song sorig vdi cac truc. toa do. Chitng minh trong 64 hinh vuéng con nhan
~dugc ¢6 it nhat mot hinh vudng sao cho trong hinh vuong nay ‘khoéng ¢6

mot diém M(:c Y) nao ma cic toa do clia né thoéa man:

a::at3+bt2 ct+d ymAt3+Bt2+Ct+D

| trong do a, b c, d A, B C, D 13, cac sb thIIC cho truc}c Vi t ER
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| Chiu trach nhiém xudt bdn:
Chu tich HDQT kiém Tong Gidm doc NGO TRAN AI
‘Phé Tong Glam déc kiem Tong bién tap NGUYEN QUY THAO

Té chitc bdn thdo va chiu trach nhi¢gm ngi dung:
Phé téng bien tap PHAN XUAN THANH
~Gidm d6c cong ti c6 phéan Dich vu Xuat ban Ha Néi PHAN KE THAI

Bién tdp néi dung va sua ban in:

LE THI THANH HANG

Trinh bay bia:

NGUYEN BICH LA

Che ban:

)

TRAN THI THU THUY
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