NGUYEN HOANG THANH

MATHEMATICS CENTER

TAI LIEU
KHAI PHONG NANG LUC
HOC TOAN 11

THANG LONG BINH TAN
542 /8 TINH LO 10, P. BINH TRI PONG, Q.BINH TAN, HCM
LUU HANH NOI BO






Muc luc

1 Ham s6 va phuong trinh lugng giac

1.1 Goclugnggidc. . . . . . . . . e
12 Giatrilugng gidc clamoét gocluong giac . . . . . . . ... L
1.3 Gidtrilugng gidcciacdcgoclien két. . . . . . . .. ..
14 Céccongthucluonggidc. . . . . . . . . . e
1.5 Hamsdluong gidc vadothi . . . . . . oot
1.6 Phuong trinh lugng gidccoban . . . . . . . . . .. L L
1.7 Baitdpcudichuong . . . . . . ..o
2 Day s6. Cap s6 cong. Cap s6 nhan
21 DAY SO . ot e e
22 CAPSOCONE .« o o v vt i
23 CAPSOMNAN . . . . o oo
24 Baitdp cubichUong . . . . . . oo

3 Gidi han va ham so lién tuc

31 Khainiémvacdcphéptodn . .. ... ... ... ... e
32 Gidihanclahamsd . . . . . . .
33 HamsOLENTUC . . o . o o ot e e
34 Baitdp cubichUoNg . . . . . . oo

4 Puong thang va mit phang trong khong gian

4.1 Diém, duong thang va mat phang trong khong gian . . . . .. ... ...................
4.2 Hai duong thAng SONZ SONE . . . . v v v vttt e e
43 Duong thang va mat phang SONG SONG . . .« o« v o v vt vttt
44 Hai mat phang SONG SONG .« . « « v v v vt it e e e
45 Phép chifUSONZ SONE . . « . ¢ v v v vt ettt e e e e
46 Baitdpcubichuong . .. .. ... ... ...
5 Thong ké
5.1 Sb trungbinh va métclamausdliéughépnhém . .. ... ... ... ... .. ...
5.2 Trungvivati phanvictamausdliéughépnhém. . . .. ... ... ... .. ... .. .....
53 Baitdpcubichuong . . . .. ... .. ..

6 Ham so mu va ham so logarit

6.1 Phéptinhluythira . ... ... ... ... .. ...
6.2 Phéptinhlogarit. . . . ... ... .. ...
6.3 HAMSOMU . « . . v ottt e
6.4 HamsOlogarit . . . . . . .. oot
6.5 Phuongtrinhmiavalogarit . ... ... ... ... ... ... .. ... .. ...
6.6 Batphuongtrinhmiavalogarit . . . .. .. .. ... ...
6.7 Baitdpcubichuong . . . .. . .. . ..
7 Paoham
71 Paoham . . . ..
72 Cécquytdctinhdaoham . . .. .. ... .. ...
73 Paohamclphai . ... ... ... ..
74 Baitdpcubichuong . . . ... .. ..
8 Quan hé vudng goc trong khong gian
8.1 Hai duong thang vUONg 80C « « « v v vt e e e
8.2 Duong théng vudéng goc voi mat phéng ...................................
83 Gocgitahaimatphdng . . . . . . . ...



KHAI PHONG NANG LUC TOAN 11

8.4 Hai mat phang VUONG SOC « « « « v v vt vt e e e e 119
8.5 Hinh lang tru dung, hinh hop vahinh ldp phuong . . . . . . . .. .. ... .. ... .. ... .... 121
8.6 Hinh chép déu, hinhchépcutdéu . . . ... ... ... ... 121
87 Khodngcach . . . . . . .. . 123
8.8 Thétich khéihop, lang truvakhdichop . . . . .. ..o o i 126
8.9 Goc gitta duong thang vamat phang . . . . . . . . ... ot 128
810 Gocnhidién . . . . . . .. .. 129
9 Xac sult 133
9.1 Biéncd giao va quy tAc NhAn XACSUAL . . . . . . o oot 133
9.2 Biéncd hop va quy tac cdng xac SUAL . . . o o 136
93 Baitdpcubichuong . . . .. ... ..ot 137

M THANG LONG BINH TAN Trang ii






Chuong 1

Ham s6 va phuong trinh luong giac

1.1 Goc lugng giac

1.1.1 Quy u6c chiéu am, chiéu duong
Dinh nghia 1.1.

e Cho tia Oa. Khi xét chuyén dong ciia mot tia Om quanh goc O ctia né tinh tir vi tri ban dau Oa theo mot chiéu co
dinh, nguoi ta quy wdc chiéu quay nguoc chiéu kim dong ho la chiéu dwong va chiéu quay ciing chiéu kim dong ho
la chiéu am.

o Mgt vong quay theo chiéu duong tuong 1ing vdi géc quay 360°, mot vong quay theo chiéu dm tuong iing vdi goc
quay —360°.

1.1.2 Goc lugng giac
Dinh nghia 1.2. Cho hai tia Oa, Ob.

e Néu mot tia Om quay quanh géc O ciia nd theo mot chiéu cé dinh bit dau tir vi tri tia Oa va dimg 6 vi tri tia Ob thi ta
néi tia Om queét mét goc lugng giac cd tia dau Oa, tia cudi OD.
Ky hiéu: (Oa, Ob).

e Khi tia Om quay mot goc , ta ndi sé do ciia goc lugng gidc (Oa, Ob) bing a.
Ky hiéu: (Oa, Ob) = .

Luu y 1.1. Vdi hai tia Oa va Ob cho trudc, cd vé s6 goc lugng gidc ¢ tia dau Oa va tia cudi Ob.
Luu y 1.2. S6 do cila cdc goc lugng gidc c6 cung tia dau Oa va tia cudi Ob sai khdc nhau mét bdi nguyén ciia 360° nén cé
cong thiic tong qudt la

sd (Oa,Ob) = a® +k360° (k € Z).
hodc thuong viét I
(Oa,Ob) = a® + k360°.
vdi a° la s6 do ciia mot goc luong gidc bit ki ¢6 tia dau Oa va tia cudi Ob. Ching han, trong hinh ddu tién ciia i du trén thi

(Oa, Ob) = 90° + k360°.

1.1.3 Hé thuc Chasles (Sa-10)
Dinh nghia 1.3. Vi ba tia Oa, Ob va Oc bt ki, ta cé (Oa, Ob) + (Ob,Oc) = (Oa, Oc) + k360°, (k € Z).

1.1.4 Don viradian

Dinh nghia 1.4. Trén duong tron bin kinh R tuy v, géc & tam chin mot cung cd do dai diing bing R duoc goi la mét goc cé
s6 do 1 radian (doc 1a 1 ra-di-an, viét tit la 1rad ).
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Cong thuc 1.1.
. . 2 g , o Ta
o Cong thitc chuyén d¢ sang radian: | a° = 180 rad.
, . 180a\ °

o Coéng thitc chuyén radian sang do: | « rad = ( na) .
Trén dudng tron ban kinh R, mét géc & tdm ¢6 s6 do « rad thi chdn mot cung 6 do dai B
aR (Hinh 10). Vi géc bet (180°) chan nita dudng tron voi do dai 1a 77R, nén géc bet 6 s6 aR
do theo don vi radian la 7r. Khi d6 ta viét

180° = rrad. D 4
o fq0_ T . 1801 ° o

Suy ra, véi T ~ 3,14, tac6 1° = 180 rad ~ 0,0175rad va 1rad = — ~ 57,3°.

Hinh 10

1.1.5 Duong tron lugng giac
Dinh nghia 1.5.

Trong mit phang tog do Oxy, cho duong tron tam O bin kinh bing 1. Trén duong tron y

nay, chon diém A(1;0) lam goc, chiéu duong la chiéu nguoc chiéu kim dong ho va chiéu )
3 /

am la chiéu cimg chiéu kim dong hd. Puong tron cing vdi goc va chiéu nhu trén dugc goi
la dwong tron luong gidc.

Hinh 11
Cho s6 do goc a bat ki. Trén duong tron lugng gidc, ta xdc dinh dugc duy nhit mot diém M y
sao cho s6 do goc lugng gidc (OA,OM) biang a (Hinh 12). Khi dé diém M duroc goi la diém
biéu dién ciia goc cd s6 do w trén duong tron lugng gidc. M
Vs
Hinh 12

$> BAI TAPSS

TINH SO PO GOC LUGNG GIAC

Bai tap 1. Xac dinh s6 do ctia cac goc lugng giac (Oa, Ob) trong hinh sau

\ ‘ D)
a) © a b) @ ‘ 0 d) !

M THANG LONG BINH TAN Trang 2
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Bai tap 2. Trong hinh bén, chiéc quat ¢6 ba canh dugc phan bd déu nhau. Viét cong y
thuc tong quat do s6 do ctia cac goc lugng giac (Ox, ON) va (Ox, OP). N

! 0 .

p s 500 | X
\ /
\\\\\__’////M
Bai tap 3. Viét cong thic s6 do téng quat clia cac goc lugng giac (OA,OM) va y
(OA,ON) trong hinh bén.
M

Bai tap 4. Trong hinh vé bén, mam banh xe 6 t6 dugc chia thanh ndm phan
bang nhau. Viét cong thitc s6 do téng quat cta goc lugng gidc (Ox, ON).

Hinh 15
CHUYEN DOI PON VI
Bai tap 5. Ddi s6 do ctia cac goc sau day sang radian:
a) 135°%; b) 180°; c) 270°; d) 360°;
e) —30°; f) —45°; g) —60°%; h) —120°%;
i) —135°%; j) —160°; k) 275°%; 1) 185°.
Bai tap 6. Ddi s6 do ctia cac goc sau day sang do:
271 3r 5m T
a) ?/ b) 7/ C) T/ d) E/
7m 5m 137
e) I, f) ?, g) —5, h) T
BIEU DIEN TREN PUONG TRON LUONG GIAC
Bai tap 7. Biéu dién trén duong tron lugng giac cac goc lugng gidc c6 sb do la:
a) 30°; b) 45°; c) 60°; d) 90°;
e) 120°; f) 135°% g) 180°; h) 225°%;

MW THANG LONG BINH TAN Trang 3
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i) 270% j) —30°% k) —45°; 1) —60°;
m)—90°; n) —120°%; o) —135%; p) 865°.
Bai tap 8. Bifu dién cac goc lugng gidc sau trén dudng tron lugng giac:
U T s T
a) 37 b) g c) X d) o5
271 3r —7T -7
) 3 f) % g) 3 h) 3
N 7T . Y3 —17r 137
i) %’ j) 5 k) —3 1) 7
Bai tap 9. Trén duong tron lugng gidc, hay biéu dién cac goc lugng giac c6 sb do c6 dang la:
a) §+kn(kez); b) k%(kez).
Bai tap 10. Vi tri cac diém B, C, D trén canh quat dong co mdy bay trong hinh 16 c6 y
thé dugc biéu dién cho cac goc lugng gidc nao sau day? 1B
T kez)y;, —F 4kl (ke 2); E k2 (ke 2)
273 "6 3 "2 73 ' ; \
I 0, A
l\ II X
C \\\ /// D
Hinh 16
Bai tap 11. Hai li 1a mot don vi chiéu dai hang hai, dugc tinh béng do dai mot cung Cuc Bée
chan mot géc o = (610) ctia dudng kinh tuyén (Hinh 17). D6i s6 do a sang radian '5*?}'4,
va cho biét 1 hai li bang khoang bao nhiéu kilomét, biét ban kinh trung binh ctia Trai
Dét 1a 6371 km. Lam tron két qua dén hang phan tram. & ( l) °
60

Dugng xich dao

Cuc Nam

Hinh 17

M THANG LONG BINH TAN Trang 4
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1.2 Gia tri lugng giac cua mét goc luong giac

1.2.1 Dinh nghia
Dinh nghia 1.6. Trén duong tron lugng gidc, goi M la diém biéu dién goc liugng gidc cd s6 do .
Khi do: y
o Tung do ya ciia M goi la sin cuia «, ki hi¢u sin w.
® Hoanh d¢ xp; ctia M goi la césin cuia o, ki hiéu cos .

A NP smao . , PPN
e Neu xp; # 0 thi ti s0 M _ goi la tang cua «, ki hi¢u tan a.
XM cosw N
% s 2 X COSs Sas A P PPN M
® Neu yy # 0 thitiso M _ =5 Qoi la cétang ciia w, ki hiéu cot . x KD A
Ym simnuw I
- .. .. N JEEN z .z . I3 B 2 .z |
Cdc gid tri sinw, cos o, tan & va cot w durgc goi la cdc gid tri luong gidc ciia goc luwong gidc [\, Y

. Ta goi truc hoanh la truc cdsin, con truc tung la truc sin.

1.2.2 Mot s6 cong thitc quan trong can nhg

Dinh ly 1.1. Vi moi goc lugng gidc a va s6 nguyén k, ta co

* sin(a +k27) = sina. * tan(a + k7t) = tana.
e cos(a+k27) = cos a. e cot(a + k) = cota.

Dinh ly 1.2. M0t s6 cong thiic quan trong

e sin®x +cos?x = 1.

° tana-cotazlvditx;ékg,kez.

sinx . T 1 .. T

e tanx = viin # — +kmt, k€ Z. o 1+tan’a = —— vdia # = +km, k € Z.
cosx 2 cos? 2

* cotx=——uviia Fkm, keZ o 1+ cot?a = voi w # kmt, k € Z.
sinx sin? w

$> BAI TAP<S

NHAN DANG GIA TRI LUONG GIAC BANG BANG
Bai tdp 1. Cho bang gia tri lugng giac

do 0° 30° 45° 60° 90°
rad 0 i i T T
6 4 3 2
sina | 0 1 Q ﬁ 1
2 2 2
cosa | 1 @ Q 1 0
2 2 2
tana | 0O ﬁ 1 V3 I
3
cota | || V3 1 é 0
3

Quan sat bang trén va doc gia tri lugng giac cua cac goc 30°, 45°, 60° va 90°.
Bai tap 2. Tinh cac gid tri lugng gidc ctia cac goc

T T T T
a) g’ b) Z/ C) gl d) E/
1
e) %; f) 405°; g) 450°; h) —45°.

Bai tap 3. Em hay xac dinh dau ctia sin &, cos a, tan a va cota trong cac truong hgp sau

i THANG LONG BINH TAN
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3 3

a) 0<a< b) - <a<m c)rrgaS?. d)7§zx§2n.

S
| 3

XAC DINH DAU VA TINH TOAN GIA TRI LUONG GIAC

Bai tap 4. Chia dudng tron lugng gidc thanh 4 phan (I, II, II va IV) theo chiéu ngugc chiéu kim dong ho, em hay
cho biét ddu ctia ham s6 lugng giac khi & thudc mot trong cac phan trén.

Bai tap 5. Xac dau cac biéu thic sau

a) A =sin40° - cos(—290°).

¢) C =sin225° - tan130° - cot(—175°).

b) B = sin(—25°) - cos 170°.

d) D = cos195° - tan 269° - cot(—98°).

Sipa 3 .. @
Bai tap 6. Cho cosa = g Voi—5 <a< 0. Tinh cac gia tri lugng giac con lai cia goc a.

Bai tdp 7. Tinh cdc gid tri lugng gidc cta goc «, néu:

a) sina > én<oc<7t
= — V. —_ M
13 2 !

3
Q) tana:\@vén<a<7n;

1
e) sinx = Evé90° < x < 180°
3 X MO o
g)cosx:gvao <x <90
i) tanx—gvén<x<3—n
4 2

2
k) cotx:§va0<x<g

2
b) cosa:gvéO<zx<90°;
1 pY [0) [0)
d) cota = —5 va 270° < a < 360°.

f) sinx = —% va 270° < x < 360°

h) cosx = —% va 180° < x < 270°

Bai tap 8. Cac dang thitc sau c6 thé dong thoi xay ra khong?

. 1 .
a) sina = = vacosa = ——;
) 2 27

. 1 1
¢) sina = - vacota = =;

. N
j) tanx = — 2vaE<x<7'c
LT
1) cotx:—\/gva§<x<7'f
3 4
b) sinszVécosa:fg;

1
d) tana = 3 va cota = —.

3 2 3
Bai tdp 9. Cho cot15° =2+ V3. Hay tinh tan 15°, sin15°, cos 15°.
Bai tap 10. Tinh gia trj cac biéu thirc lugng gidc
, 5 cot 4t 2 si
a) tanx:_z_TmhAlzwva 2:M
5cotx —4tanx cosx — 3sinx
2 3sinx —2
b) cotx = 2. Tinh B; = 5 - vaB, = .SH;X cosx
€0s? x — sin x cos x 5sin® x + 4 cos3 x
4 T t t i
c)cosx=—-va- <x<mTinhCy = COJH—ﬁvélcz :cotx—i-ﬂ
5 2 cotx —tanx 1+ cosx
Bai tap 11. Tinh gia trj cac biéu thic lugng gidc
2 t — t
a) sinx=>-va0<x<90°.Tinh M = AT ZCOST (A N = BXCOSE s xcotx
3 cotx sin? x

. 1 . . N e e LTt
b) sinx 4 cosx = ~. Tinh sin x. cos x, tir d6 suy ra gia tri cha sinx, cosx khi - <x <7

2

2

RUT GON, CHUNG MINH

Bai tap 12. Ching minh cc dang thic lugng gidc sau:

4 4

a) sin*a —cos*a =1 —2cos?w;

Bai tap 13. Ching minh cac dang thiic sau

1

b) tana + cota = ——.
sin & cos &

i THANG LONG BINH TAN
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2 2

a) cos?x —sin®x = 1 — 2sin® x.

¢) 3—4sin®> =4cos®x —1.

e) sin*x 4+ cos* x =1 — 2sin® x - cos? x.

g) 4cos’x —3 = (1 —2sinx) - (1+ 2sinx).

Bai tap 14. Chiing minh céc dang thiic sau

1—cosx sin x
a) - = .
sin x 1+ cosx
1 1
Q) (1— >(1—|— >—|—tar12x:O.
CcoS X CcoS X
t t
e) tanx'tany: m.
cotx + coty
g) (1 —cosx)(1+cot?x) = _
14 cosx’

Bai tap 15. Rut gon cac biéu thirc sau

a) sinx + sin® x - cos® x.

2

¢) sin® x 4 sin® x - cot? x.

2cos?x —1
e)

sinx + cos x

1 —sin?x - cos? x
2

5 — COSs™ X.
COs~ X

g

Bai tap 16. Bién ddi cac biéu thic sau thanh tich

2y —1.

a) sinx - cosx 4+ cos
¢) tanx — cotx + sinx + cos x.

e) 3sinx +2cosx —3tanx — 2.

g) sin?x — 3cos? x + V6 cosx — V2sin x.

b) 2cos’x —1=1—2sin’x.

d) sinx - cotx 4 cos x - tan x = sin x + cos x.

4 4 2 2

f) cos®x —sin® x = cos” x — sin” x.

2

h) (14 cosx) - (sin® x — cos x 4 cos? x) = sin’

1 1
b =1
) 1+tanx+1+cotx

1+ sin?x

2

- =1+ 2tan’x.
1—sin“x

d)
cosx 1

f) t = .
)anx+1+sinx CcoS X

1+ cosx l—cosx_4cotx
1—cosx 14cosx  sinx

b) sin* x — cos* x 4 cos? x.

d) (1 —sin?x)-cot?x +1 — cot? x.
cos?

x — cot? x

f) >

sin? x — tan? x

(sinx + cosx)? — 1

tanx —sinx - cosx

b) 1+ sinx + cos x + tan x.
d) cosx - tan? x — (1 + cos x).
f) (3—4cos’x)—sinx-(2sinx+1).

h) cos? x + sin® x + cos x.

X.

i THANG LONG BINH TAN
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1.3  Gia tri lugng giac caa cac goc lién ket
Tén goi Nhén dang Cong thiic
sin(—a) = —sina
D g X cos(—wa) = cosw
Hai goc doi nhau xva —u fan(—a) — — tana
cot(—a) = — cotw
sin(7r — a) = sina
Hai goc bu nhau aVaTT— o cos( —a) = —cosa
tan(r —a) = — tana
cot(r —a) = — cotw
[Tt
sin (% - 04) = cosa
T cos (——oc =sina
Hai goc phu nhau xva - —ua %
2 tan (% — zx) = cotu
cot (E — a) = tana
sin(a + 71) = —sinw
. ) . cos(aw + 1) = —coswa
Hai géc hon kém nhau 7 avaw+ 7 tan(a + 71) = tana
cot(aw + 71) = cota
$> BAI TAP<S
NHAN DANG & GHI NHO CONG THUC
Bai tap 1. Dién gia tri thich hgp vao dau ba chAm
a) sin(—30°) =---; b) cos(—45°) = ---; c) tan(—60°) =---; d) cot(—45°) =---.
Bai tap 2. Dién gia tri thich hgp vao chd trong
a) sin120° =sin---; b) cos130° = —cos---; ¢) tan155° = —tan---;  d) cot35° = —cot---;

e) sin70°
Bai tap 3. Dién gia tri thich hgp vao ché trong

a) sin10° b) cos40° =sin- - -;

e) sin7° =cos---;

=sin---;

=COoS---;

Bai tap 4. Tinh cdc gid tri sau

a) sin210°.

e) sin13r.
Ne oA R < X - . . . P .. . . s 2 s 2 A o v 7T
Bai tap 5. Biéu dién cac gia tri lugng gidc sau ve gia tri lugng gidc ctia goc ¢6 56 do 0° < x < 45° hodc0 < x < —

a) sin125°;

e) sin 4—”; f) sin Sl
3

. 3571 . 207

i) tan7; j) tan

f) cos10° = —cos---;

f) cos12° =sin---;

b) cos225°.

f) cot 7—

b) cot132°;

c) tan210°.

)Cosll—n

¢) cos150°%;

g) cos

k) co

g) tan85° = —tan- - -;

c) tan15° = cot - - -;

g) tan5° = cot- - -;

?}

BIEU DIEN. TINH TOAN CO BAN

1
E ; I) cot

Bai tap 6. Dién ta gid tri lugng gidc ctia cac géc sau bang gid tri lugng gidc ctia goc x

a) sin(x —90°).

e) tan(360° — x).

b) cos(x —180°).

f) sin(450° + x).

c) sin(270° — x).

g) sin?(270° + x).

d) cos315°.

o1
h) sin 5

d) tan258°;

11
h) cos —;

h) cot175° = —cot- - -.

d) cot35° =tan---;

h) cot1®° =tan---.

4

d) sin(x +450°).

h) cos®(90° + x).

i THANG LONG BINH TAN
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Bai tap 7. Dién ta gia tri lugng gidc ctia cac goc sau bang gia tri lugng gidc cia goc x

a) cot(x — 7). b) tan(27 — x). ¢) sin(37 + x). d) cos(x — 7).
e) tan(x — 57). f) sin (5; +x>. g) cos (327-[—1—9(). h) cot (x— 3;)
. 5n . 117 . 7T 3
i) cos (x—2>. j) tan <2—|—x). k) sin <x+2>. 1) cos (x—2>.
12 1
Bai tdp 8. Chosina = — vacosa = fi. Tinh sin _br a | —cos(137T + w).
13 13 2
RUT GON, CHUNG MINH

Bai tip 9. Rut gon cdc biéu thuc sau:

a) A = cos (x — g) + sin(x — 7).

b) B=cos(§—x)+sin<g—x) —cos(g—l—x)—sin(g—i-x).

c) C=2cosx+3cos(rt —x) —sin (72” —x> + tan <327T —x>.

d) D =sin(r + x) — cos (g —x) + cot(27r — x) + tan (3271 —x>.

Bai tap 10. Rut gon va tinh gia tri cac biéu thic sau

a) A =sin32° -sin148° — sin302° - sin 122°. b) B = sin825° - cos(—15°) 4 cos 75° - sin(—555°).
) A =sin®28° 4 sin”36° + sin” 54° + cos” 152° d) B = sin® 10° + sin®20° + sin*30° + . ... + sin* 90°
e) A =cot15°-cot35° - cot55° - cot75°. f) B =tan10° - tan20°.tan30° - - - tan 80°.

g) C =tan41° - tan42° - tan43° - - - tan 49°. h) D = tan20° + tan40° + tan 60° +- . .. + tan 180°.

Ne oA < R « X - . . .. - . . . 2 - s A N A 7T v N le)
Bai tap 11. Biéu dien cac gia tri lugng giac sau qua cac gia tri lugng gidc ctia goc c6 so do tir 0 den 1 hoac tir 0
dén 45° va tinh:

21 12
a) cot135°; b) cos Tn; c) sin %; d) tan 1020°.
Bai tap 12. Chiing minh rang néu A, B, C 1a ba géc cia mot tam gidc thi
A+B
a) sin(A+2B+C) = —sinB. b) tan(A + B+ 2C) = tanC. <) sm—i—f—’—3C = cos C.

Bai tap 13. Rut gon cac biéu thirc sau:
1 1

2) tana + 1 + cotoc+1;

b) cos (g - oc) —sin(7T + a);

c) sin (a - g) + cos(—a + 67) — tan(a + 77) cot(37 — a).

Bai tap 14. Thanh OM quay nguoc chiéu kim dong ho quanh truc O ctia né trén mot
mat phang thang ding va in béng vuong géc xudéng mat dat nhu Hinh 12. Vi tri ban

dau cta thanh la OA. Héi d6 dai bong O'M’ cia OM khi thanh quay dugc 3% vong
1a bao nhiéu, biét d6 dai thanh OM 1a 15 cm? Két qua lam tron dén hang phan muoi.

MW THANG LONG BINH TAN Trang 9



KHAI PHONG NANG LUC TOAN 11

Bai tap 15. Khi xe dap di chuyén, van V ctia banh xe
quay quanh truc O theo chiéu kim dong hé véi toc do
g6c khong d6i 1a 11 rad /s (hinh bén). Ban dau van ndm &
vi tri A. Hoi sau mot phtit di chuyén, khoang céch tir van
dén mat dat 1a bao nhiéu, biét ban kinh OA = 58 cm? Gia
st d6 day cta 16p xe khong déng ké. Két qua lam tron
dén hang phan mudi.

i THANG LONG BINH TAN Trang 10
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1.4 Cac cong thiuc lugng giac

1.41 Cong thuc cong

Pinh 1y 1.3. Cho «, B la hai goc khi d6 ta co

e sin(a + B) = sina cos B + sin B cos a.
e cos(a+ B) = cosacos p — sinw sin B.
tana + tan
e tan(a = A
(a+p) 1 —tanatan

e sin(w — B) = sinw cos B — sin f cos a.
e cos(a — B) = coswcos B+ sinasin .
tana — tan p
e tan(o — p) = — .
(2= p) 1+ tanatanp

$> BAI TAP<S

BAI TAP TINH TOAN

Bai tap 1. Tinh cdc sin, cos, tan va cot cac goc lugng giac sau

a) 75°. b) 105°.
Bai tap 2. Tinh gid tri cac biéu thic sau
a) A =sin12°.cos48° + cos12°.sin48°.

¢) C =sin36°.cos6° — sin 126°. cos 84°.
Bai tap 3. Tinh gid tri cac biéu thuc sau
tan 25° 4- tan 20°

) E= T an25 . tano0°

9 G= sin 10°. cos 20° + sin 20°. cos 10°
" cos17°.cos13° — sin17°.sin 13°°

Bai tap 4. Choa —b = g Tinh gia tri cac biéu thirc

a) M = (cosa + cosb)? + (sina +sinb)>.
Bai tap 5. Tinh gid tri cac biéu thuc sau

1
a) A =cos(x—30°) viitanx = — (0 < x < 90°).

V3

¢) 135°. d) 15°.

b) B = cos38°.cos22° — sin 38°.sin 22°.

d) D = sin200°. sin 310° + cos 340°. cos 50°.

1+ tan 15°
b) F= 1—tan15°"
d) H= sin 73°.cos 3° — sin87°. cos 17

€05 132°. c0s 62° 4 cos42°. cos28°"

b) N = (cosa +sinb)? + (cosb — sina)?.

4 5

4 3
b) B:cot(x—z) vlisinx = —— (n<x<2n>.

1 1
Bai tap 6. Cho 4, b la cac géc nhon va tana = 5 tanb = 3 Tinh a + b.

o n . 4 oy s
Bai tdp 7. Cho sina = E(O <a<90°%),sinb =

3 2
Bai tap 8. Chosinag = — (E <a< 7T> ,coth = —

4 \2

(90° < b < 180°). Tinh cos(a + b), sin(a — b).

T<b< 3n).Tinh sin(a — b), tan(a + b).

2

RUT GON, CHUNG MINH BIEU THUC

Bai tap 9. Rut gon cac biéu thic sau
a) sinx.cosb5x — cos x.sin 5x.
tan3x — tanx

1+ tan3x. tanx’
Bai tap 10. Thu gon cac biéu thirc sau

a) sinx — v/3cos x.

) cos7x.cos5x — \/3sin2x + sin 7x. sin 5x.

Bai tap 11. Rut gon cac biéu thitc sau

b) sin4x.cot2x — cos4x.

tan? 2x — tan? x
d)

1 — tan?2x.tanZ x

b) asinx + bcos x (a* + b* # 0).

d) V3sin (x— g) + sin <x+ %)

i THANG LONG BINH TAN
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cos(a +Db) +sina.sinb
cos(a —b) —sina.sinb’

a)

Bai tap 12. Rut gon cac biéu thirc sau

a) sin (x—g) .Cos (g—x) + sin (g—x).cos (x—

E) cos | x +
c)
T

b) cos (x— g) .Cos (x—i— g) + cos (x—i—

2sin(a +b)
cos(a+b) 4 cos(a —b)

5)
)

—tanb.

c) cos (x—%) .cos (x—%) + cos (x—i-g) .Cos (x+g).

Bai tap 13. Ching minh cac dang thiic sau

a) sinx.sin(y — z) +siny.sin(z — x) +sinz.sin(x —y) =0

b) cosx.sin(y —z) + cosy.sin(z — x) + cosz.sin(x —y) =0

LIEN HE TRONG TAM GIAC

Bai tap 14. Chiing minh céc dang thiic sau

a) sin A = sin B.cos C 4 sin C. cos B.

. . B .
Q) smi = cos E'COSE —smz.sm?

e) tan A +tan B + tanC = tan A.tan B.tan C.

A B B C C A
—.tan — + tan —.tan — 4 tan —. tan —

g) tan 7. tan 3 2 g 2Ny

1.4.2 Cong thic goc nhan doi
Pinh ly 1.4. Cho « la goc lugng gidc, ta co

2 2

a) cos2a = cos” w — sin

b) sin2a = 2sin & cos a.

2tanw
¢) tan2ua = —
1 —tan“«

Hé qua 1.1. Céng thiic ha bic

b) cos A = sinB.sin C — cos B. cos C.

d)cosé—singcosg—i—cosgsinE
2 272 27727

f) cotA.cotB + cotB.cotC + cotC.cotA = 1.

A B C A B C
=1. h) cotz—i-cot——i—cot—:cot—.cot—.cot—.

2 2 2 2 2

a=2cos’a—1=1-2sin%a.

a) sinfa = ﬂ,
2
1 2
b) cos? o = w.
2
$> BAI TAP<
BAI TAP TINH TOAN
Bai tap 15. Tinh sin, cos, tan ctia cac goc luong gidc sau
T T
15°. 22,5°. —. —.
a) 15 b) 22,5 c) 3 d) 5
Bai tap 16. Cho sinx = 15—2 (g <x< 7'[) . Tinh cos x, sin 2x, cos 2x.
2v2

Bai tap 17.

Bai tap 18.
Bai tap 19.

Bai tap 20.

Cho cosx = 5 (n <x< 32”>.T1’nh tan x, sin 2x.

. 4 T . .
Cho sin2x = 5 (0 <x < Z).TlnhA = sinx — cos x.

Cho tanx = 2 (—7‘[ <x< —%) Tinh tan 2x, tan (Zx + %) , COS X, COS (g) .

Chotanx =2 — V3 (0 <x< ;) Tinh sin 2x, cos2x, tan 2x, roi suy ra x.

i THANG LONG BINH TAN
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RUT GON, CHUNG MINH BIEU THUC

Bai tap 21. Rut gon biéu thuc

a) (sinx + cos x)2. b) 1 — 4sin? x. cos® x.
C) sin X.cos Xx.cos 2x. d) cos*2x — sin* 2x.
Bai tap 22. Ching minh cac dang thiic sau
a) sin8x = 2sin4x. cos4x. b) cos8x = cos? 4x — sin’ 4x.
2 tan 4x cot?4x — 1
tan8x = ———. d) cot8x = ————
©) tan8x 1 — tan?4x ) cotdx 2 cot4x
1.4.3 Cong thic bién d6i tich thanh tong
Pinh ly 1.5. Cho hai goc lugng gidc «, 5 ta co
1
® coswcosp = 5 [cos (« — B) + cos (a + B)];
. . 1
* sinasinp = 2 [cos (a — B) — cos (a + B)];
1
e sinacosp = 5 [sin (& — B) + sin (a + B)].
$> BAI TAPSS
BAI TAP AP DUNG CONG THUC
Bai tap 23. Bién ddi thanh tong cac biéu thic sau
. . . . 3m T LT 77
a) sin3x - sin x. b) sin5x - cos 3x. ¢) sin 4 oS- d) sin ITRETE
Bai tap 24. Bién déi thanh tong cac biéu thirc sau
a) sin(x +y) - cos(x —y). b) sin(x + 30°) - cos(x —30°).
¢) sin3x - cos x + sin4x - cos 2x. d) sin2x - sin 6x — cos x - cos 3x.
e) 8cosx -sin2x - sin 3x. f) 4sin2x -sin5x - sin7x — sin4x.
Bai tap 25. Bién déi thanh tong cac biéu thitc sau
. 7T . 7T 1 2 . 7T X 7T
a) sin (Z + x) .sin (Z — x) — 5 cosTx. b) sin (x + g) .sin (x — g) .COS 2x.
BAI TAP TINH TOAN
. 11 7
Bai tap 26. Tinh gia tri ciia biéu thirc cos 1—; cos 1—:
. T 51 7 . 57w
Bai tap 27. Tinh wi4 tri ctia bidu thie sin 2= cos 2F va sin 2% sin 2.
ai tap inh gia tri cua biéu thic sin 5g €08 5 Vasin —o-sin
14.4 Cong thic bién d6i tong thanh tich
Pinh ly 1.6. Cho «, 8 la hai goc liiong gidc, ta co
® coswa + cosf :2cosa—;ﬁcos‘x;ﬁ; ® sinx+sinf = 25ina;5cosa;ﬁ;
® cosa —cospP = fZSinanr sina;‘B; ® sina —sinf = 2COS“;'BSinDC;'B.

$> BAI TAP<$
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KHAI PHONG NANG LUC TOAN 11

BAI TAP TINH TOAN
Bai tap 28. Thuc hién phép tinh

.. . 5w ) 77 T
a) Tinh sin T + sin 7k b) Tinh cos R + cos VR

Bai tap 29. Khong dung mdy tinh cam tay, tinh cac gia tri lugng gidc ctia cac goc:

o T 51 o

a) 105°. b) ITE ) ETR d) —555°.

Bai tap 30. Tinh cac gid tri lugng gidc cta goc 2a, biét:
, V3 41 a3
a)smtx—?va0<a<§, b)51n§—zva7'[<u¢<27r.
siga L T T x, . b 37
Bai tap 31. Tinh sin (1x + g), cos (Z — zx) biet sina = —gvar <a< -
Bai tap 32. Tinh cac gia tri lugng gidc ctia goc a, biét:
2 o . 4 7 37
a)cos2oc—gva—§<vc<0, b)51n20c——§va§<oc<?.
BAI TAP BIEN POI, CHUNG MINH

Bai tap 33. Bién déi thanh tich

a) cos3x + cosx. b) sin 3x + sin 2x. C) cos4x — cos X.

d) sin5x — sin x. e) 1+ sin2x + cos2x. f) cos3x + cosx + 2 cos2x.

g) cos x + cos2x + cos 3x. h) cos x + sin2x — cos 3x. i) sin3x — 2sin2x 4+ sin x.
Bai tap 34. Bién ddi thanh tich cac biéu thic sau

a) V3 —2cos2x. b) 1+ cosx + cos2x + cos 3x.

¢) cos10x — cos 8x — cos 6x + 1. d) cos5x + cos 7x — cos(m + 6x).

e) cos (g + Sx) + sin x — cos 3x. f) cos7x + sin3x + sin2x — cos 3x.

g) cos9x — cos7x + cos 3x — cos x. h) cos5x + 3 cos 7x + 3 cos 9x + cos 11x.

RUT GON, CHUNG MINH

Bai tap 35. Rut gon cac biéu thirc sau:

a) V2sin (oc + %) — Cos a; b) (cosa + sina)? — sin 2a.
Bai tap 36. Chiing minh cac dang thic sau

a) sin3x = 3sinx — 4sin’ x. b) cos3x = 4cos® x — 3 cos x.

¢) sinx 4 cosx = V2sin (x + %) d) cosx — sinx = V2 cos (x + %)

Bai tap 37. Chiing minh rang trong tam giac ABC, ta c6 sin A = sin B cos C + sin C cos B.

TINH TOAN UNG DUNG
Bai tap 38. Trong hinh bén, tam giac ABC vudng tai B va c6 hai canh goc vuong A
12 AB = 4, BC = 3. V& diém D nam trén tia d6i ctia tia CB thod man CAD = 30°.
Tinh tan BAD, tir 6 tinh d6 dai canh CD. 30
4
B* D
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Bai tap 39. Trong Hinh 4, pit-tong M cua dong co chuyén dong tinh tién qua lai doc theo xi-lanh lam quay truc
khuyu IA. Ban dau I, A, M thang hang. Cho a la géc quay ctia truc khuyu, O 1a vi tri ctia pit-tong khi a = g va

H 1a hinh chiéu ctia A 1én Ix. Truc khuyu A rat ngéan so v6i do dai thanh truyén AM nén c6 thé xem nhu do dai
MH khong déi va gan bang MA.

a) Biét A = 8 cm, viét cong thiic tinh toa do x); ctia diém M trén truc Ox theo a.

b) Ban dau a = 0. Sau 1 phiit chuyén dong, xp1 = —3 cm. Xéc dinh x sau 2 phiit chuyén dong. Lam tron két
qua dén hang phan mudi.

™~ .

A

I S > W \Os%

Truc khuju /4 pit-tong M S

Hinh 4
Bai tap 40. Trong Hinh 5, ba diém M, N, P nam & dau cac canh quat cta tua-bin gio. Biét cic canh quat dai 31 m,
do cao ctia diém M so véi mit dat 1a 30 m, goc gitra cac canh quat 1a 2?7[ va s6 do géc (OA,OM) la a.

a) Tinh sina va cos «.

b) Tinh sin ctia cac goc lugng gidc (OA, ON) va (OA, OP), tit d6 tinh chiéu cao ctia cac diém N va P so voi mat
dét (theo don vi mét). Lam tron két qua dén hang phan tram.
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1.5  Ham s6 lugng giac va do thi

1.5.1 Ham s6 chin, ham s6 1é
Dinh nghia 1.7. Ham s0 y = f(x) vdi tip xdc dinh 9

e f(x) duogc goi la ham sé chdn néu véi moi x € P tacé —x € P va f(—x) = f(x).

o y = f(x) duoc goi la ham s6 16 néu véimoi x € P tacé —x € Pva f(—x) = —f(x).
Pinh 1y 1.7. Haimséy = f(x) néu

e f(x) ham s6 chin thi d6 thi nhan truc tung lam truc doi ximg.

o f(x) ham s6 1é thi do thi nhan goc toa d lam tam ddi ximg.

1.5.2 Ham s6 tuan hoan
Dinh nghia 1.8. Ham so y = f(x) vdi tip xdc dinh 9
o f(x) duoc goi la ham sé tudn hoan néu ton tai mot so T khic O sao cho véi moi x € P tacé x+T € 2 va
fx+T) = f(x).
* SO T duong nhd nhat thod man cdc diéu kién trén (néu cd) dugc goi la chu ki ctia ham 6 tudn hoan y = f(x).

Dinh 1y 1.8. Do thi cila ham s6 tuan hoan chu ky T duoc lip lai trén tirng doan gid tri ctia x c6 Ao dai T.

1.53 Hamso6 y = sinx

e D06 thi ham s6 y = sin x ¢6 dang nhu hinh

Tap xdc dinh la 7 = R.
e Tapgiatri T = [—1;1].

Ham s6 y = f(x) = sin x 1a ham s6 1é nén d6 thi nhan goc toa d6 O lam tdm ddi xing.

* Ham s6 y = sin x tudn hoan véi chu ki Ty = 277, nghia la sin (x + k277) = sinx véi k € Z.

e Ham s6 y = sinx dong bién trén méi khoang (—% + k27'(;§ + k27‘[) va nghich bién trén méi khoang
37

(: +k2m; % +k27t> véik € Z.

1.54 Hamsbéy = cosx

e Db thi ham s6 y = cos x

e Tap xac dinh ¥ = R.
e TapgiatriT = [-1;1].
* Ham s6 y = cos x 1a ham s6 ch&n nén d6 thi nhan truc tung Oy lam truc déi xding.

e Ham sb y = cos x tuan hoan véi chu ki Ty = 277, nghia la cos(x + k271) = cos x véi k € Z.
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e Hams6y = cos x dong bién trén méi khoang (—7 + k271; k277) va nghich bién trén mébi khoang (k27t; 7 + k271)
voik € Z.

1.5.5 Hamso6 y = tanx

e Do thi ham s6 y = tan x

y = tan

[
N
N

e Tap xdcdinh 7 = R\ {g Tk ke z},nghia lax # §+kn k € Z).

e TapgiatriT = R.

e Ham sb y = tan x 1a ham s6 1& nén d6 thi cua ham s6 déi xing qua gboc toa do O.
e Ham s6 y = tan x tuan hoan véi chu ki Ty = 7.

¢ Ham s6 y = tan x dong bién trén moi khodng (—g + k7t; g + kn) keZ.

1.5.6 Hamsby = cotx

e Do thi ham s6 y = cot x

Y
y = cotx
O
271 3n\ - T T T 3m X
T2 2 2 2

e Tap xdcdinh 2 = R\ {kmt,k € Z},nghiala x # ki, k € Z.

e Tapgidtri T = R.

e Ham s6 y = cot x 1a ham s6 1& nén d6 thi ctia ham sb déi xing qua gbc toa do O.
* Ham s6 y = cot x tuan hoan véi chu ki Ty = 7.

* Ham sb y = cot x nghich bién trén cac khoang (k7t; 7w + k7t) , k € Z.

$> BAI TAP<S

TAP XAC DINH CUA HAM SO

Bai tdp 1. Tim tap xac dinh ctia cac ham s6 sau

1 . o . s
a)y:smm, b) y = cosVx—1, c) y =cos|x—1], d)y—sm(x 3),
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. _ s L (3x+1 L
e) y = sin3x, f) y = cos (3x~|—§), g) y = sin (le), h) y = sin V/3x,
)y = sinx ) = Cos x K) 1y — x?+1 ) y— sinx
VYT ey L Y= Xsinx’ Y= cos(x—n)

Bai tdp 2. Tim tap xac dinh ctia cac ham s6 sau

tan 2x v1—sinx

= = = d =
a) y = tan2x, b) y = cot3x, Q) y T o2 <’ )y T tanx’
T tanx — cosx cos 2x
e) y—cot(x+§), f) y = tanx + cot2x, g) V= —any h)y—m—!—tanx.
N 1 N T B 1 Vx
i) Y= osx’ j) y—tan(x+z), k)y_z_sinzx' D Y= Snmx
TINH CHAN LE CUA HAM SO. HAM SO TUAN HOAN
Bai tap 3. Xét tinh chén, 1é cic ham sb sau
a)y:xz; b)y:x3+x—l; C)]/=X4—x2+3} d)y:ﬁ
Bai tap 4. Xét tinh chan 1é ctia cdc ham sb sau
a) y=f(x) =2cos3x —1, b) y = f(x) = x° +sinx,
c) y = xsinx, d) y = f(x) = 3cosx +sin’x,
e) y=f(x) =cos(x+1)+cos(x—1). f) y = f(x) = sinxcos® x + tan x,

Bai tap 5. Xét tinh chan, 1é ctia cac ham s6 lugng gidc y = cosx, y = tan x.
Bai tap 6. Cac ham sb dudi day c6 la ham s6 chan hay ham s6 1é khong?

a) y:5sin2x+1; b) y = cosx + sinx; ¢) y = tan2x.

Bai tap 7. Cho ham s6 f(x) xac dinh trén R va la ham sb 1é. Xac dinh tinh chén 1é cdia ham sb g(x) biét g(x) =
o, S
cotx—1  cotx+1
Bai tap 8. Ching minh y = sinx, y = cosx, y = tanx va y = cot x la cac ham s6 tuan hoan va cho biét chu ki ctia

né?

— cos 3x.

TIM MIN, MAX CUA HAM SO

Luuy1.3. Trén Rtacé —1 < sinx,cosx < 1.

Bai tdp 9. Tim mieén gia tri cia cdc ham so0 sau

a) y = sin2x, b) y=1—cosx, c) y =2cos3x, d) y =2sinx —1,
e) y=2+3sinx, f) y=+v1—cos4x, g) y =sinx + cos x, h) y =3 —2cos? x.
Bai tap 10. Tim gia tri lon nhat va gia tri nho nhét ctia cac ham s6 sau
a) y=3+sinx, b) y=1-2sinx, c) y=3cosx—2,
. U .
d) y =3 —2|sin4x|, e) y=3cos (2x+g)—2, f) y = V2 (sinx + cos x).
Bai tap 11. Tim gia tri lon nhat va gia tri nho nhét ctia cac ham s6 sau
a)y:coszx+25inx+2, b)y:cos2x+sinx+1, c) y=3cosx+4sinx+5,
2
d) y = 3sin? x — sin2x — cos? x, e) y =2cos (sinx 4 cosx) — 2, f) y= +cosx

~ sinx+cosx —2
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RUT GON, CHUNG MINH

Bai tap 12. Chiing minh rang cac ham sb sau déu c6 tinh chat f(x + k) = f(x) véik € Z

a) y = cos2x, b) y = tanx, Q) y= cos? x, d) y =sin2x — 2tan x.
Bai tap 13. Chiing minh cac ham sb sau tuan hoan véi chu ky 1a 7:
a) y =sin2x, b) y = cotx, C) y = cos2x, d) y = sin2x + 3 cos 2x.

UNG DUNG THUC TE

Bai tap 14. Nhiét do ngoai troi T (tinh bang °C) vao thoi diém t gid trong mot ngay & mot thanh phd duge tinh

5 2 2 3 2 2 Py A ~ A A <A N A A 2
bdi cong thic T = 20 + 4 sin (17;1‘ — :) . Dé bao quan cac tdic pham nghé thuat, hé thong diéu hoa nhiét d6 cta
mdt bao tang sé dugc tu dong bat khi nhiét do ngoai troi tir 22°C trd 1én. Dya vao do thi ciia ham sé sin, hay xac
dinh khoang thoi gian t trong ngay (0 < t < 24) hé thdng diéu hoa dugc bat.

(Theo https:/ /www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/0168192385900139)

Ne oA N A . 2 N A . s . s .z . 2 ~ . ]-
Bai tap 15. Duya vao do thi ctia ham s6 y = sin x, xac dinh cac gia tri x € [—77; 77] thod man sinx = 5

Bai tap 16. Khi du quay hoat dong, van téc theo phuong ngang ctia mét cabin
M phu thudc vao goc lugng gidc a = (Ox, OM) theo ham s6 vy = 0,3sina (m/s)
(Hinh vé bén).
a) Tim gia tri 16n nhét va gia tri nho nhét cta vy.
b) Dya vao dd thi cia ham sé sin, hay cho biét trong vong quay dau tién
(0 < a <2m), goc a § trong cac khoang nao thi vy tang?

Bai tap 17. Khoang cach tit tdim mot guong nudc dén mat nudc va ban kinh cta
gudng déu bang 3 m. Xét gau G cta guong. Ban dau gau G nam & vi tri A (Hinh vé
bén).
a) Viét ham s6 h biéu dién chiéu cao (tinh bang mét) ctia gau G so vdi mit nude
theo goc a = (OA,OG).
b) Guong nudc quay hét méi vong trong 30 gidy. Dua vao do thi ctia ham s6 sin,
hay cho biét & cac thoi diém ¢ nao trong 1 phut dau, khoang cach ctia gau dén
mat nudc bang 1,5 mét?

Bai tap 18. Trong hinh vé bén dudi, mét chiéc may bay A bay & d6 cao 500 m theo mot duong thang di ngang qua
phia trén tram quan sat T & mat dat. Hinh chiéu vudng goc cta A 1én mat dat 1a H, a 1a goc lugng giac (Tx, TA)
(0<a<m).

A (may bay)

500m

T (tram quan sat) H x (m)

a) Biéu dién toa do xy ctia diém H trén truc Tx theo a.

2

3 thi xy nam trong khodng nao? Lam tron két

N X . N A N ~ < A 2,0 T
b) Dua vao do thi ham so cotang, hay cho biet voi 3 <a<

qua dén hang phan mudi.
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Bai tap 19. Trong Dia li, phép chiéu hinh tru dugc st dung dé vé mot ban do phang
nhu trong hinh bén. Trén ban d6 phang 1y dudng xich dao lam truc hoanh va kinh
tuyén 0° lam tryc tung. Khi d6 tung do ctia mot diém c6 vi do ¢°(—90 < ¢ < 90)

dugc cho bdi ham s6 y = 20tan (%tp) (cm). St dung d6 thi ham sb tang, hay cho

biét nhitng diém & vi d6 nao nam céch xich dao khong qud 20 (cm) trén ban dd. (Theo
https:/ / geologyscience.com/geology/types-of-maps/)

Nguon

sang

140° 120° 100° 80° 60° 40
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1.6  Phuong trinh lugng giac co ban

1.6.1 Phuong trinh sinx = m

* Diéu kién dé phuong trinh c6 nghiém —1 < m < 1.

< . . u=v+k2m
e Neusinu = sinv & ke Z.
u=m—v+k2r
.. . x = a® + k360°
* Néeusinx = sina® < o o o/ keZ.
x = 180° — a° + k360

1.6.2 Phuong trinh cosx = m

* Diéu kién c6 nghiém —1 < m < 1.

B u=v+k2m
e Néu cosu = cosv < keZ
u=—-v+k2m
. R x = a° + k360°
* Neucosx =cosa” & o . keZ.
x = —a° 4+ k360

1.6.3 Phuong trinh tanx = m

e V6i moi s6 thure m, phuong trinh tan x = m ¢6 nghiém.

e Néutanx = tana® < x = a° +k180°,k € Z.

e Néutanu =tanv < u =v+km,k € Z.

1.6.4 Phuong trinh cotx = m

e V6i moi s6 thue m, phuong trinh cot x = m c6 nghiém.

e Néu cotx = cota® < x = a° +k180°,k € Z.

e Néucotu =cotv < u=v+km,keZ.

$> BAI TAPSS

Luu y 1.4. Mot s truong hop dic bigt
. T
sinx=1&x = §+k2n'k€Z;

sinx = -1 x = —§+k27r,k€Z;

sinx =0< x =k, ke Z.

Luu y 1.5. Mot s6 truong hop dic biét

cosx=1<x=kRm,keZ
cosx=—-1<x=n+k2n,keZ

cosx:0©x2g+kn,kez.

GIAI PHUONG TRINH CO BAN

Bai tap 1. Giai cac phuong trinh sau

a) sin2x = sin 3x. b) sinx = sin g ¢) sinx = 0.
. . . 1
d) sinx = 1. e) sinx = —1. f) sin2x = 5
2
g) sin(3x +2) = *g' h) sin(4x —1) = % i) sin5x = ?
1
) sin(6v+3) = —3 K) sin(7x — v2) = 1) sin8x = —?.
Bai tap 2. Giai cac phuong trinh
1
a) cos2x = cos (x +607), b) cos3x = sinx, C) cosx = Y
1
d) cos3x = 5 e) cos(x+10°) = — f) cos2x = ?,
1
g) cos(5x —1) =0, h) cos(2x +15°) =1, i) cos(x—2) = 5
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j) 2cos2x — \/520,

. T
m)cos x = sin (Zx + Z>'
Bai tdp 3. Giai cac phuong trinh

T
tan2x = tan —
a) tan2x an11

d) tanx = \f3,

g) tan(4x +5°) = —V/3,

Bai tap 4. Giai cac phuong trinh

7T
a) cot3x = cot o

d) cot3x =1,
g) cot(2x +10°) = —1,

j) cotx = tan2x,

Bai tap 5. Giai cac phuong trinh

a) tan2x = tan (x + g)
d) sin (2x+ g) +sinx = 0.

g) cos (x+ %) = ?

i) 251n(x+ >+\f 0.
Bai tdp 6. Giai cac phuong trinh

. 3
a) sinx = 5 XE [—7, 7|

Bai tap 7. Giai cac phuong trinh
a) sin2xcos2x = 0.
e) 3v/3tan®2x = 1.
Bai tap 8. Giai cac phuong trinh

a) 4sinxcosxcos2x =0

¢) (sinx+cosx)>—1=0

e) (cosx+2) (Zcos2 X —Ccosx — 1)
Bai tdp 9. Giai cac phuong trinh

a) sin2xcosx = cosx — cos 2x sin x.

¢) cos3x + cos7x = sin3x — sin 7x.

e) 4+/3'sin x cos x cos 2x = sin 8x.

f) 3cosx =1+ 4cos° x.

k) 3cos3x—1=0,

n) cos3x = sin <2x + 3:)

b) tanx =0,
e) tan3x = =
\/g/

h) tan(6x +10°) = —

Sl=
@

b) cotx = —é,
3

e) cotdx = \@,

h) cotx = —\/5,

k) cotx — tan (Zx — %) =0,

b) cot (x — %) = cot 3x.
e) sin3x = sin (900 — x).
h) cos®x = 1.

1) 2cos(2x+ )+\f_o

b) sin (2x+ g) = Cos (x —

PHUONG TRINH TICH

b) cos? x = sin’ x. c) 2cos?2x =1.

g) 4sin®x —1=0.

1) 5cos (2x—§) ~10=0

0) cos(x — ) = sin (2x - %)

¢) tanx =1,
f) tan5x = —1,

i) tanx = tan55°.

c) cotx =0,

f) cotbx =

1
\/g/

i) cot(3x—1)=— 1

%/
1) cot <x — g) = tan (Zx— %)

sin (x — ;) = sin 277.[

@)
~

f) cos (3x + 450) = —CosX.

i cot( ):

) 2cos( )

g) ,x € [0; 7]

*M:l

0\\21

d) 8sin>x —1=0.

h) 3 —4cos’>x = 0.

b) sinx 4 cosx = /2

d) sin2x = (cos x — sin x)*

=0 f) sin2x + /3 —

2cosx —V3sinx =0

b) sin4x cos3x = sin x cos 6x.

d) sin3x — 4sinx cos2x = 0.

f) sin(x—i—%)—i—sin(z—x) =0.

4
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Bai tap 10. Giai cac phuong trinh
Ccos 2x Cos 2x cos 3x sin x

=0. =1. =1. ——— =0.
3) sin x 0 b) sin x <) cos x d) 1+ cosx 0

PHUONG TRINH CO THAM SO

Bai tap 11. Tim m dé phuong trinh sau c6 nghiém

a) cos (2x—550) =2m? +m, b) mcosx+1 =3cosx —2m,
2m —3 . m+1
C) cosx = g d) sm2x—1—7.

Bai tap 12. Tai cac gia tri nao ctia x thi d6 thi ham s6 y = cos x va y = sin x giao nhau?

TOAN UNG DUNG

Bai tap 13. Trong hinh dudi, khi dugc kéo ra khéi vi tri can bang & diém O va buong tay, luc dan hdi ctia 16 xo
khién vat A gan & dau cta 10 xo dao dong quanh O. Toa d6 s (cm) ctia A trén truc Ox vao thoi diém t (gidy) sau
khi budng tay dugc xac dinh bdi cong thirc s = 10sin <10t + g) Vao céc thoi diém nao this = —5v/3 cm ?

j

Bai tap 14. Trong hinh du6i, ngon deén trén hai dang H cach bo bién yy’ mot khoang HO = 1 km. Dén xoay ngugc

(Theo https://www.britannica.com/science/simple-harmonic-motion)

s o) x

chiéu kim déng ho véi toc do % rad/s va chiéu hai luong dnh sang vé hai phia d6i dién nhau. Khi dén xoay, diém
M ma ludng anh sang ctia hai dang roi vao bd bién chuyén dong doc theo by.

(Theo https:/fwww:mnhs.org/splitrock/learn/technology)
y

M

1 km

0 N
v ' bobién

a) Ban dau ludng séng tring v6i duong thang HO. Viét ham s6 biéu thi toa d6 yy ctia diém M trén truc Oy
theo thai gian ¢.

b) Ngoinha N nam trén bd bién véi toa do yy = —1 (km). Xac dinh cac thdi diém t ma dén hai dang chiéu vao
ngdi nha.
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1.7 Bai tap cudbi chuong

Bai tap 1. Mot chiéc quat tran ndm canh quay véi toc do 45 vong trong mot phit. Chon chiéu quay cta quat 1a
chiéu thuan. Sau 3 gidy, quat quay duge mot goc c6 sb do bao nhiéu radian?

1
Bai tap 2. Chocosa = 3 va —g < & < 0. Tinh:

. . T
a) sing; b) sin2«; c) cos (zx + 5).
Bai tap 3. Chung minh dang thic lugng giac:
. . .2 .2 4 4 7T
a) sin(a + B) sin(a — B) = sin” a — sin” f; b) cos™ a — cos (zx - E) = cos 2a.

Bai tap 4. Nghiém duong nhd nhat cia phuong trinh sin (x + %) —sin2x = 0la bao nhiéu?
Bai tdp 5. Giai cac phuong trinh sau:

a) sin2x +cos3x =0 b) sinxcosx = ¢) sinx +sin2x = 0.

V2
4/

. T\ \@ 3 Ty 1 . o
d) sin (Zx—g) — e) cos (2+4> =5 f) sin3x — cosb5x = 0;
2 1 . o
g) cos”x = v h) sinx — V3 cosx = 0; i) sinx 4+ cosx = 0.

Bai tap 6. DO sau i( m) ctia muc nudc & mot cang bién vao thoi diém t (gid) sau khi thuy triéu 1én lan dau tién
trong ngay dugc tinh xap xi bdi cong thuc h(t) = 0,8 cos 0,5t + 4.
(Theo https://moc.ac.uk/files/documents/ business/an-introduction-to-tidalmodelling.pdf)

a) Do sau ctia nudc vao thoi diém t = 2 1a bao nhiéu mét?
b) Mot con tau can muc nudc sau toi thidu 3,6 m dé c6 thé di chuyén ra vao cang an toan. Dya vao do6 thi cua

ham sb cosin, hdy cho biét trong vong 12 tiéng sau khi thuy triéu 1én 1an dau tién, & nhiing thoi diém ¢ nao
tau c6 thé ha thuy. Lam tron két qua dén hang phan tram.

Bai tap 7. Cho van toc v (cm/s) ctia mot con lac don theo thoi gian f (gidy) duogc cho bdi cong thitcv = —3sin (1,51L + s

(Theo https://www.britannica.com/science/ simple-harmonic-motion)
Xac dinh céc thoi diém ¢ ma tai d6:

a) Van toc con lac dat gia tri 1én nhat;

b) Van tdc con lac bang 1,5 cm/s.
Bai tap 8. Hang ngay, muc nudc ctia mot con kénh 1én xudng theo thuy triéu. Do sdu h (m) ctia myc nude trong

kénh tinh theo thoi gian f (gi0) trong mot ngay (0 < t < 24) cho bdi cong thic h = 3 cos (7: + 1) + 12 (Nguon:

Dai s6 va Gidi tich 11 Nang cao, NXBGD Vigt Nam, 2021). Tim t dé do sau ctia murc nudc la:

a) 15 m; b) 9m; ¢) 10,5 m.
Bai tap 9. Trong hinh vé, cdy xanh AB nam trén dudng xich dao dugc trong vuéng géc véi mat dat va cé chiéu
cao 5 m. Béng ctia cay la BE. Vao ngay xuan phan va ha phan, diém E di chuyén trén duong thang Bx. Géc thién
dinh 6; = (AB, AE) phu thudc vao vi tri ctia Mat Trdi va thay d6i theo thoi gian trong ngay theo cong thirc

7T

0x(t) = 75

(t—12)rad

v6i t la thoi gian trong ngay (theo don vi gio, 6 < t < 18).
(Theo https://www.sciencedirect.com/ topics/engineering/solar-hour-angle)
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N 4m B E  x(m)

a) Viét ham s6 biéu dién toa do ctia diém E trén truc Bx theo t.

b) Dua vao do thi ham s6 tang, hay xac dinh cac thoi diém ma tai d6 béng cay pht qua vi tri tudong rao N biét
N nam trén truc Bx véi toa do 1a xy = —4 (m). Lam tron két qua dén hang phén muoi.

Bai tap 10. Mot cay cau c6 dang cung OA cda

A N A X A 42 Y
do6 thi ham s6 y = 4,8 - sin - va dugc mo6 ta
trong hé truc toa do véi don vi truc la mét nhu
& hinh bén.

lo A X

a) Gid st chiéu rong ctia con song la d6 dai doan thang OA. Tim chiéu rong d6 (lam tron két qua dén hang
phan mudi).

b) Mot sa lan ché khdi hang hoa dugc xép thanh hinh hop chit nhat v6i dé cao 3,6 m so v4i muc nude sdong sao
cho sa lan ¢6 thé di qua dugc gam cau. Chitng minh rang chiéu rong ctia khéi hang hoa dé phai nhé hon
13,1 m.

c) Mot sa lan khdc cting chd khéi hang hoa dugc xép thanh hinh hop chit nhat véi chiéu rong ctia khoi hang
hoa d6 1a 9 m sao cho sa lan ¢6 thé di qua dugc gam cau. Chiing minh rang chiéu cao ctia khéi hang hoa do
phai nhé hon 4,3 m.
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Chuong 2
Day s6. Cap s6 cong. Cap s6 nhan

21  DaySo

2.1.1 Daysé la gi?
Pinh nghia 2.1. Ham s6 u xdc dinh trén tdp hop cdc s6 nguyén duong IN* duoc goi la mot day sé v6 han (hay goi tit 1
day s6), nghia la
u:IN* - R
ni— uy = u(n).

Day s6 trén duoc ki hiéu la (uy,). Dang khai trién ciia ddy s6 (un) 1a: uy;uz; ... y; . ..
Luu y 2.1. Cho diy s0 (uy),

o uy = u(1) goi la s6 hang dau, u, = u(n) goi la s6 hang thit n (hay s6 hang tong qudt) ciia day so.

o Néu u, = C vdi moi n, ta néi (uy) la diy so khong doi.

Dinh nghia 2.2. Ham s6 u xdc dinh trén tgp hop M = {1;2;3;...;m} thi dugc goi la mot diy s6 hitu han. Dang khai trién
cia day s6 nay 1o uy, uy, . .., Uy, trong do uq 1a s6 hang dau va wy, 1a s6 hang cudi.

2.1.2 Cach xac dinh day s6
Thong thudng mot day sé c6 thé duge cho bang cac cach sau:
a) Céch 1: Liét ké cac s6 hang (v6i cac day so hitu han).
b) Céch 2: Cho cong thitc ctia s6 hang tong quat uy,.
c) Céach 3: Cho hé thic truy hoi, nghia la
e Cho sb hang tht nhat 1 (hodc mot vai sd hang dau tién);
e Cho mdt cong thirc tinh uy, theo u,,_1 (hodc theo vai s6 hang ding ngay trudc no).

d) Céch 4: Cho bang cach mo ta.

2.1.3 Day s6 tang. Day s6 giam. Day s6 bi chan
Pinh nghia 2.3. Cho diy s6 (uy),
 Day s6 (u,) dugc goi la day so ting néu u, 1 > u,,Vn € N*,
e Day s6 (uy) duoc goi la day so gidm néu u, 1 < u,,Vn € N*.
Dinh nghia 2.4. Cho day s6 (uy),
a) Day s6 (uy) dugc goi la day s6 bi chin trén néu ton tai mot s6 M sao cho u, < M,Vn € N*.
b) Diy s6 (uy) duoc goi la diy so bi chdn dudi néu ton tai mt s6 m sao cho u, > m,Vn € N*.

¢) Day s6 (uy) duoc goi la day so bi chdn néu né vira bi chdn trén vira b chdn dudi, nghia la ton tai cic s6 M va m sao
chom < u, < M,Vn € N*.

$> BAI TAP<
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NHAN DANG DAY SO
Bai tap 1. Cho ham s6:

v:{1;2;3;4,5} - R
n— o(n) =2n.

Tinh v(1), v(2), v(3), v(4), v(5).
Bai tap 2. Day gom 10 s6 tu nhién 1¢ dau tién 1;3;5; . . .; 19 c6 phai 1a day s6 hiru han khong? Néu c6, tim sb hang
dau va s6 hang cudi cta day sb.
Bai tap 3. Cho day sb:
u:IN* - R
n— Uy = 1’[3.
a) Hay cho biét day s6 trén 1a hitu han hay vo6 han.

b) Viét ndm s6 hang dau tién ctia day s6 da cho.
Bai tap 4. Cho 5 hinh tron theo thu tu c6 ban kinh 1;2; 3; 4; 5.

a) Viét day s6 biéu dién dién tich ctia 5 hinh tron nay.

b) Tim s6 hang dau va sb hang cubi ctia day sb trén.
Bai tap 5. Cho cac day s6 (a,), (by), (), (dy) dugc xac dinh nhu sau:

a) apy =0;ay =183 =2;a4 =3;a5 =4.

1 = 1
b)
ch=Ccp1+1 (n2>2).
C) bl’l =2n.
d) dy la chu vi cia duong tron cé ban kinh #.
Tim b6n s6 hang dau tién ctia cac day s trén.

NP ~ % L. n—1
Bai tap 6. Cho day so (uy,) véiu, = TR

a) Tim ba s6 hang dau tién.

b) Tinh usy va ugg.

. ur=1Lu, =1
Bai tap 7. Cho day sb (1) xac dinh béi: { 2 Tinh us.
Uy = Uy 1+ Uuy_p (n>3).
Bai tap 8. Hay viét 3 s6 hang dau ctia day sb (uy) cho bdi:
_on+(-1)" B 1\"
a)un—W. b)un— 1+E .
U1 = 0 l/ll == 1
c) (un): { ! ,n € IN*. d) (un): ,n € IN".
Upt1 = 2up +1 Upy1 = \Juz +1

M1:3

Bai tap 9. Cho ddy s6 (uy) xdc dinh boi: {unﬂ = 2uy (n > 1).

a) Chiung minh uy =2-3; u3 =22.3;u, =2%-3.

b) Du doan cong thic s6 hang tong quat cta day sb (uy,).
Bai tap 10. Mot chong cot gb dugc xép thanh céc 16p, hai 16p lién tiép hon kém nhau 1 cot g6 (Hinh vé). Goi u, 1a
6 cot g6 ndm & 16p thit 1 tinh tir trén xubng va cho biét 16p trén cuing c6 14 cot gb. Hay xac dinh day s6 (u,) bang
hai cach:

a) Viét cong thic s6 hang tong quat uy,. b) Viét hé thuc truy hoi.
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DAY SO TANG, DAY SO GIAM

Bai tap 11. Cho hai day s6 (a,,) va (b,) dugc xac dinh nhu sau: a, = 3n +1; b, = —5n.

a) Sosanh a, vaa,,q,Vn € IN*. b) So sanh b, va b, 1,Vn € N*.
Bai tap 12. Xét tinh ting, gidm ctia cac day s6 sau
1
a) (an) v6ian = ; b) (by) v6i b, = n%; ) (cn) voicy, = (—2)".
. n s
d) (a,) véia, = Y e) (b,) v6ib, =n—n>.
Bai tap 13. Xét tinh ting, gidm ctia cac day s6 sau
2n—1 2
a) (uy) véiu, = nn——l—l; b) (x,) véix, = %; Q) (ty) voit, = (—1)" 2.

Bai tap 14. Xét tinh ting gidm ctia day s6 (u,) c6 sb hang tong quat:

a) Uy = n>+ 3n. b) Uy =2n% —5n+1. Q) Uy = n — 4n’.
2
= = = 3n? _ il
d)un—n2+2. e) uy,=n"—-3n"-7. f) u, = 1
Bai tap 15. Xét tinh ting gidm ctia day sb (u,) c6 sb hang tong quat:
_n+1 (=1 _5n—1
a) Uy = o b)un—n+2. ) un—2n+3.
n?+1 n?+n+1 —n®+45n+2
d) u, = . =— f = —
)= ©) = ) tn 3n+1
Bai tap 16. Xét tinh ting gidm ctia day s6 (u,) c6 s6 hang téng quat
1\" 3"
a) un:(§>. b)un:W. Q) u, =3"—n.
2\" n 3"
d) u, = <§> - . e) u, = 3\/—; f) u, = ol
n+1 n? , 2" —1
g) uy = TR h)un:4—n. i) un:2n+1.
Bai tap 17. Xét tinh ting gidm ctia day s6 (u,) sau
vV 1-1
a) uy = Vn+1—+/n. b) up =n—+n2—1. 0) un:%.
Ne oA . .z . N 2 ~ ~ A na+2 N ~ A v ~ A .2
Bai tap 18. Voi gia tri nao cta a thi day so u, = 1 la day so tang ? day so giam ?

Bai tap 19. Mot chong cot gb dugc xép thanh cac 16p, hai 16p lién tiép hon kém nhau 1 cot gé.

a) Goi uy = 25 1a 50 cot gb ¢6 & hang dudi cung cta chong cot g6, uy, 1a s6 cdt gb c¢6 & hang thu n tinh tir dudi
lén trén. Xét tinh tang, gidm ctia day s6 nay.
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b) Goiv; = 14 1a s6 cOt gb c6 & hang trén cting cta chong cot go, v, 1a s6 cot gb c6 & hang thu n tinh tur trén
xuong dudi. Xét tinh tang, giam cta day so nay.

DAY SO BI CHAN

i opa < % . 1 . P s qx A s
Bai tap 20. Cho day so (u,) voi un:E.So sanh cac so hang cua day so véi 0 va 1.

Bai tap 21. Xét tinh bi chan ctia cc day sb sau

1 1\" 1
a) Un = o b) u”_<_1) . ) un_—n(n—i-l)'
2n+1 . n n+4
= ) 5i by, = . f =—.
d) n+3 €) (bu) v by n+1 ) n 2n+1
g) (an) voia, = cos%. h) u, = sinn + cosn. i) uy,=(-1)"+cosn.
uy = 1
Bai tap 22. Tim uj, u3 va du doan cong thiic s6 hang téng quat u, cta day sb: Up
+ uy
Ssaa < & o 1 1 R A L&
Bai tap 23. Cho day so (u,) véiu, = 13 + 7.3 4+ 4 m Tim uq, up, u3 va du doan céng thirc so hang

tong quat u,.
Bai tap 24. Xét tinh ting, gidm ctia day s6 (y,) voiy, = Vn+1—/n.

5 NTT nri
— 4+ cos —

Bai tap 25. Xét tinh bi chan ctia cac day s6 (a,) v6i a, = sin 3 1
S ea < 4 i 2n—1 . . S qA A s o
Bai tap 26. Cho day so (uy) véiu, = :——1-1 Chung minh (u,) 1a day so tang va bi chan.
A < A L na+2 cf o <
Bai tap 27. Cho day so (u,) véiu, = P Tim gia tri cta a dé
a) (un) la day sb tang; b) (uy,)1a day sb gidm.
Bai tap 28. Trén ludi 6 vudng, mdi 6 canh 1 don vi, nguoi ta vé 8 hinh vuéng va t6 mau khac nhau nhu Hinh vé .
Tim day s biéu dién do dai canh cta 8 hinh vudng d6 tir nhé dén 16n. C6 nhan xét gi vé day so trén?

N,
N
et
\P~)

;
AN

™.
[\
J—
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2.2 Cap sb cong

2.2.1 Khai niém
Pinh nghia 2.5. Cip s6 cong la mot day s (v han hodc hitu han) ma trong d6, ké tir s6 hang thit hai, mdi s6 hang déu bing
tong ciia s6 hang diing ngay trudc né vdi mot sé d khong déi, nghia la:

Upy1 = Up +d viin € N*.

S6 d dugc goi la cong sai ciia cip so cong.

Dinh 1y 2.1. Néu (uy) la cdp s6 cong thi ké tir s0 hang thit hai, méi s6 hang (trir s6 hang cudi dbi véi cdp sé cong hitu han)
déu 1a trung binh cong ciia hai s6 hang diing ké nd trong day, tic la

_ Mg—1 Uk

Up 5

(k>2).
222 S6 hang tf;ng quat cua cép 50 cong

Dinh 1y 2.2. Néu mgt cip sé cong (uy) cd s6 hang dau uy va cong sai d thi so hang tong qudt u, ciia ndé dugc xdc dinh bdi
cong thitc

Uy =u1+ (n—1)d, n > 2.

2.2.3 Tong cta n s6 hang dau tién caa cip s6 cong
Dinh 1y 2.3. Gid sir (uy,) la mot cap so cong cd cong sai d. Ddt Sy = uy + up + « - - + uy, khi do

n (ug + up)

~ n[2ug + (n—1)d]
5 .

Si’l - ha]/ Sn - 2

$> BAI TAP<S

NHAN DANG CAP SO CONG

Bai tap 1. Tim cp s6 cong trong mdi day sb sau

a) 5; 10; 15; 20; 25; 30. b) 1; 2; 4; 8. Q) 7,77, 7, 7.
Bai tap 2. Trong cac day s6 sau day, da s6 nao 1a cip sb cong? Tim sb hang dau va cong sai ctia no.
9-5
a) ity = 3 — 4n; b) un:g—él; Q) up = 5" d) u, = 3”.

Bai tap 3. Cho cap s6 cong 3; 6;9; 12; .. .. Tim s6 hang dau, cong sai va us.

Bai tap 4. Cho 4, b, ¢ 1a ba s6 hang lién tiép ctia cap sb cong. Tinh b theo a va c.

Bai tap 5. S6 do ba goc cia mot tam gidc vudng lap thanh cap sb cong. Tim sb do ba géc do.

Bai tap 6. Chiing minh day s6 htru han sau 1a cip s6 cong: 1; —3; —7; —11; —15.

Bai tap 7. Ching minh méi day s6 sau la cAp s6 cong. Xac dinh s6 hang dau va cong sai ctia méi cap s6 cong do.
a) Day sb (u) v&iu, = 2n+ 1. b) Day s6 (vy) v6iv, = —3n +5.

Bai tap 8. Chitng minh méi day s6 sau la cip s6 cong. Xac dinh cong sai ctia méi cap s6 cong do.
a) 3; 7, 11; 15; 19; 23.
b) Day s6 (uy) v&i uy =91 —9.

c) Day s6 (vy) v6i v, = an + b, trong d6 a va b 1a cac hang sb.

SO HANG TONG QUAT

Bai tap 9. Tim s6 hang tdng quat u, ctia cap sb cong c6 s6 hang dau u; = 3 va cong said = 9.
Bai tap 10. Tim s hang tong quat ctia cac cAp s6 cong sau
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a) Cap sb cong (a,) c6ay =5vad = —5;
b) Cép sb cong (by) c6 by = 2 va byg = 20.
Bai tap 11. Tim sb hang tong quat ctia cap s6 cong (c,) c6 ¢4 = 80 va cg = 40.
Bai tap 12. Cho (uy) 1a cap s6 cong vdi s6 hang dau u; = 4 va cong sai d = —10. Viét cong thirc s6 hang téng quat
Up.
Bai tap 13. Cho cap sb cong () c6 cong sai d. Ching minh rang:

a) Uy — ty = (n—m)dvéin,me IN*.
b) wy + Uy = Uy + Uy, bibt n +m = k +rbiét (n,m, k,r € N*).
Bai tap 14. Cho 356 a,b, ¢ theo thit tu lap thanh 1 cap s6 cong. Ching minh:
a) a® +8bc = (2b +¢).
b) a? + 2bc = ¢ + 2ab.
) 3(a®2+b*+c*) =6(a—b)>+ (a+b+c)
Bai tap 15. Cho 4, b, c 1a 3 s6 duong. Chiing minh rang:

a) a%,b?,c? lap thanh mot cap sb cong < pre e j_ —+ - _}_ ; 1ap thanh mot cap s6 cong.

b) a,b, c lap thanh mot cap s6 cong = a*(b + ¢), b*(c + a),c*(a + b) 1ap thanh mot cap s6 cong.
Bai tap 16. Biétday sd 1,a,b1a cap sb cong c6 cong sai d; va day s6 1,42, b* — 2 cling la cap s6 cong c6 cong sai dy.

Tinh dq + d.
TONG S,
Bai tap 17. Tinh céac tong sau
a) Tinh tong ctia 100 s6 nguyén duong dau tién.
b) Cho cap s6 cong (i) 6 uy + g = 20. Tinh t6ng 9 s6 hang dau tién cta cip sb cong do.

c) Cho cap s6 cong (v,) c6 S3 = —3 va S5 = —15. Tinh Ss.
Bai tap 18. Tinh tong sau

a) Tinh tong ctia 50 s tu nhién chin dau tién.
b) Cho cap sb cong (u,) c6 uz + upg = 100. Tinh téng 30 s6 hang dau tién ctia cap s6 cong do.

c) Cho cap s6 cong (vy,) c6 Sg = 18 va S1g = 110. Tinh Sy.
Bai tap 19. Cho cap s6 cong (i) c6 sb hang dau uy = —3 va cong sai d = 2.

a) Tim U1p.

b) S6 195 la s6 hang thit bao nhiéu ctia cip s6 cong d6?
Bai tap 20. Cho cap s6 cong c6 ug = —5;d =3

a) Tim uq, uqg, Uo1. b) S6 hang tha méy bf?mg 25.

¢) Tinh cong thic s6 hang téng quat u, theo n. d) Tinh tng n s6 hang dau tién theo 7.
Bai tap 21. Cho cap sb cong (uy)

14 10
a) —6,——;

37~ 5 " Timus, Sio. b) V2+41;2;3 —V/2;--- Tim u1g, S12.
Bai tap 22. Hay tinh:
a) Tong 23 56 hang dau tién ctia cap s6 cong (i) €6 up + iz = 60.
b) Téng 22 s6 hang dau tién ctia cap sb cong (uy) cb us + u1g = 100.

c) Téng 16 s6 hang dau tién cta cap s cong (1) c6 Sg = 12 va S1p = 6.
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GIAI HE PHUONG TRINH TIM 1 VA d

Bai tap 23. Tim s6 hang dau va cong sai ctia cap s6 cong (), biét:

uz —up =20 U, +uz3 =0 ) uz = —15 d) uy —uz+us =10
Uy +us =54 Uy +us =80 Uy =18 ° Uy +us =7 '
Bai tap 24. Tim sb hang dau tién va cong sai clia cac cAp s6 cong sau, biét:

54215 Us —up =3 Uy —uz =8 ug =8
SR b) 2 0 S ol

Sy =12 ug - usz =24 uy.uy =75 uy +uy =16

U +uz = —4 up +us +us = —12 Uy tux+uz=9
=50 D Vg =8 ¥ a2 =36

I 5= 1.Up.U3 ui +u; +uz = 36

Bai tap 25. Cho cap s6 cong (i), biét S, = 4n®> —3n,Vn € N*. Timn dé S, — u, < 7.

TOAN UNG DUNG

Bai tap 26. Tim x biét2 +5+ 8 + - - - + x = 950 va la mot s6 hang ctia cap s6 cong: 2,5,8,- -+, x, - - -

Bai tap 27. Hay viét thém 6 s6 xen gitta hai s6 3 va 24 dé dugc cap s6 cong ting c6 8 s6 hang.

Bai tap 28. Cho cp sb cong c6 7 s6 hang véi cong sai duong va sb hang thit 4 bang 11. Hay tim cc s6 hang con
lai ctia cp s6 cong d6 biét hiéu ctia s6 hang thit 3 va s6 hang thit 5 bang 6.

Bai tap 29. S6 do 3 goc ctia mot tam giac vuong ABC lap thanh mot cap s6 cong. Hay tim 3 géc do.

Bai tap 30. Tim 3 canh cia mot tam gidc vudng, biét ching tao thanh mot cip s cong va tam giac d6 c6 chu vi 1a
60 don vi.

Bai tap 31. Chu vi clia mot da gidc 1a 158 cm va s6 do cdc canh ctia n6 1ap thanh mét cap s6 cong véi cong sai
d = 3 cm. Biét d9 dai canh 16n nhét ctia da gidc 1a 44 cm. Tim s6 canh ctia da giac dé.

Bai tap 32. Tim 4 s hang lién tiép ctia mot cip sb cong biét téng clia chiing bang 14 va tdng binh phuong cta
ching bang 94.

Bai tap 33. Tim 5 s6 hang lién tiép ctia mot cap s6 cong biét tong cua chung bang 25 va tong binh phuong ctia
ching bang 165.

Bai tap 34. Cho mét hinh vuéng ¢6 canh bang 1, ngudi ta ndi trung diém cac canh lién tiép dé dugc mot hinh
vuong, tiep tuc lam nhu the doi v6i hinh vuéng mdi (nhu hinh vé bén dudi). Tinh tong dién tich cac hinh vudng
lién tiep.

Bai tap 35. Mit cit ctia mot t6 ong c6 hinh luéi tao béi cac 6 hinh luc gidc déu. T
mot 6 dau tién, budc thit nhat, cic ong tho tao ra vong 1 gdm 6 6 luc gidc; budc tha
hai, cac ong thg tao ra vong 2 gébm 12 6 bao quanh vong 1; budc thit 3, cac cac ong
tho tao ra vong 3 gom 18 6 bao quanh vong 2; ctt thé tiép tuc. S6 6 trén cac vong
theo thit tu ¢6 ¢6 tao thanh cap s6 cong khong? Néu c6 tim cong sai ctia cap so cong
nay.

Gl
20¢ 204
Bai tap 36. Mot rap hat c6 20 hang ghé xép theo hinh quat. Hang thir nhat c6 17 ghé, # _ge=""

hang thi hai c6 20 ghé, hang thi ba c6 23 ghé, ... ctt thé tiép tuc cho dén hang cubi
cung.

a) Tinh s6 ghé c6 & hang cubi cuing.

b) Tinh téng s6 ghé c6 & trong rap.

Bai tap 37. Mot ngudi muén mua mot thanh gb du dé cat ra lam cac thanh
ngang cia mot céi thang. Biét rang chiéu dai cac thanh ngang ctia cdi thang
do (tu bac dudi cung) lan luot la 45 cm, 43 cm, 41 c¢m, ..., 31 cm.
a) Cai thang d6 c6 bao nhiéu bac?
b) Tinh chiéu dai thanh gb ma ngudi d6 can mua, gia st chiéu dai cac mbi
ndi (phan gb bi cat thanh mun cua) la khong dang ké.
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Bai tap 38. Khi mot van dong vién nhay du nhay ra khoi may bay, gid st quang
dudng ngudi Ay roi tu do (tinh theo feet) trong mdi gidy lién tiép theo thir tu
trude khi bung du 1an luot la: 16; 48; 80; 112; 144; . .. (cac quang duong nay tao
thanh cap s6 cong).
a) Tinh cong sai ctia cap sb cong trén.
b) Tinh tong chiéu dai quang duong roi tu do ctia ngudi d6 trong 10 gidy dau
tién.

Bai tap 39. O mot loai thuc vat ludng boi, tinh trang chiéu cao cay do hai gene khong alen 1a A va B cing quy
dinh theo kiéu tuong tac cong gdp. Trong kiéu gene néu ctt thém mot alen trdi A hay B thi chiéu cao cay ting
thém 5 cm. Khi trudng thanh, cay thip nhat ctia loai nay vdéi kiéu gene aabb c6 chiéu cao 100 cm. Hoi cay cao nhét
véi kiéu gene AABB c6 chiéu cao bao nhiéu?
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2.3 Cap s6 nhan

2.3.1 Khai niém va tinh chat

Dinh nghia 2.6. Cip s6 nhin la mét day s6 (hitu han hodc v6 han) ma trong do, ké tir so hang thit hai, méi s6 hang déu
bing tich ciia s6 hang ditng ngay truéc nd véi mot sé q khong déi, nghia la

Upy1 = Up-q 06i n € IN*.

S q duoc goi la cong béi ciia cdp sé nhin.

Pinh 1y 2.4. Day s (1) la cdp s6 nhan thi u? = u,_1 - u,4q vdin > 2.

2.3.2 S6 hang tong quat ctia cAp s6 nhan

Dinh 1y 2.5. Néu mot cip s6 nhin (uy) cd s6 hang dau uq va cong bdi q thi s6 hang tong qudt uy ciia né dugc xdc dinh bdi
cong thirc

Uy = Uy -q”il, n>2.

2.3.3 Tong cta n s6 hang dau tién caa cap s6 nhan
Dinh 1y 2.6. Gid sir (uy) la mot cdp s6 nhan cé cong boi q # 1. Dt Sy = ug + up + - - - + uy, khi dé

uy (1 —g"
Sn: 1(1_1;1)

Héqua2l. Khig=1thiS, =n-uy.

$> BAI TAP<S

NHAN DANG CAP SO NHAN
Bai tap 1. Tim s6 hang dau va cong boi ctia cac cap s6 nhéan sau:
T
2747 816"
Bai tap 2. Trong cac day s6 sau, day sd nao 1a cdp s6 nhan? Tim s6 hang dau va cong boi ctia cip s6 nhan dé.
a) 1;11;121;12321;1234321; b) 1,-1;1,-1;1; c) 4;8;12;16.

Bai tap 3. Trong cac day s6 (u,) dudi day, day s6 nao 1a mot cap s6 nhan

a) 3;6;12;24;48;...; b) 1; c) 9,9,9,9,9; ...

n
a) up =3(-2)" b) u,1 = 2uy C) Uy = 4+l d) u, = 3

Bai tap 4. Trong cac day s6 sau, day sd nao 1a cap s6 nhan?

uy = 1
=3(-2)"; b) u, = (—1)"*t. 7%
a) ”n ( ) ) un ( ) C) {un+1 IZUn+3.

Bai tap 5. Cho cap s6 nhan: 1;10;100; 1000; 10000. Biéu dién sb hang 10 va 100 theo hai sb hang ké no.

SO HANG TONG QUAT

Bai tap 6. Tinh tong 10 s6 hang dau tién ctia cap s6 nhan (u,) c6 sb hang dau 1y = 1 va cong bdi g = 2.

Bai tap 7. Hay viét 6 sb xen gitra cac s6 —2 va 256 dé dugc mot cap sé nhan. Theo thit tu d6 néu viét tiép thi sd
hang thi 15 la bao nhiéu?

Bai tap 8. Céc s6 x + 6y; 5x + 2y; 8x + y theo thit tu d6 1ap thanh mot cap s6 cong. Dong thoi cac s6 x — 1,y +2;
x — 3y theo tht tu do6 lap thanh moét cap so nhan. Hay tim x va y.

Bai tap 9. Cho ba s6 tu nhién m; n; p theo thit tu 1ap thanh cap s6 cong. Ching minh ba s6 2™; 2"; 27 theo thu tu
lap thanh cap so nhan.

Bai tap 10. Tinh us va Sg ctia cac cap s6 nhan sau day:

a) uy =2,q=-1, b) uz3 =10,9 =5.
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Bai tap 11. Cho cap sb6 nhan c6 8 sb hang, s6 hang dau la 4374, s6 hang cudi 1a 2. Tim cong boi ctia cap s6 nhan
de.

Bai tap 12. Viét cong thirc s6 hang téng quat u, theo s6 hang dau u; va cong boi g ctia cac cip sb nhan sau:

RE T S

“107 100" 1000” 10000" """

Bai tap 13. Cho cip sé nhan (uy) c6 6us + us = 1va 3us + 2uy = —1. Hay tim s6 hang t6ng quét ctia cip s6 nhan.

a) 5;10;20;40;80;...; b) 1

Bai tap 14. SO do bén goc clia mot t gidc 1ap thanh cdp s6 nhan. Tim sé do ctia bdn goc d6 biét rang s6 do ctia
g6c 16n nhét ghp 8 1an s6 do clia géc nho nhét.
Bai tap 15. Viét sau s6 xen giita cac s6 —2 va 256 dé dugc cAp s6 nhan c6 tdm sb hang. Néu viét tiép thi sé hang
thir 15 la bao nhiéu?

2 R o A d . 5 x 14 N
Bai tap 16. Tim 4 so hang dau cia mét cap so nhan, biet rang tong 3 so hang dau la 78, dong thoi theo thi tu do
chiing 1a s6 hang thit nhét, thi tu va thir tdm ctia mot cap s6 cong.
2 12
o —a' b’ b—c
thanh cap s6 nhan.

Bai tap 17. Basd theo thit tu 1ap thanh cap sb cong. Chirng minh rang ba s6 4, b, ¢ theo thu tu 1ap

Bai tap 18. Xét day (u,) xdc dinh bdi g = ava u, 4 = i—i (a1 56 thuc # 0). Hay xac dinh cac gia tri cta a dé
day sb (uy) 1a mot cap sb nhan.

Bai tdp 19. Cho day s6 (ux) xac dinh boi uy = 2 va 11 = 4uy, + 9. Ching minh rang: Day s6 (vx) xac dinh boi:
Uy = Uy + 3 la mot cap so nhan. Hay xdc dinh so hang dau va cong boi.

Bai tap 20. D¢ dai 3 canh ctia tam gidc ABC lap thanh mot cip s6 nhan. Chiing minh tam gidc d6 ¢6 2 géc khong
qua 60°.

Bai tap 21. Tim cap sb nhan (u,) biét tong ctia 4 s6 hang dau la 14, tdng cta s6 hang thi 4, thi 5, th 6 1a 22—1, Vi
cong boi g duong.

Bai tdp 22. Mot cép s6 cong va mot cap s6 nhan c6 s6 hang thit nhét bang 5, s6 hang thi 2 cta cap s6 cong 16n
hon s6 hang thit 2 ctia cap s6 nhan la 10, con cac so6 hang thit 3 bang nhau. Tim cac cap so6 do.

Bai tép 23. Ba s x,y, z theo thit tu d6 lap thanh mot cap s6 nhan. Pong thoi ching lan luot la s6 hang dau, s
hang thit 3 va s6 hang thit 9 ctia mot cap s6 cong. Hay tim 3 s6 d6, biét rang téng ctia ching bang 13.

Bai tap 24. Choba s6 x,y, z theo thit tu lap th/émh}cép s6 nhan va co tong 1a 26. Néu cong thém lan lugt 1,6, 3 cho
ba s0 thi 3 s0 mdi theo thu tu lap thanh mét cap so cong. Tim ba so x, y, z.

GIAI HE PHUONG TRINH TIM u; VA g

Uy + us =51

Bai tap 25. Cap s6 nha :
ai tap ap sO nhan (u,) ¢ {”2 g = 102

a) Tim s6 hang dau va cong bdi ctia cap s6 nhan.
b) Hdi téng ctia bao nhiéu s6 hang dau tién sé bang 3069?
c) S6 12288 la s6 hang thir may cta cap s6 nhan?

Bai tap 26. Tim s hang dau va cong bdi ctia cAp s6 nhan (u,,), biét:

M4:8
us = 96 usz + us =90 us —up =15
a) |’ by 0T SR d) {ug =72
u6:192 M2—M6:240 M4—M2:6
uy <0
+us =65 +us =10 +us =65 ity =25
Uy — Uz + us = Uy — Uy + U5 = Uy —uz + us =
1 3 5 2 —Ug+Us 1 3 5 h) { uy + us + g = 31
uy +uy = 325 Uz — us + ug = 20 uy +uy = 325

uyp >0,up >0

TONG S,

Bai tap 27. Cap s6 nhan (u,) sau day c6 bao nhiéu s6 hang, biét: g = 2, u,, = 96, S, = 189.
Bai tap 28. Tinh tong n s6 hang dau tién ctia cip s6 nhan (u,) trong cac trudng hop sau:

a) uy =10°,4=0,1,n=35; b) u; =10, up = —20,n = 5.
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Bai tap 29. Cho cap s6 nhan (u,) c6 cong boi q. D&t Sy, = uy +up + - - - + uy.

a) Sosanh q- S, va (up +ug+ -+ uy) +q-uy; b) Sosanhu; +q-S,va S, +up-q".
Bai tap 30. Cho 4, b, c theo thi tu 1ap thanh mot cip s6 nhan. Chitng minh rang:
a) (a*+b?)(b* +c?) = (ab + be). b) (a+b+c)(a—b+c)=a*+b*+c%
Bai tap 31. Tinh téng
11 1 2 1P
) 1+ 5+ g+t g b) 1+10+10>+10°+--- 410"
Q) 94994999 + -+ 99...9 A1+ +1T 4+ 11---1
n chits6 9 n chits6 1

€) 6+6+666+: -+ 666
——

n chit s6 6

TOAN UNG DUNG

Bai tap 32. Chu ki ban ra ctia nguyén t6 phéng xa poloni 210 1a 138 ngay, nghia 1a sau 138 ngay, khéi lugng ctia
nguyén t6 dé chi con mot nira (theo: https:/ /vi.wikipedia.org/wiki/ Poloni-210). Tinh khéi lugng con lai ctia 20
gam poloni 210 sau:

a) 690 ngay; b) 7314 ngay (khoang 20 nam).

Bai tap 33. Tan sb ctia ba phim lién tiép Sol, La, Si trén mot cay dan

organ tao thanh cip s nhan. Biét tin s6 cta hai phim Sol va Si lan

luot 1a 415 Hz va 466 Hz (theo: https:/ /vi.wikipedia.org/wiki/Do6
_(nbt nhac)). Tinh tan sb cta phl’m La (lam tron dén hang don vi).

Bai tap 34. Mot qudc gla c6 dan s6 ndm 2011 1a P triéu nguoi. Trong 10 nam tiép theo, m01 nam dan sb tang a%.
Chung minh rang dan s6 cac ndm tir ndm 2011 dén nadm 2021 cda quéc gia d6 tao thanh cip s6 nhan. Tim cong
boi ctia cap sb6 nhan nay.

Bai tap 35. Ba s6 c6 tong 1a 217 c6 thé coi 1a cac s6 hang lién tiép ctia mot cdp s6 nhan hodc la cac s6 hang thi 2,
thit 9 va thit 44 ciia mot cap s6 cong. Hoi phai 1y bao nhiéu s6 hang dau cta cap sb cong dé tong cia chiing la
820.

Bai tap 36. Mot loai vi khua{n dugc nudi Céy trong phong thi nghiém, cu moi phlit sé
luong lai tang lén gap doi sb lugng dang c6. Tir mét vi khudn ban dau, hay tinh tong sb
vi khuén c6 trong 6ng nghiém sau 20 phit.

Bai tap 37. Gid st mot thanh phd c6 dan s6 ndm 2022 la khoang 2,1 triéu ngudi va toc do gia tang dan sb trung
binh mdi nidm 1a 0,75%.

a) Du dodn dan sb ctia thanh phé d6 vao nam 2032;

b) Néu téc do gia ting dan sb van gitt nguyén nhu trén thi udc tinh vao ndm nao dan sb ctia thanh phé do6 sé
tdng gap doi so v6i nam 20227

Bai tap 38. Trong tro choi mao hiém nhay bungee, méi lan nhay, nguou choisé dugcday @y

an toan c6 tinh dan hdi kéo nay nguoc 1én 60% chiéu sdu ctia cd nhay. Mot ngudi choi “WW A

bungee thuc hién cd nhay dau tién c6 do cao nay nguoc lénla 9 m. 1]
a) Tinh d¢ cao nay ngugc 1én ctia ngudi d6 & lan nay thi ba;

b) Tinh tong cac do cao nay nguoc 1én ctia ngudi do trong 5 1an nay dau.
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2.4 Bai tap cudbi chuong

s i~ % .. 2 1
Bai tap 1. Xét tinh bi chan cua day so (uy) véi u, = :—jZ .
Bai tap 2. Tim s6 hang dau u; va cong sai d cta cap s6 cong (u,) biét:
S5u; 4+ 10us =0 uy + u15 = 60
a) 14 b)Y o
Sy = 14; 12 112, = 1170.
Bai tap 3. Tim s6 hang dau u; va cong bdi g ctia cap s6 nhan (u,) biét:
us = 96 ug+uy =72
a) 115 py JHat
Ug = 192; Uus — Uz = 144.

Bai tap 4. Gid st quan thé dong vat nay & thoi diém ban dau c6 110000 ca thé, quan thé nay c6 ti 1é sinh 1a
12%/ndm, xuat cu 2% /nam, ti vong 8% /nam. Dy doan s6 ca thé cia quan thé d6 sau 2 nam.

Bai tap 5. Mot cay dan organ c6 tan s6 am thanh cac phim lién tiép tao thanh mot cap s6 nhan. Cho biét tan sd
phim La trung 12 400 Hz va tan s6 ctia phim La cao cao hon 12 phim 1a 800 Hz (nguén: https:/ /vi.wikipedia.org/wikiOrgan).
Tim cong bdi ctia cp s6 nhan néi trén (1am tron két qua dén hang phan nghin).

Bai tap 6. Dan sd Viét Nam nam 2020 la khoang 97,6 triéu ngudi (theo Nién gidm thong ké ndm 2020). Néu trung
binh mdi ndm téng 1,14% thi udc tinh dan s6 Viét Nam nam 2040 la khoang bao nhiéu ngudi (lam tron két qua
dén hang tram nghin)?

Bai tap 7. Tu giac ABCD c6s6 do bdn goc A, B, C, D theo thit tu 1ap thanh cap sb cong. Biét sb do géc C gap 5 lan
s do goc A. Tinh sb do cac goc ctia ti gidc ABCD theo don vi d9.

Bai tap 8. Ngu’oﬂ ta trong Cay theo cac hang ngang vdi quy luat: ¢ hang thu nhéat c6 1 cay, & hang thir hai co 2 cay,
&hang thit ba c6 3 cay, . .. § hang thu 1 ¢6 n cay. Biét rang ngudi ta trong hét 4950 cay. Hoi s6 hang cay dugc trong
theo céch trén la bao nhiéu?

Bai tap 9. Mot cdi thap ¢ 11 tAng. Dién tich cia mat san tAng 2 bang ntra dién tich ctia mat day thap va dién tich
clia mit san mdi tang bang nira dién tich ctia mat san méi tang ngay bén dudi. Biét mat day thap c6 dién tich la
12288m?. Tinh dién tich ctia mét san tang trén ciing ctia thap theo don vi mét vuong.

Bai tap 10. Mot khay nuéc c6 nhiét do 23° dugc dat vao ngén da ctia tu lanh. Biét sau méi gio, nhiét do ctia nude
gidm 20%. Tinh nhiét d¢ cta khay nudc d6 sau 6 gio theo don vi do C.

Bai tap 11. Cho hinh vuéng C; c6 canh bang 4. Ngudi ta chia mdi canh hinh
vuong thanh bén phan bang nhau va néi cac diém chia mot cach thich hop dé
c6 hinh vuéng C, (Hinh 4). Tir hinh vudéng C, lai lam tiép tuc nhu trén dé c6
hinh vuéng Cz. Ct tiép tuc qua trinh nhu trén, ta nhan duge day cac hinh vuong
C1,C,Cs,...,Cy, ... Goiay la do dai canh hinh vuéng C;. Chiing minh réng day sO
(ay) 1a cdp s6 nhan.

Hinh 4
Bai tap 12. Ong An vay ngan hang 1 ti dong véi lai sudt 12%/nam. Ong da trd ng theo cach: Bat dau tir thang thi
nhat sau khi vay, cudi thang 6ng trd ngan hang sé tién 1a a (ddng) va da tra hét ng sau diing 2 nam ké tir ngay vay.
Hoi s6 tién mdi thang ma 6ng An phai tra 1a bao nhiéu dong (I1am tron két qua dén hang nghin)?
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Chuong 3
Gi6i han va ham s6 lién tuc

3.1 Khai niém va cac phép toan
3.1.1 Giéi han caa day s6
Néu u, — L khin — oo thi ta néi day u, c6 gi6i han 1a L khi n — co. Ki hiéu: Jlim u, = L (hay con viét gon la
limu, = L).
e Néu L = 0 thi ta goi la gi6i han 0 cta day s6,
e Néu L = a1a moét s6 hiru han ta goi la gidi han hiru han cta day,

e Néu L = oo thi ta goi la gidi han vo cuc.

3.1.2 Cac phép toan vé gi6i han hiru han caa day s6
Pinh 1y 3.1. Cholimu, = a,limv, = b va c la hang s6. Khi dé

a) lim (uy, +v,) =a+0.

b) lim (1, —v,) =a —b.

c) im(c-u,)=c-a

(
(
(
d) im (uy, -v,) =a-b.
e) limZ—n :%(b;éo).

n

f) Néuu, >0,Yn € N* thia > 0valim /u, = /a.

3.1.3 Giéi han 0 caa day so
Dinh nghia 3.1. Ta ndi day s6 (uy) cd gidi han 0 khi n dan t6i duong vé cuc, néu |uy,| nhé hon mét sé duong bit ki cho

trudc, ké tir mot so hang nao do tro di, ki hiéu 111}_1 uy = 0 hay u, — 0 khi n — +co. Ta con viét limu, = 0.
n——+oo

Dinh 1y 3.2. Mt sé gidi han co bdn
1
lim - = 0.
a) lim .

1 )
b) lim i 0, vdi k nguyén dwong bat ki.

c) limg" = 0, vdi q la 6 thuc thod man |q| < 1.

3.1.4 Gidi han hiru han ctia day so6

Pinh nghia 3.2. Ta ndi diy so (u,) c6 gidi han hivu han la s6 a (hay u, dan tdi a) khi n dan téi duong v6 cuc, néu

lim (u,, — a) = 0. Khi do, ta viét lirf Uy = ahaylimu, = a hay u, — akhin — +oo.
n—r—+00

Luu y 3.1. Néu u, = c (c la hang s6) thi lim u,, = limc = c.

$> BAI TAP<Y

Bai tap 1. Tim cac gidi han sau
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.3 1 . (1)?
a) hmE. b) hmﬁ. ¢) lim <n> .
) li 2—1 f) im —— ) li 1 !
e) lim b 1mn+1. g) lim 1)
oo 1 2 N 1 3 1 . -1

B ~ (e0]
KHU DANG VO DINH —

V3

2n

d) lim ~.
n

h) lim (—Z)n.

) v

u(n)
v(n)

Phuong phap giai 3.1. Nhin dang gidi han

o Mot gioi han nh_r)r;o —— duoc goi la dang v6 dinh g, néu u(n) — oo va v(n) — o khin — co.

 Détinh gidi han nay ta phdi khir (lam mat) dang v6 dinh bing cdch, tai tir va mdu so ta riit n cd lity thita cao
nhat lam thira so, sau do rit gon va tinh.

Bai tap 2. Tinh cac gi6i han sau

a) lim;Zi—i b) lim<1_n4n>. 9 nm?’”ni“_
2% +n . 2n%+3n . n+1
d) lim n2 . e) lim 7[274—1 f) lim 71274—1
n?+2n 1+n—2n? n?+n+1
lim ————. h) im ———-. i) lim— .
& M2 1 ) S QT i) lim (2n+1)2
Bai tap 3. Tinh cac gidi han sau
. n . 2n3 —3n2+7 . An*+n? 46
a) lim <nz—|—1 — 1). b) lim — B 52 ¢) lim e Sr—
.2’ —n+1 . V4n? 43 . VIn2+1
d) im —————. e) lim ————. f) im ——.
(n—1)Bn+1) n n
. n+1 . n2+\/n-2 N P4 nyn—1
g) lim I h) lim e —— i) lim —Ha_1
Bai tdp 4. Tinh cdc gidi han sau
, 4n?> —n+1 . (n+1)(3n—-2)3 . (n*+1) (n®-3)
a) lim b) lim ¢) lim
) I 2t +5) ) (n+2)° ) i P ¥ 2)
. (2n+1)(n—3)(3n —4) . ot 3nd 4 4n? + 1 ) an* —n? +1
d)l 1 f) 1
) lim CESE &) im . o oA 1 5) ) I TG wmr T+ 2)
4 5 _ 1)10 2 _ 11 3492
¢) lim (n+1)n*+(n+1) h) lim (n—1)1mn+1)%—n ) lim ny/n (34 24/n)
n —3n3 42 n12 +nb +2 (n+1)(n+2)
Bai tap 5. Tinh cac gidi han sau
. 2n =3 . 1427 . 3r—4r
a) lim T b) lim 1o ¢) lim ETaTS
V5" 72" 33" — 5"
li . lim ————. f) im———.
R TN &) i ) I 3 54
) (_z)n _4qn ) 3 _ (_5)n+2 ) 4. 3n 4 7n+1
g) lim 3l HrT h) lim R TEs i) lim N T
S 5.0 _3n O i on+l _ 3m 411 N 31 4 on+1
]) m on+l 4 3n+1° ) m 3n+2 4 on+3 4" ) m 51 4 3n+1°
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KHU DANG VO PINH « — o

Phuong phap giai 3.2. Thong thuong, tinh tinh gidi han dang oo — oo ta chuyén dang nay vé dang g bing cich nhin,
chia cho dai luwgng lién hiép ciia mdu, roi tinh.
Bai tap 6. Tinh cac gidi han sau

a) lim(\/n2+1—n). b) lim(\/ﬁ—\/ﬁ) Q) lim(n—\/nz—i—l).
d) lim\/ﬁ<\/m—\/ﬁ>. e) lim (\/2n2+3—\/n2+1) f) lim (\/n2+3n—n+2)

3.1.5 Tong cua cap so nhan lui vo han

Dinh nghia 3.3. Cip s6 nhin v6 han (uy) cd cong boi q thod man |q| < 1 dugc goi la cdp sé nhan lii v6 han.
Ui

Cép 86 nhdn livi v6 han nay c6 tong la S = uy +up + -+ up + -+ = i

$> BAI TAP<

Seopn LR e A A A Tes A 1 1 1 1\"
Bai tap 7. Tmhtongcuacapsonhanlmvohan.1—4—1—16—64—|—--~+(—4) + e

Bai tap 8. Biét rang c6 thé coi s6 thap phan v6 han tuin hoan 0,666 . . . 1a tong ctia mot cp s6 nhan 1ui v6 han:

1 1
0,666...=0,6+0,0640,006+---=06+06-—40,6

10 et

Hay viét 0,666 . .. dudi dang phan sb.
1 (1) 1\"
Bai tap 9. Tinh tong ctia cap sonhanlu1vohan:1+§+ 3 +eet 5 e

Bai tap 10. Tinh cic tong sau
11 1\" 11 (—1)"
=14+ d g (= b)S= -1+ — — — +...
Q) S=1+5+7+ +(2>+ ) S T T = s

Bai tap 11. Tir to gidy, cat mot hinh tron ban kinh R (cm) nhu Hinh 3a. Tiép theo, cat hai hinh tron

ban kinh g roi ch6ng 1én hinh tron dau tién
nhu Hinh 3b. Tiép theo, cat bén hinh tron
ban kinh % r6i chong 1én cac hinh trude nhu

Hinh 3c. C4 thé tiép tuc mai. Tinh téng dién
tich ctia cac hinh tron.

Hinh 3

3.1.6 Gioi han vo cuc
Dinh nghia 3.4. Cho diy s6 (uy),
o Tandi day s6 (uy) c gidi han la +oo khi n — 00 néu uy 16n hon mét sé duong bat ki, ké tir mot s6 hang nao do tré
di, ki hiéu lim u,, = 400 hay u, — +oco khin — +oo.
o Tandi diy s6 (uy) cd gidi han la —oo khi n — +o00 néu lim (—uy,) = —+00, ki hiéu lim u, = —oo hay u, — —oo khi
n — +oo.
Dinh 1y 3.3. Ta cd cdc két qud sau:

p 1
a) Neu lim u, = 400 hogc lim u, = —oo thi limu— =0.
n

. . o 1
b) Neu limu, = 0va u, > 0 vdi moi n thi hmu— = Ho00.
n

c) limuy, = o0 khi va chi khi lim (—u,) = —oo.
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d) limn* = 400 (ke N, k > 1).
e) limg" = 400 (g > 1).
$> BAI TAPSS
Bai tdp 12. Tinh cac gidi han sau
n?—1 3n—nd n*—2n? +1 2n? —15n + 11
li lim >—— lim —————— lim =————
a) lim —— b) lim 7255 O i s 7 Dl 3
Bai tdp 13. Tinh cdc gidi han sau
a) lim (n2 + Zn) b) lim (—2n4 n 1) o) lim /51 —9 d) lim /212 —n + 3
e) lim ¥/7n2 — n? f) lim (2" — 32) g) lim (3" — 2") h) lim (4 3 5"“)
Bai tap 14. Tim cac gidi han sau:
_ 2 _ 2 _ 2
2) lim —2" 1 by Tim Y10 =2 o) lim . d) lim 213
n 2n+1 2n2
Bai tap 15. Tinh téng ctia cac cap s6 nhan lui vo han sau
)—1+1—1+ (-1 n+ )7+i+i+ (2 n+
Y2 TiTs 2 16 ' 64 4

Bai tap 16. Viét s thap phan vo han tuan hoan 0,444 . ..
Bai tap 17. Tinh céc gidi han sau

dudi dang mot phén sb.

. 3n—v9n?+1 V241 —vn+1 V2 +3n—1—2n+3
a) im ———— b) lim ¢) lim
n—\n2+2n 3n+2 2n+1
. n+3—+vni+n . Vnd —n—n . 24+ V1—nb
d) lim e) lim Y- _"—n f lim YT
Van?+5-2n+1 n2+2—n+4 vnt+1—n?
Bai tdp 18. Tinh cdc gidi han sau
. 1 2 n—1 . 14+243+44+---+2n
a) 11m<nz—|—nz—|—~-+ =" ) b) lim =
0 limn\/2+4+6+-~~+2n d)lim1—2+3—~~~+(2n—1)—2n
3n2+n—2 V2nZ +1
) tim (L4 L PR SR | f lim 247414+ -+ (n*+2n—1)
¢ 12723734 n-(n+1) 144274310+ +n-(3n—1)
1 1 1 1 1 1 1
lim | —— 4 — b lim | —— ¢ —
8 1m<1 373, tons 2 +1)) ) 1m<1.3+2-4+3 + 1 (n+2))

6D

CO+Cl+C2+... 4 CI

K) lim -

Bai tap 19. Tir hinh vuong dau tién c6 canh bang 1 (don vi do dai), nbi cac trung
diém ctia b6n canh dé c6 hinh vuéng thi hai. Tiép tuc nbi cac trung diém cta
bén canh ctia hinh vudng thit hai dé dugc hinh vuong thi ba. Cu tiép tuc lam

nhu thé, nhan dugc mot day hinh vuong (xem Hinh 5).

1) 1im<1+ + ! )
2V1++2 (n+1)y/n+nV/n+1

O

Hinh 5

a) Ki hiéu a, 1a dién tich ctia hinh vuong thi 1 va S, 1a téng dién tich ctia 7 hinh vudng dau tién. Viét cong

thuc tinh a,, S, (n = 1,2,3,...
vuong).

) va tim lim S, (gi6i han nay néu c6 duge goi 1a tong dién tich cta cac hinh
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b) Ki hiéu py la chu vi ctia hinh vuéng thi n va Q, 1a tong chu vi cia 7 hinh vuéng dau tién. Viét cong thiic
tinh p, va Q, (n = 1,2,3,...) va tim lim Q,, (gidi han nay néu cé dugc goi 1a tong chu vi ctia cdc hinh vuong).
Bai tap 20. Xét qua trinh tao ra hinh c6 chu vi v6 cuc va dién tich bfmg 0 nhu sau:
Bat dau bang mot hinh vuéng Hy canh bang 1 don vi do dai (xem Hinh 64). Chia hinh vuéng Hy thanh chin hinh
vuong bf?mg nhau, bé di bén hinh vuéng, nhan dugc hinh H; (xem Hinh 6b). Tiép theo, chia méi hinh vuéng ctia
H; thanh chin hinh vuéng, r6i bé di bén hinh Vu()ng, nhan dugc hinh H, (xem Hinh 6¢). Tiép tuc qud trinh nay,
ta nhan dugc mot day hinh H, (n =1,2,3,.

Hy Hy Hp Hj

a) b) c) d)
Hinh 6

Ta c6: Hy c6 5 hinh vuong, méi hinh vudng c6 canh bang %,

W =

Hy ¢6 55 = 5% hinh vudng, méi hinh vuéng cé canh bang % : 7
Tit d6, nhan dugc Hy, ¢6 5" hinh vuéng, méi hinh vuéng c6 canh bang 3

a) Tinh dién tich S, cia H, va tinh lim S,,.

b) Tinh chu vi p, ctia Hy, va tinh lim py,.

(Qua trinh trén tao nén moét hinh, goi la mot fractal, dugc coi la ¢6 dién tich lim S;, va chu vi lim py,).
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3.2  Gidihan ctia ham s6

3.2.1 Giéi han hiru han ctia ham s6 tai mét diém

Dinh nghia 3.5. Cho diém xq thudc khoing K va ham sé y = f(x) xdc dinh trén K hogc K\ {xo}. Ta néi ham sé y = f(x)
c6 gidi han hiru han 1o s6 L khi x dan tdi xo néu v6i day so (x,) bat ki, x, € K\ {xo} va x, — xq thi f(x,) — L, ki hiéu
li_>m f(x) =Lhay f(x) — Lkhi x — x.

X—X0

3.2.2 Cac phép toan vé giéi han hiru han ctia ham s6

Dinh 1y 3.4. M¢t s0 phép toin quan trong

a) lim x = xgva lim x* = x5, k la s6 nguyén dwong;
X—X(

X—X(

b) xlgn;O ¢ = ¢ (c la hang so);

c) xlgngo[cf(x)] = cxlgrgof(x) (c € R, néu ton tai JChﬁn}}of(x) € R).
d) Neu f(x) > 0wa JClg}g}gf(x) =LthiL>0wa 9{1;11}}0 Vf(x) = VL.
(Déu ctia f(x) dugc xét trén khodng tim gidi han, x # xo).
Dinh 1y 3.5. M¢t s0 phép todn quan trong Cho lim f(x) = Lova lim g(x) = M. Khi dé:
X—XQ X—XQ
a) lim [f(x) +g(x)] =L+ M.

X— X

b) lim [£(x) — g(x)] = L~ M.

X—Xq

&) lim [f(x)-g(x)] = L- M.

X—r X

d) lim Jgfgg = % (v6i M # 0).

$> BAI TAPSS

TINH TRUC TIEP BANG CACH THE SO

Luuy 3.2. Néu f(a) # 0 thi )lclir}zf(x) = f(a).

Bai tap 1. Str dung quy tac thé sb tinh cac gidi han sau

a) lim 2x. b) lim x2. ¢) lim (x*45x —2). d) lim v/x2 + 1.
x—2 x—2 x——2 x—0

e) lim(x% — 4x 4 2) f) lim Sx—2 ) lim tanx h) lim -1
x—1 ' x=22x+1° 8 oy ' sl x+1°

DANG VO DINH g
Phuong phap giai 3.3.

. - . ~ . A A N ~ e N A . 0
o Khitinh lim @, ma khi thé so ta duoc f(xg) = 0va g(xo) = 0 thi gidi han duogc xem la dang vé dinh —.
x—xo g(x) 0

o D¢ tinh gidi han nay ta phdi khir dang v6 dinh, biang cdch bién doi xudt hién thita s (x — xo) & cd tir va mdu s6, sau
do gidn udc, thu gon va tinh.

x> —4

x+2

Bai tap 3. Tinh cac gidi han sau

Bai tap 2. Chohamsé f(x) =

. Tim xlgr_lzf(x).
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2_4 Vi+1-2 21 2x+1 21
a) lim = — 2 b) lim YX 12 Q) lim T XL d) Tim 1.
=2 x—2 =3 x—3 x——1 x+1 x—1 x—1
2—x—2 24+x—6 x242x—15 x2 —3x+2
Iim ———. f) Iim ————. lim ——M. h) Im —————.
€ lim—— ) Jim — 3 g lim—— ) i e 5y 12
Bai tdp 4. Tinh cdc gidi han sau
x> —x—6 (x—2)3+8 x> +8
lim - —*"° b) lim X 2 T° lim — %
2) o2 X8 4 2x2 ) x20 x © so2 X2+ 1lx + 18
4 3., .2 2
. x*—1 . x4+ xc—2x—38 . 2xc—3x+1
d 1 —_— Iim ——————. ) Im ——Fr——— .
)xi@1x2+11x+10 ) ) x2—3x+2 ) xlan}x3—2x2—x+2
1 3 1 1 2x —3 x—26
li - . h) 1 . i) L — .
& xﬂ(l—x 1x3> )xl—>ni<x24+x23x+2) D xgr—12<x+2 4x2>
3.2.3 Gidi han mét phia
Pinh nghia 3.6.

o Cho ham sby = f(x) xdc dinh trén khodng (xo;b). Ta néi ham s6 y = f(x) cd gidi han bén phdi la s6 L khi x dan
tdi xg néu vdi diy s6 (xy) bat ki, xo < xn, < bovd x, — xo thi f(xn) — L, ki hi¢u lim f(x)=L.
X‘)XO
o Cho ham séy = f(x) xdc dinh trén khodng (a; xo). Ta ndi ham s6 y = f(x) c6 gidi han bén trdi la s6 L khi x dan

t6i xo néu vdi diy so (x,) bat ki, a < x,, < xo va x, — xo thi f(x,) — L, ki higu lim f(x) = L.
X=X

Dinh 1y 3.6.
a) Ta thita nhan cdc két qud sau:

e lim f(x)=Loa lim f(x)= Lkhivachikhi lim f(x)= L.

x—xg x—xg X—x0
o Néu lim f(x) # lim f(x) thi khong ton tai lim f(x).
x—xg X=Xy X—xg

b) Cic phép todn vé gidi han hitu han ciia him s6 & Dinh j 3.5 vin diing khi ta thay x — xo bing x — xg hodc x — x; .

$> BAI TAPSS

- _ 0 khix <0
Bai tap 5. Cho ham so f(x) =

1 khix>O0.
a) Tim cac gidi han lim f(x)va lim f(x).
x—0% x—0"
b) C6 ton tai lim f(x)?
x—0

Bai tdp 6. Tim cac gidi han mdt bén cta cdc ham s6 sau

x2+1 1 — 2x2 1 1
i . b) i . im (2 — = ).
2) ol x—1 )xigl* x—3 © st (x x2)
, 1 1 o 2—xf Vo4
a1 S lim = —* H o1
) Jim (15— ) O Jim 2t ) lim
) i T 30t2 By lim 120 § lim CT5xt4
& =27 \/2—x ’ r——-2- X+2 x——1+ |X+1|
) R _
P lim T2 L W lim V32 D) lim 2YETX
x—=—2+ x*+3x+2 x—0— 2x x—=0t \/2x 4+ x

1—-2x khix<-1
. Tim cdc giéi han lim f(x) va lim f(x)va lim f(x)

Bai tip 7. Cho ham sb f(x) =
P f( ) {xz +2 khix > -1 x——1% x——1" x——1

(néu co).
Bai tap 8. Xét su ton tai gidi han
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2x+1, x<1

a) Choham s f(x) = {x2+4 x>1

. Tinh cac gidi han lim f(x), lim f(x), lim f(x).
x—1- x—1t x—1

_Ixl

b) Cho ham s f(x) Tinh cac gidi han lim f(x), lim f(x), lim f(x).
x—0~ x—07T x—0

o
27 (x* — 4x +3)
Bai tap 9. Cho ham s f(x) = x3 27 x>3) . Tim a dé linéf(x) ton tai.
ax —4 (x<3 -
. ax+1 x <1 . .
Bai tap 10. Cho hamso f(x) = § , ( ) . Tim a dé ham so ¢6 gidi han khi x — 1.
x°—a (x>1)
x? —3x+2 (x> 1)
Bai tap 11. Cho ham sb f(x) = x—1 . Tim m dé€ lim f(x) ton tai.
x—1
2mx +3 (x<1)

3.2.4 Gidihan hiru han ctia ham s6 tai v6 cuc
Pinh nghia 3.7.

o Cho ham so y = f(x) xdc dinh trén khodng (a; +c0).
Ta néi ham s6 y = f(x) c6 gidi han hiru han la s6 L khi x — o0 néu vdi day s (x,,) bat ki, x, > a va x,, — +o0
thi f(x,) — L, ki hiéu grr f(x) =Lhay f(x) — Lkhi x — +oco.
X o

o Choham soy = f(x) xdc dinh trén khoing (—oo;a).
Ta néi ham s0 y = f(x) c6 gidi han hiru han la s6 L khi x — —oo néu vdi day so (x,) bat ki, x, < a va x, — —oo
thi f(x,) — L, ki hi¢u Lim f(x) = Lhay f(x) — L khi x — —oo.
X—r—00

Dinh Iy 3.7.

a) Vi ¢ la hing s6 va k 1o s6 nguyén duong, ta luon co:

Iim c=c¢ wa Iim — =0.

X—+oo xtoo xk

b) Cdc phép todn trén gidi han ham s6 & Dinh lj 3.5 vin diing khi thay x — xq bing x — +o0 hojc x — —oo.

$> BAI TAPSS

» A~ o
KHU DANG VO DINH —

Bai tap 12. Tim cac gidi han sau

o 2x—1 o 1-3x2 ,
3) x1—1>r-ir-loo x+2° b) x1—1>1}-loo x2 +2x° <) x1—1>IPoox—|—1
Luuy 3.3. Tinh li_r}n f(x) ta thuc hign nhu tinh gidi han day sé.
X—00
Bai tap 13. Tinh gidi han ham s
. 2x-3 . x . (2x—=5)(1—x)?
a) XLITOO 1—-3x" b) xgl}goo \/m <) ngoo 33 —x+1
Bai tap 14. Tinh gi6i han ham s
1 2x— a2 +5x —1 2x — 1)Va2 =
a) lim Sl b) lim 2 VXS o lim FXZDVX*=3
x—>—00 /1 _ x +4x2 — x x—>—00 7x =3 x—0c0 x — 5x2
V2 2 -1 4x+1
d) lim VX fxH243x ¢) Tim (1—2v) /21 H lim (x+2) X+
x50 /A2 £ 1—x+1 x—+00 3 +1 x5 —00 (x—1) (x2 +2x)
Bai tap 15. Tinh gi¢i han ham s6
2 lim x? —5x 44 b) lim |x| + Vx2 + x o lim 3x2 - 25— x| +1
X oo |x2—1| X——00 x+10 xX——00 |2x275|+4|x+1|—1
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KHU DANG VO PINH « — o
Bai tap 16. Tinh cac gidi han

a) XETOO (\/x2+x—|—1 —x). b) xl_i)rfloo (x—i— x2—4x>. 19) hm (\/x2 —I—Zx)
d) lim (\/4x2—x—2x>. e) XE@OO (\/3x2+1+x\f3). f) limoox(\/xz—i—l—x).

X—+00 x—+

g) lim (\/x2 Tx—V2+ 1). h) lim (x\/4x2 1+ 2x2). ) lim (\3/x3 132 /a2 2x>.
X——00 X——00 X—+00
Bai tap 17. Mot cai hd dang chira 200 m® nude man véi ndng d6 mudi 10 kg/m>. Nguoi ta ngot héa nude trong
ho bang cach bom nude ngot vao hd véi van toe 2 m® /phiit.
a) Viét biéu thitc C(t) biéu thi ndng do6 mudi trong ho sau f phiit ké tir khi bat dau bom.
b) Tim gidi han tgrfoo C(t) va giai thich y nghia.

3.2.5 Gidi han vo cuc caa ham s6 tai mot diém

Dinh 1y 3.8. Néu lim u(x) = const (hing s6) va lim v(x) = 0 thi lim wx) oo. Luu v tiy truomg hop cho két qud la
X—a X—a

x—a z)(x)

~+00 hay —oo.
Dinh nghia 3.8. Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoing (xo;b).
o Ta ndi ham s6 y = f(x) co gidi han bén phdi la +oo khi x dan t6i xo vé bén phdi néu vdi day so (x,) bat ki,

xo < Xp < bod x, — xq thi f(x,) — 400, ki higu lim f( ) = +o0 hay f(x) — +oo khi x — x{.
A~>x0

o Ta ndi ham s6 y = f(x) cd gidi han bén phdi la —oo khi x ddn tdi xo vé bén phdi néu vdi day sé (x,) bat ki,

Xo < Xp < bvax, — xothi f(x,) — —oo, ki higu hm f(x) = —cohay f(x) — —ocokhi x — x .
X—)XO
Dinh ly 3.9.
a) Ta 6 cdc gidi han thuong dung nhu sau:
e lim = +oovd lim 1 = —o0(a € R);
x—at X —4a x—a- X — 4

LI = i k duo
X_1>1;r_100x —+o00 vdi k nguyén ng;

e lim xX = oo wdiklasé chin;

X——00
o lim xK= —oouvdiklisdié
X——00
b) Cdc ¢idi han lim f(x) = +oco, lim f(x) = —oco, lim = 400, lim = —oo0, lim f(x) = +oo,
) Ciegigihan lim f(x) = oo, lim f(x) =~ Jim,_f(x) = +eo, lim_f(x) = ~oo. lim,_f(2
Em f(x) = —oco dugc dinh nghia nhu trén.
X —00

c) Cic phép todn trén gidi han ham so ciia (3.5) chi dp dung duoc khi tat cé cdc him s6 dugc xét cd gidi han hitu han. Vi
idi han v cuc, ta co mot s quy tic sau day.
Néu lim f( ) =L #0w lim+ g(x) = oo (hodc lim g( ) = —oo) thi lim [f(x) - g(x)] duoc tinh theo quy

+
X—>X0 X%XG X—)XO X—?XO

tiic cho béi bang sau:

lim f(x) | lim g(x) | lim [f(x)-g(x)]
xﬁxo X‘}XO xﬁxo
L>0 +o00 +o00
L>0 —00 —00
L<0 +o0 —00
L <0 —00 400

Cic quy tic trén vin diing khi thay x§ thanh x; (hodic +oo, —c0).

$> BAI TAP<$
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Bai tap 18. Tinh cdc gidi han sau:

. 1—-2x . 3 .
R b o o M T
. 2x . .
d) lim e) lim . f) lim (Bx—1).
x—=37 X — x—=3- 90— X X— 400
g lim (¥ +1). h) lim (1-x?). P lim (1- Va2).
X——00 X——00 X—>—00
Bai tap 19. Tim cac gidi han sau
a) lim (x2 —7x +4). b) lim =2 Q) lim S — VX8
x——2 x—3x2—9 =1 x—1

—x% khix<1

Bai tap 20. Cho ha 5 =
ai tap o ham so f(x) { « Khix>1

. Tim cac gigi han lim f(x), lim f(x), lim f(x) (néu co).
x—1+ x—1— x—1
Bai tap 21. Tim cac gidi han sau:

a) lim XT3 b) lim —>—. O lim YEH1L
x—+oo 22X x——00 3x+1 x—+00 x+1
Bai tap 22. Trong ho c6 chita 6000 lit nudc ngot. Ngudi ta bom nude bién 6 ndng do mubi la 30 gam/lit vao hd
véi toc do 15 lit/phit.

a) Ching t6 ring nong do mubi cha nudc trong hd sau t phut ké tir khi bat dau bom la

b) Nong d6 mudi trong hd nhu thé nao néu + — +oo.
Bai tap 23. Mot thau kinh hoi tu c6 tiéu cyr 1a f > 0 khong ddi. Goi d va d’ 1an lugt 1a khodng cach tir vat that va

anh cta né téi quang tim O cda thau kinh (xem hinh bén dudi). Ta c6 cong thic: ! + 1.1 hay d' = A4f Xét

d d f d—f°
) d
ham so6 g(d) = d—ff Tim céc gi6i han sau day va giai thich y nghia.
a) dlg;g 8(d). b) lim g(d).
- ------- > ——mm— - >
A
B 1 |
* 'p! Al
AT F 0
| i
| d i d l
i P — —— mmmm -~ >
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3.3 Ham so lién tuc
3.3.1 Khai niém ham s6 lién tuc tai mot diém
Dinh nghia 3.9. Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoing K va x € K,
e Hamsby = f(x) duoc goi I lién tuc tai diém xq néu lim = f (xo).
X—Xq

o Khihamsoy = f(x) khong lién tuc tai diém xq thi ta ndi f(x) gidn doan tai diém xy va xq duoc goi la diém gidn doan
ctia ham s6 f(x).

Dinh 1y 3.10. Déham sé y = f(x) lién tuc tai xo thi phdi cd cd ba diéu sau

e Ham sb xdc dinh tai x.

X —Xp

o Tontgi im f(x)hay lim f(x) = lim f(x)
X— X 0

xt—x

o lim f(x) = f (x0).

X— X

3.3.2 Ham s0 lién tuc trén mét khoang, trén mét doan

Pinh nghia 3.10.

 Cho ham so y = f(x) xdc dinh trén khodng (a;b). Ham s0 y = f(x) duogc goi la lién tuc trén khodng (a; b) néu f(x)
lién tuc tai moi diém trong khodng dy.

o Cho ham séy = f(x) xdc dinh trén dogn [a; b]. Ham s0 y = f(x) duoc goi la lién tuc trén doan [a; b] néu f(x) lién
tuc tai trén khodng (a; b) va lim+f(x) = f(a), 111? f(x) = f(b).
xX—a X—0—

3.3.3 Tinh lién tuc ctia ham s6 so cap

Dinh 1y 3.11.
 Ham s6 da thirc P(x), cdc ham so lugng gidc y = sinx, y = cos x lién tuc trén R.

P(x)

o Ham s6 phin thiic y = oGy ham s6 cin thitc y = £/ P(x), cdc ham s6 lugng gidc y = tan x, y = cot x lién tuc trén

cdc khodng cia tdp xdc dinh ciia chiing. Trong d6, P(x) va Q(x) la cdc da thiic.
Lwu y 3.4. Ham s6 thudc nhiing logi trén dugc goi chung la ham s6 so cap. Khi ndi xét tinh lién tuc ciia mot ham sé ma
khong néi gi thém thi ta xét tinh lién tuc ciia ham sé do trén nhitng khodng cila tdp xdc dinh ciia chiing.

3.3.4 Tong, hiéu, tich, thuong ctia ham s6 lién tuc
Dinh 1y 3.12. Cho hai ham s6 y = f(x) vay = g(x) lién tuc tai diém xo. Khi do:
o Cichamsoy = f(x) +g(x), y = f(x) — g(x), y = f(x) - g(x) lién tuc tai xo.
£(x)

o Hamséy = 2~ lién tuc tai xo néu g (xo) # 0.

g(x)

3.3.5 Ung dung ctia ham s6 lién tuc

Dinh ly 3.13.
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Do thi ciia ham séy = f(x) lién tuc trén doan [a; b] la mot duong lién, cé diém dau, y
diém cudi nhu hinh vé bén. Néu hai diém nay nam vé hai phia so vdi truc hoanh thi
duomg lién noi trén luon cit truc hoanh tai it nhat mot diém. Diéu nay cd thé dugc
phat biéu dudi dang nhu sau: fO) pmmmmmm s
Néu ham soy = f(x) lién tuc trén [a; b] va f(a) - £(b) < O thi luén ton tai it nhat
mot diém c € (a;b) sao cho f(c) = 0.

ST S

\‘* =

)

$> BAI TAPSS

KIEM TRA TINH LIEN TUC CUA HAM SO

Bai tap 1. Xét su lién tuc ctia ham sb f(x) tai diém xo cho trudc.

) 2 khi 0 .
a) f(x) = x* — 2x + 3 tai diém xo = 2. b) f(x X+ tr e tai diém xg = 0.
2x khix <0
2 _ _
X 4, 42 | x? 3x+2’ '
o f(x)=¢ x+2 tai xg = —2. d) f(x tai xg = 1.
—4, x=-2 x=1
{1—\/2x—3 ¥ £2 x=0
e) f(x) 2—x tai xp = 2. f) f(x < tai xo = 0.
1 r—2 \/1+x - ¥ £0
Bai tap 2. Tim a dé ham s6 f(x) lién tuc tai diém xg cho trudc.
¥ —x—2 x* —3x +2
— =, x#2 . . -, .
a) f(x) = x—2 tai xg =2 b) f(x taixg =1
(a+1)x—-3, x=2 ax+2 x<1
\f_zl oy \/1—x—\/1+x, <0
o f(x)=1{ Vx+5 tai xg = 4. d) f(x) = A ;C tai xg = 0.
1-3a, x=4 a+—, x>0
x+2

x> —4 .

A N 2 —— khix 7é -2 218 A  a o

Bai tap 3. Chohamso f(x) = ¢ x+2 .Tim a dé ham s0 y = f(x) lién tuc trén R.
a khix=-2

Bai tap 4. Xét tinh lién tuc ctia ham sé:

2 : 2 -
x 41 khix >0 . x°+2 khix >1 .
a) f(x)= + 1 ~ taidiémx = 0. b) f(x) = + 1 T taidiémx = 1.
1—x khix <0 khix <1
Bai tap 5. Xét tinh lién tuc ctia ham s6 f(x) = /1 — x2 trén doan [—1;1].
Bai tap 6. Xét tinh lién tuc ctia cac ham s6 sau
32 4+x—1
a) y=3x> —4x? +5x +2. b) y = xx—i—xz
Bai tap 7. Xét tinh lién tuc cia ham s6 y = ;liji .
Bai tap 8. Xét tinh lién tuc ctia cdc ham sb sau
a) f(x) = x2x_4. b) g(x) = V9 — x2. ¢) h(x) = cosx + tanx.

Bai tap 9. Choham sé f(x) = 2x —sinx, g(x) = v/x — 1. Xét tinh lién tuc ciaham sdy = f(x) - g(x) vay = f;gjz)
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UNG DUNG HAM SO LIEN TUC

Bai tap 10. Chirng minh rang phuong trinh

a) 3x° +2x — 2 = 0 c6 it nhat 1 nghiém. b) 2x% — 5x* + x + 1 = 0 c6 it nhat 2 nghiém.

) x® —3x+1=0c6 3 nghiém phan biét. d) x> — 2x% 4 3x = 7 c6 nghiém 16n hon 2.
Bai tap 11. Chiing minh rang phuong trinh

a) 4x* +2x2 — x — 3 = 0 ¢6 it nhat 2 nghiém thudc khoang (—1;1).

b) x° 4 x% — 4x 4+ 1 = 0 ¢6 it nhat 2 nghiém thudc khoang (—2;1).

c) x°+7x* —8x® — 9x* + 11x + 2 = 0 c6 nghiém.

x24+5x—2

Bai tap 12. Cho ham sé f(x) = PP

—0,8.
Bai tap 13. Chiing minh cac phuong trinh luén cé nghiém.

. Chting minh rang ton tai it nhat mot diém ¢ € (0;2) sao cho f(c) =

a) m(x —1)%(x —2) +2x — 3 = 0. b) (m?+m+1) x> +2x—2=0.

o (x—1)(x=3)—m(x+1)(x—2)=0. d)m(x2+3> (x2—4)+2x+1:0.

e) x* +mx? —3mx —79 = 0. f) <m4+m+2) (x3—8)+6x+1:0.
g) (m2+2m+2011) PLULIT P, S} h) (m2+1) B 2m2 —Ax w1 =0.

Bai tap 14. Cho phuong trinh x10 + (m4 +m+ 1) x?011 1024 = 0. Ching minh phuong trinh trén luén c6 it
nhat mot nghiém duong véi moi gia tri ciia tham sb m.
Bai tap 15. Chiing minh cac phuong trinh luén cé nghiém.

1 1

a) cosx + mcos2x = 0. b) — — =m
sinx cosx

Bai tap 16. Mot bai dau xe 6-t6 dua ra gia C(x) (dong) khi thoi gian dau xe 1a x (gio) nhu sau:

60.000  khi0<x<2
C(x) = {100,000 khi2<x <4
200.000  khi4 < x < 24.

Xét tinh lién tuc ctia ham s C(x).
Bai tap 17. Luc hap dan do Trai Dét tadc dung 1én mot don vi khéi lugng & khoang cach 7 tinh tit tim cda né 1a

Gé\f L khio<r<R / , o
F(r) = M , trong d6 M la khoi lugng, R 1a ban kinh cta Trai Pat, G 1a hang so hap dan.
2 khir > R

Ham sb F(r) c6 lién tuc trén (0; +o00) khong?
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3.4 Bai tap cudbi chuong

Bai tdp 1. Tinh cdc gidi han sau

_ /2
a) lim o= b) lim Y2
n n
' 2 . (n+1)(2n+2)
C) llm m d) llm T
Bai tap 2. Tim cac giéi han sau
2
x-—16
li 2 _x+2). li :
a) xgr—ll (SX X+ ) b) xlir}l x—4
. 3—Vx+7
¢ lim ——.

x—2 x—2
Bai tap 3. Tim cac gidi han sau

. —x+2 LX—
a) xgrfm x+1° b) xgrpw x2
. . X
) x]ilil+x—4' ) xlir?*z—X'
vVx+4 khix>0

Bai tap 4. Xét tinh lién tuc ctia ham s f(x) = ,
2cosx  khix <0.

x> —25 Khix £5
Bai tap 5. Chohamsd f(x) ={ x—5 e

. Tim a dé ham s6 y = f(x) lién tuc trén R.
a khix=5

Bai tap 6. Cho tam gidc déu c6 canh bang a, goi 1a tam giac Hy. Nbi cac trung diém
clia Hy dé tao thanh tam giac Hj. Tiép theo, néi cac trung diém ctia Hp dé tao thanh
tam giac Hs (Hinh bén). Ct tiép tuc nhu vay, nhan duoc day tam giac Hy, Hy, Hs, . ..
Tinh téng chu vi va tong dién tich cac tam giac cta day.

Bai tap 7. Trong mot phong thi nghiém, nhiét do trong ti sdy dugc diéu khién tang tir 10°C, mbi phit tang 2°C
trong 60 phut, sau d6 gidm méi phut 3°C trong 40 phut. Ham s6 biéu thi nhiét do (tinh theo °C ) trong tu theo
thoi gian ¢t (tinh theo phit) c6 dang

(k 1a hang s6).

() = 1042tkhi0 < t < 60
| k—3tkhi60 <t <100

Biét rang, T(t) 1a ham lién tuc trén tap xac dinh. Tim gia tri cta k.
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Chuong 4

Duong thang va mat phang trong khong gian

4.1 Piém, duong thang va mit phang trong khéong gian

41.1 Mot s6 khai niém co ban

* Mat phang la mot dbi tugng ctia toan hoc khong c6 gii han. Mt phang 1a mot mat hai chiéu phang md
rong vo han. Trong doi séng ching ta thi mat hd nude (1ang), nén nha, tran nha, mat ban, to gidy phang, . . .
1a cdc mat phang.

¢ Trong chuong trinh toan hoc 16p 11, thi hinh tam giac, ti giac, hinh binh hanh, hinh chi nhat, hinh thoi,
hinh vuéng, .. . 1a cac biéu dién ctiia mat phang. Hinh vé trén biéu dién hai diém A, B va duong thang (d) di
qua hai diém A va B ciing nam trong mat phang («).

- Néu diém A thuoc mat phang («) thi ta néi A nam trén (a) hay C
(a) chira A, hay (a) di qua A vakihiéula A € (). .

- Néu diém C khong thudc mat phang (a) thi ta néi C nam ngoai
(«) hay («) khong chia C va ki hiéula C ¢ («). d

- Duong thang d nam trong mét phang () tanéi («) chira d ki hiéu /1‘3/
dcC (a). (! A

- Duong thang d di qua hai diém A, B ndm trong () thid C (a).

Luuy 4.1. Cdc ki hi¢u thuong diing dé biéu dién diém, duong thang va mdt phang

e Di¢m: A,B,C,...
* Duong thﬁng: a,b,d N, ...
e Mit phing: (ABC), (P), (&), ...

. A€
* Quan hé diém, duong va mit { = A € (a).

dC (w)

4.1.2 Cac tinh chat thira nhan ctia hinh hoc khéng gian
Dinh ly 4.1.

o Mot mgt phang duoc xdc dinh néu biét nd chita ba diém khong thang hang.

e Mot mat phﬁng duroc xic dinh néu biét no chita mot duong thﬁng va mot diém khong thudc duong thﬁng do.

o Mot mit phang duoc xdc dinh néu biét nd chita hai dwong thang cit nhau.
Dinh ly 4.2.

e C6 mot va chi mot duong thing di qua hai diém phan biét cho trudc.

e C6 mot va chi mot mét phiang di qua ba diém khong thang hang cho trudc.

o Néu mot duong thﬁng ¢6 hai diém phdan bi¢t thuéc mot mdt phﬁng thi moi diém ciia duong théng déu thudc mit phéng
do.
Dinh 1y 4.3. Ton tai bon diém khong ciing nam trén mot mdt phang.
Luuy 4.2. Néu cé nhiéu diém ciing thudc mot mét phang thi ta néi nhing diém dé dong phang, con néu khong cd mt
phing nao chita cdc diém do thi ta ndi chiing khong dong phing.
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4.1.3 Giao tuyén hai mit phang
Dinh nghia 4.1.

Néu hai mdt phing phéan biét c6 mot diém chung thi chiing c6 mot duong thang chung duy nhdt chita

tit cd cdc diém chung ciia hai mt phang do. w
Luuy 4.3. Trong hinh, duong thing d chung ciia hai mgt phang (P) va (Q) dugc goi la giao tuyén ciia ﬂ

(P) o (Q), ki hiéu d — (P) (1 (Q).

Dinh 1y 4.4. Trong mbi mdt phang, cdc két qué da biét ciia hinh hoc phing déu diing.

414 Hinh choép va hinh tu dién

Dinh nghia 4.2. Cho da gidc 16i A1 As ... Ay, nam trong mit phing («) va diém S khong thudc («). Néi S vdi cdc dinh
A1, Ay, ..., Ay ta duge n tam gidc SA1 Ay, SALAs, ..., SA,A1. Hinh tao béi n tam gidc do va da gidc A1A; ... Ay dugc
goi la hinh chop, ki hiéu S.A1A; ... Ay.

Trong hinh chop S.A1Ay ... Ay, ta goi: S Dink P
e Diém S la dinh;

o Cidc tam gidc SA1Ayp, SAQAs,..., SA,Aq la cdc mat bén; Canh bén

* Da gidc A1Ay ... Ay la mat day;
e Cic doan thﬁng SA1,SAy,...,SAy la cdic canh bén; M Mt bén
e Cic canh ctia da gidc A1A; ... Ay la cdc canh ddy. o A b
Canh day
C
B B C

Ta goi hinh chdp cé day tam gidc, tir gidc, ngi gidc,. .. lan lugt la hinh chdp tam gidc, hinh chop tit gidc, hinh chdp ngi gidc,
Luuy 4.4.
* Hinh chop tam gidc con goi la tit di¢n. Mot tit dién c6 thé xem nhu [a mot hinh chdp tam gidc vdi dinh la mot dinh tuy
y cia tir dién va day la mat cia tir dién khong chita dinh do.
e Hinh it di¢n c6 bon mdt la cdc tam gidc déu dugc goi la hinh tit dién déu.

Luuy 4.5. Trong khong gian, duong thang khudt vé bing nét ditt va duong nhin thiy vé bang nét lién.

$> BAI TAP<$

XAC PINH MAT PHANG

Bai tap 1. V6i duong thang d va hai diém M, N phan biét khong thuoc d, ta xac dinh duge bao nhiéu mat phang?
Bai tap 2. V6i ba duong thang a, b, c khong cling nam trong mot mat phang va cing di qua mot diém O, ta xac
dinh dugc bao nhiéu mat phéng?

Bai tap 3. Cho ba diém phan biét M, N, P khong thang hang. C6 bao nhiéu dudng thang di qua hai trong ba diém
da cho?

Bai tap 4. Cho duong thang a di qua hai diém phan biét M, N va diém O khong thuoc a. C6 bao nhiéu mat phang
di qua ba diém M, N, O?

Bai tap 5. Cho ba diém A, B, C khong thang hang va mot diém M nam trén duong thang BC. Goi (P) 1a mat
phang di qua ba diém A, B, C. Chiing t6 rang M € (P).

TIM GIAO TUYEN HAI MAT PHANG

Phuong phap giai 4.1. Mudn tim giao tuyén cia hai mit phang, ta tim hai diém chung ciia 2 mét phing do.
Duong thang ndi hai diém chung do la giao tuyén ciia hai mdt phang.

Bai tap 6. Cho tam giac ABC va mot diém O khong thudc mét phang (ABC). Xac dinh giao tuyén ctia hai mat
phéang (OAB) va (ABC).
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Bai tap 7. Clr}o hinh choép S .AB:CD c6 déy la tu gidc khong c6 cap canh dbi song song. Piém M thudc canh SA.
Tim giao tuyen cua hai mat phang:

a) (SAC)va (SBD) b) (SAC) va (MBD) c) (SAB)va (SCD) d) (MBC) va (SAD)
Bai tap 8 Cho hinh chép 7S.ABCD c6 day la tir gidc ABCD. Liy diém M thudc mién trong tam gidc SCD. Tim
giao tuyen ctia hai mat phang;:

a) (SBM)va (SCD) b) (ABM) va (SCD) c) (ABM) va (SAC)
Bai tap 9. Cho ti dién ABCD. Goi I, ] 1an lugt 1a trung diém cta AD va BC

a) Tim giao tuyén cta (IBC) va (JAD)

b) Goi M la diém nam trén doan AB, N 1a diém nam trén doan AC. Tim giao tuyén ctia (IBC) va (DMN).

Bai tap 10. Cho tir dién SABC. Goi M, N lan lugt 1a 2 diém trén doan SB va SC sao cho MN khong song song voi
BC.

a) Tim giao tuyén (AMN) va (ABC) b) Tim giao tuyén (ABN) va (ACM).
Bai tap 11. Cho hinh chép S.ABCD c6 AB cat CD tai E; AC cat BD tai F.

a) Tim giao tuyén cta (SAB) va (SCD) b) Tim giao tuyén ctia (SAC) va (SBD)

¢) Tim giao tuyén cua (SEF) va (SAD) d) Tim giao tuyén cua (SEF) va (SBC)

Bai tap 12. Cho ti dién ABCD. Goi I, ] 1an lugt 1a trung diém ctia AC va BC; K 1a mot diém trén canh BD sao cho
KD < KB

a) Tim giao tuyén cua (IJK) va (ACD) b) Tim giao tuyén cta (IJK) va (ABD)

Bai tap 13. Cho tir dién ABCD. Goi M la diém bén trong tam giac ABD, N la diém bén trong tam giac ACD. Tim
giao tuyén ctia hai mat phang:

a) (AMN) va (BCD) b) (DMN) va (ABC)
Bai tap 14. Cho ti dién ABCD. Goi O la diém bén trong tam giac BCD, M 1a diém trén AO
a) Tim giao tuyén ctia (MCD) véi (ABC) va (ABD)

b) Goi I, ] 1a hai diém trén BC va BD. Tim giao tuyén ctia (IJM) va (ACD)
Bai tap 15. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N 1an luot 1a trung diém ctia SB va
SD; P 1a diém trén SC va SP > PC. Tim giao tuyén ctia (MNP) véi cac mat (SAC), (SAB), (SAD), (ABCD).
Bai tip 16. Cho tir dién ABCD. Goi O la diém bén trong tam gidc BCD, M thudc canh AB.

a) Vé duong thang qua M, cat AO va CD.
b) N la mot diém trén BC va ON khong song song v6i BD. Dung dudng thang qua N, cat AO va DM.

GIAO PIEM CUA DPUONG THANG VA MAT PHANG

Phuong phép giai 4.2. Mudn tim giao diém ciia duong thang va mét phing, ta cd hai cdch sau:
Cdch 1. Tim duong thing trong mdt phang cat duong thang da cho.
Cdch 2. e Budc 1: chon mit phing phu chita duomg thang da cho.

e Budc 2: tim giao tuyén ciia mt phang phu vdi mét phing da cho.

e Budc 3: giao diém can tim la giao diém ciia giao tuyén véi duong thing da cho.

Bai tap 17. Cho tit dién ABCD. Goi I, ] 1an lugt nam trén AB va AD véi IB = 2IA va AD = 2A]. Tim giao diém
ctia I] véi (BCD).
Bai tap 18. Cho tir dién SABC, M la diém thudc tia dbi ctia tia SA, O 1a diém nam trong tam gidc ABC. Tim cac
giao diém sau:

a) BCva (SOA). b) MO va (SBC). ¢) ABva (MOC). d) SBva (MOC).
Bai tap 19. Cho hinh chép S.ABCD c6 ABCD la hinh thang c6 day lon AD.

a) Tim giao tuyén ctia (SAB) va (SCD)

b) Goi M, N lan luot la trung diém ctia cac canh SA, CD. Tim giao diém K ciia MN va (SBD).

Bai tap 20. Cho hinh chép S.ABCD, M va N tuong tng la cic diém thudc canh SC va BC. Tim giao diém ctia SD
Vi (AMN).
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Bai tap 21. Cho tit dién ABCD c¢6 cac diém M va N la trung diém AC va BC. Ly diém K thudc doan BD (K khong
la trung diém ctia BD). Tim giao diém ctia AD va (MNK).

Bai tap 22. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh thang (day nhé AB). Goi M la diém thudc BD sao cho MB =
3MD va G la trong tdm tam giac SAD. Tim céc giao diém ctia GM vdi (SAC).

Bai tap 23. Cho hinh ch6p S.ABCD c6 ddy ABCD la mot tu giac 16i va khong c6 cdp canh déi nao song song. Lay
diém M trén canh SC va diém N trén canh SD

a) Tim giao tuyén ctia hai mat phang (SAD) va (NBC)
b) Tim giao diém ctia duong thang AM va mat phang (SBD)

Bai tap 24. Cho tit dién ABCD. Trén canh AB lay diém I va lay diém J, K lan lugt thudc mién trong tam giac BCD
va ACD

a) Tim giao diém ctia JK védi (ABC)

b) Tim giao tuyén ctia (IJK) v&i cac mat cda ti dién ABCD.
Bai tap 25. Cho hinh chép S.ABCD ddy la hinh thang, canh day l6n1a AB. Goi [, ], K 1a ba diém trén SA, AB, BC.

a) Tim giao diém ctia IK véi (SBD)
b) Tim giao diém cta mat (IJK) v6i SD va SC.

CHUNG MINH 3 DIEM THANG HANG VA 3 DPUONG PONG QUY

Phuong phap giai 4.3.
o Muén chitng minh 3 dwong thang dong quy, ta chitng minh giao diém ctia hai duong thing nay thudc duong
thing kia.

o Mubn chiing minh 3 diém thing hang, ta chitng minh 3 diém do thudc cing hai mdt phang.

Bai tap 26. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh thang (AD la day 16n). Goi M, N 1an lugt la trung diém
cta SB,SCvaO = ACNBD.

a) Tim giao tuyén ctia (ABN) va (SCD)
b) Tim giao diém P ctia DN va (SAB)
c) Goi K = AN N DM. Ching minh 3 diém S, K, O théng hang.

Bai tap 27. Cho hinh chép S.ABCD c6 ABCD la hinh thang, day l6n AD. Goi M, N, P lan luot la trung diém
SA,SB, SC.

a) Tim giao diém Q ctia SD va (MNP)

b) Goi E = MN N PQ, F = ABN CD. Ching minh S, E, F thang hang.
Bai tap 28. Cho tir dién SABC. Trén SA, SB, SC lay cac diém D, E, F sao cho DE cat AB tai I, EF cat BC tai ], FD
cat CA tai K. Chiing minh I, ], K thang hang.
Bai tap 29. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh binh hanh. Goi P, Q 1an luot 1a trung diém ctia SA, SC.

a) Tim giao diém R caa SD va (BQP)

b) Goi M la giao diém ctia PR va AD, N la giao diém ctia QR va CD. Chiing minh ba diém B, M, N thang hang.
Bai tap 30. Cho tu gidc ABCD nam trong mat phezmg (a), diém S nam ngoai («). Léy mot diém M trén canh SC.

a) Tim giao diém N cta SD va (ABM)

b) Gia st AB va CD cét nhau. Khi d6 hay ching t6 ba duong thang AB,CD, MN déng quy.
Bai tap 31. Cho hinh chép S.ABCD, goi O la giao diém ctia AC va BD. Ly M, N lan lugt thudc cac canh SA, SC.

a) Chiing minh duong thing MN nam trong mét phang (SAC).

b) Chiing minh O la diém chung ctia hai mat phang (SAC) va (SBD).
Bai tap 32. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh binh hanh. Goi M la trung diém cua SC.

a) Tim giao diém I ctia dudng thang AM va mat phang (SBD). Chiing minh IA = 2IM.
b) Tim giao diém E ctia dudng thang SD va mét phang (ABM).
c) Goi N la mot diém tuy y trén canh AB. Tim giao diém ctia dudng thang MN va mit phang (SBD).
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Bai tap 33. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh binh hanh. Goi O la giao diém ctia AC va BD; M, N lan lugt 1a
trung diém cta SB, SD; P thudc doan SC va khong 1a trung diém cta SC.

a) Tim giao diém E ctia dudng thang SO va mat phang (MNP).
b) Tim giao diém Q ctia dudng thang SA va mat phang (MNP).

c) Goi I, ], K 1an lugt 1a giao diém ctia QM va AB, QP va AC, QN va AD. Chiing minh I, ], K thang hang.

Bai tap 34. Cho ti dién ABCD. Goi E, F, G 1an luot 1a ba diém trén ba canh AB, AC, BD sao cho EF cat BC tai I
(I # C), EG cat AD tai H (H # D).

a) Tim giao tuyén ctia cic mat phang (EFG) va (BCD); (EFG) va (ACD).
b) Chiing minh ba duong thang CD, IG, HF cung di qua mot diém.
Bai tap 35. Thudc laser phat ra tia laser, khi tia nay quay sé tao ra mit phang dnh

sang. Giai thich tai sao cac thudc ké laser lai gitip nguoi tho xay dung ké dugc duong
thang trén tudng hoac san nha.
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4.2 Hai duong thang song song

4.2.1 Vi tri tuong d6i ctia hai duong thang trong khéng gian
Pinh nghia 4.3.

e Hai duong thiang goi la song song néu chiing niam trong cimg mot mt phang va khong cé diém chung.

e Hai duong thang goi lo chéo nhau néu chiing khong dong phang.

Dinh 1y 4.5. Cho hai duong thing song song a va b. C6 duy nhdt mot mét phing chita hai duong thing dé, ki hiéu mp(a, b).

4.2.2 Tinh chit co ban vé hai duong thing song song

Dinh ly 4.6.

Trong khong gian, qua mot diém nam ngoai mot duong thang cé mot va chi mot duong
thing song song vdi duong thing do.

Dinh Iy 4.7.

Néu ba mdt phing d6i mot cit nhau theo ba giao tuyén phin
bigt thi ba giao tuyén dy hojc dong quy hojc doi mot song song.

d/

>

/o]

Hé qua 4.1. Néu hai mét phing phan biét lan lugt di qua hai duong thing song song thi giao tuyén ciia chiing (néu cd)
song song vdi hai duong thang dé hodc triing véi mot trong hai duong thing do.

I~

do

\

a)

T

\

b)
Hinh 11

T

dy

\

c)

Dinh 1y 4.8. Hai duong thing phan biét ciing song song vdi mot duong thing thit ba thi song song vdi nhau.

Luuy 4.6. Khi hai duong thang phan biét a, b cing song song vdi duong thang c thi ta cé thé' ki hiéu la a || b || ¢ va goi la
ba duong thing song song.

$> BAI TAP<$

NHAN DANG VI TR TUONG POI

Bai tap 1. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Xét vi tri tuong d6i ctia cac cap dudng thang

sau day:
a) ABvaCD; b) SA va SC; c) SAvaBC.
MW THANG LONG BINH TAN Trang 58



KHAI PHONG NANG LUC TOAN 11

Bai tap 2. Cho ti dién ABCD c6 M, N lan luot la trung diém ctia AB, AC. Xét vi tri tuong déi ctia cac cdp dudng
thang sau day:
a) MN va BC; b) AN va CD; ¢) MNvaCD.

Bai tap 3. Cho hinh chép S.ABCD. Vé hinh thang ADMS c6 hai ddy 1a AD va MS. Goi d la dudng thang trong
khong gian di qua S va song song véi AD. Ching minh duong thang d nam trong mét phang (SAD).
Bai tap 4. Mot chiéc 1éu (Hinh a) dugc minh hoa nhu Hinh b.

a) Tim ba mat phang cat nhau titng d6i mot theo ba giao tuyén song song.

b) Tim ba mat phang cat nhau tirng d6i mot theo ba giao tuyén dong quy.

Bai tap 5. Chi ra cac dudng thang song song trong méi hinh sau. Tim thém mot s6 vi du khéc vé cac dudng thang
song song trong thuc te.

= e)'-

TiM GIAO TUYEN HAI MAT PHANG
Bai tap 6. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh binh hanh.
a) Xdc dinh giao tuyén ctia hai mat phang (SBC) va (SAD).
b) Xac dinh giao tuyén ctia hai mét phang (SAB) va (SCD).
Bai tap 7. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh.

a) Tim giao tuyén ctia hai mat phang (SCD) va (SAB).

b) Lay mot diém M trén doan SA (M khéc S va A), mat phang (BCM) cét SD tai N. Tit giac CBMN la hinh gi?
Bai tap 8. Cho ti dién ABCD. Goi M, N la trung diém ctia BD va CD. Tim giao tuyén ctia hai mat phang (AMN)
va (ABC)

Bai tap 9. Cho hinh chép S.ABCD c6 ABCD la hinh thang déy AB. Tim giao tuyén ctia hai mat phang (SAB) va
(SCD).
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Bai tap 10. Cho ti dién ABCD c6 I, ] 1an lugt la trong tam ctia cac tam giac ABC, ABD. Tim giao tuyén ctia (AI])
va (ACD)

Bai tap 11. Cho ti dién ABCD c6 I va | 1an lugt 1a trung diém ctia cac canh
BC va BD. Goi (P) la mat phang di qua I, ] va cat hai canh AC va AD lan
luot tai M va N.

a) Chiing minh IJNM la mot hinh thang.

b) Tim vi tri ctia diém M dé IJNM la hinh binh hanh.

Bai tap 12. Cho ti dién ABCD. Goi M, N, P, Q, R, S lan lugt 1a trung diém ctia AB, BC,CD, AD, AC, BD.
a) Chung minh MNPQ la hinh binh hanh.

b) Chung minh ba doan MP, NQ, RS cat nhau tai trung diém ctia mdi doan.
Bai tdp 13. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi H,K, E, F lan luot 1a trung diém ctia cic
canh SA,SB,SC,SD.

a) Ching minh HKEF 1a hinh binh hanh.
b) Tim giao tuyén cta (SHK) va (SCD).

¢) Tim giao tuyén ctia (SEK) va (SAD).
)

d) Goi M la diém bt ky trén BC. Tim giao tuyén ctia 2 mat phang (ABCD) va (HKM).

5 ) . A AN

Bai tap 14. Cho ti dién ABCD. Trén AB va AC lan luot lay hai diém M va N sao cho A—A; =c
a) Chung minh MN || BC

b) Ching minh giao tuyén ctia (MND) va (BCD) song song vdi BC.

TiM GIAO PIEM, PONG QUY VA THANG HANG

Bai tap 15. Cho tit dién ABCD. Goi I, J, K 1an lugt la cac diém trén cac canh AB, BC,CD sao cho AB = 3AI,2BC =
3BJ,4CD = 5CK. Tim giao diém ctia (IJK) v6i AD.
Bai tap 16. Cho tit dién ABCD. Goi M, N la trung diém ctia AB, BC. Lay Q thudc AD va goi P la giao diém ctia
CD va MNQ. Ching minh PQ || MN va PQ || AC.

Bai tap 17. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N, H 1an lugt la trung diém ctia
SA,SB,BC.

a) Chiing minh rang MN || CD va NH || SC.
b) Tim giao tuyén ctia hai mat phang (MNH) va (ABCD).
c) Tim giao tuyén ctia hai mat phang (MDH) va (NAC).
Bai tap 18. Cho hinh chép S.ABCD, déy 1a hinh thang c6 day 16n AB. Goi E, F lan lugt la trung diém SA, SB.
a) Chung minh EF || CD.
b) Tim giao diém P cta SC véi (AFD).
c) Goi I la giao diém cta AF va DP. Chiing minh SI || AB || CD.

d) Hinh tinh cua ta gidac SABI.
Bai tdp 19. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh binh hanh. Goi M, N, P, Q 1an luot 1a cic diém nam trén
BC,SC,SD, AD sao cho MN || BS,NP || CD,MQ || CD.

a) Chung minh PQ || SA.
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b) Goi K 1a giao diém ctia MN va PQ. Ching minh SK || AD || BC.
Bai tap 20. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh binh hanh. Goi M la trung diém cta SC

a) Tim giao tuyén (d) ctia hai mat phang (SAD) va (SBC).
b) Tim giao diém ctia dudng thang AM va mat phang (SBD).

c) Goi N 1a giao diém ctia SD va mit phang (ABM). Chiing minh (d), AN, BM déng quy.
Bai tap 21. Cho tir dién ABCD. Cac diém P, Q 1a trung diém ctia AB va CD. Diém R thudc BC sao cho BR = 2RC.
Goi S 1a giao diém ctia AD va (PQR). Chiing minh AS = 2SD.
Bai tap 22. Cho hai hinh vuéng ABCD va ABEF ¢6 chung canh AB va khéng nam trong cung mét mat phéng.
. N . N A B 1
Diém M nam trén duong chéo AC va diém N nam trén duong chéo BF véi A—AC/I = B—Il\:[ =3
a) Ching minh DM va EN dong quy tai trung diém I ctia AB
b) Ching minh rang MN || DE
Bai tap 23. Cho hinh chép S.ABCD c6 déy la hinh binh hanh. Goi M la trung diém cta SC va N 1a trung diém
ctia OB (O 1a giao diém ctia BD va AC) .

a) Tim giao diém I ctia SD va (AMN) b) Tinh ty s6 %
Bai tap 24. Cho hinh chép S.ABC va diém M thudc mién trong tam giac ABC. Qua M, vé dudng thang d song
song vdi SA, cat (SBC) tai N. Trén hinh vé, hay chi 16 vi tri ctia diém N va xac dinh giao tuyén ctia hai mat
phang (SAC) va (CMN).

Bai tap 25. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh binh hanh. Goi I 1a trung diém ctia SD. Hai mat phang (IAC)
va (SBC) cat nhau theo giao tuyén Cx. Chiing minh rang Cx || SB.

Bai tap 26. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh binh hanh, AC va BD cat nhau tai O. Goi I 1a trung diém ctia
SO. Mit phang (ICD) cat SA, SB lan lugt tai M, N.

a) Hay noi céch xac dinh hai diém M va N. Cho AB = a. Tinh MN theo a.
b) Trong mat phang (CDMN), goi K 1a giao diém ctia CN va DM. Ching minh SK || BC || AD.
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4.3 Puong thang va mit phang song song

4.3.1 Khai niém

Pinh nghia 4.4. Duong thang a song song vdi mét phing (P) néu chiing khong cd diém chung.
Dinh ly 4.9.

Néu duong thing a khong nim trong mét phing (P) va song song vdi mot duong a
thing b nao d6 nam trong (P) thi a song song vdi (P).

4.3.2 Tinh chit co ban cta duong thang va mit phang song song
Dinh 1y 4.10. Cho duong thing a song song vdi mit phing (P). Néu mdt phang (Q) chita a, cit (P) theo giao tuyén b thi

a song song vdi b.

Hé qua 4.2. Cho duomg thing a song song vdi mit phing (P). Néu qua diém M a
thugc (P) ta vé duomg thiang b song song vdi a thi b phdi nim trong (P).

P

Hé qua 4.3. Néu hai mét phang phin bi¢t ciing song song vdi mgt duong thing thi giao tuyén
ctia chiing (néu c6) ciing song song vdi dwong thang do.

Dinh 1y 4.11. Néu a va b la hai duong thing chéo nhau thi qua a, c6 mot va chi mot mit phing song song vdi b.

$> BAI TAPSY

NHAN DANG VI TRi TUONG POI DPUONG VA MAT

Bai tap 1. Mo ta vi tri tuong ddi ctia cac duong théng a,b,c,d, evéi mat phéng (P) la mat truGe cuia toa nha trong
hinh dudi day.
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CHUNG MINH DUGNG SONG SONG VOI MAT

Bai tdp 2. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD 1a hinh binh hanh tdam O. Goi M, N lan luot la trung diém SA,
SD. Chiing minh ré“mg:

a) BC || (SAD). b) AD || (SBC). ¢) MN | (ABCD).

d) MN || (SBC). e) MO || (SCD). f) NO || (SBC).
Bai tap 3. Cho hinh chép S.ABC c6 M la trung diém ctia AB. Goi (P) la mat phang chita CB va song song v6i SA,
(Q) 1a mit phang chita CM va song song véi SA.

a) Tim giao tuyén ctia hai mit phang (P) va (Q).

b) Vé duong thang b qua Bvab || SA. Chiing minh b C (P).
Bai tap 4. Cho tir dién ABCD. Goi M va N 1an luot 1a trong tdm ctia cac tam gidc ACD va BCD. Ching minh rang
MN song song véi cac mat phang (ABC) va (ABD).

Bai tap 5. Cho hinh ch6p S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N lan lugt la trung diém ctia cac canh
ABvaCD.

a) Ching minh MN song song véi cac mat phang (SBC) va (SAD).
b) Goi E la trung diém ctia SA. Ching minh SB va SC déu song song véi mat phang (MNE).

Bai tip 6. Cho hinh chop S.ABCD, ddy ABCD la hinh binh hanh ¢6 O 1a giao diém hai duong chéo. Cho M 1a
trung diém cta SC.

a) Chiing minh duong thang OM song song v6i hai mét phang (SAD) va (SAB).
b) Tim giao tuyén ctia hai mat phang (OMD) va (SAD).

Bai tap 7. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khong nam trong cting mot mat phang. Goi O va O’ 1an lugt
la tdm caa ABCD va ABEF.

a) Chiing minh duodng thang OO’ song song véi cdc mat phang (CDFE), (ADF) va (BCE).
b) Goi M va N lan luot 1a trung diém ctia AF va BE. Chiing minh MN || (CDFE).
¢) Tim giao tuyén ctia hai mat phang (OMN) va (ABCD).

Bai tap 8. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh binh hanh va mét diém M di dong trén canh AD. M6t
mat phéng (&) qua M, song song véi CD va SA, cat BC, SC, SD lan lugt tai N, P, Q.

a) MNPQ la hinh gi?
b) Goi Il = MQ N NP. Ching minh réng I luén luon thudoc mot duong th:fmg ¢6 dinh khi M di dong trén AD.

Bai tap 9. Cho ti dién ABCD va diém M thudc canh AB. Goi () 1a mat phang qua M, song song v6i hai duong
thang BC va AD. Goi N, P, Q 1an lugt 1a giao diém ctia mat phang («) vé6i cac canh AC, CD va DB.

a) Ching minh MNPQ la hinh binh hanh.

b) Trong truong hgp nao thi MNPQ la hinh thoi?
Bai tip 10. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh thang, day 1on AB. Goi M la trung diém cta CD, (P) la
mat phang qua M song song v6i SA va BC. Tim giao tuyén ctia (P) v6i cdc mat ctia hinh chép S.ABCD.
Bai tap 11. Cho ta dién ABCD ¢6 G la trong tam AABC, M € CD véi MC = 2MD.

a) Chung minh MG | (ABD).
b) Tim (ABD) N (BGM).

c) Tim (ABD) N (AGM).
Bai tap 12. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh chit nhét ¢6 tam O. Goi G la trong tam tam giac SAD
va E la diém trén canh DC sao cho DC = 3DE, I la trung diém AD.

a) Chiing minh OI || (SAB) va OI || (SCD).

b) Tim giao diém P ctia IE va (SBC). Chiing minh GE || (SBC).
Bai tap 13. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD 1a hinh binh hanh. Goi M, N lan lugt 1a trung diém AB va CD.

a) Chung minh MN || (SBC) va MN || (SAD).
b) Goi P la trung diém canh SA. Ching minh SB || (MNP) va SC || (MNP).
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c) Goi G, I 1a trong tam ctia tam giac ABC va SBC. Chung minh GI || (PAM).
Bai tap 14. Cho hinh chép S.ABCD c6 déy la hinh thang day 16n AB, v6i AB = 2CD. Goi O la giao diém cta
AC va BD, I 1a trung diém cta SA, G la trong tdm ctia tam gidc SBC va E 1a mot diém trén canh SD sao cho
3SE = 25D. Chung minh:

a) DI || (SBC). b) GO || (SCD). c) SB | (ACE).
Bai tap 15. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy 1a hinh binh hanh tdm O. Goi M, N 1a trung diém ctia cac canh AB, AD.
. SI s] 2 3 .
I, ] thud ho — = — = -.
Goi I, ] thudoc SM, SN sao cho SM—SN 3 Chting minh
a) MN || (SBD). b) I] || (SBD). c) SC | (1JO).

Bai tap 16. Cho ti dién ABCD. Goi G va P lan luot la trong tdm cda tam giac ACD va ABC. Chiing minh ré‘mg
GP || (BCD), GP || (ABD).

Bai tap 17. Cho ti dién ABCD, G la trong tdm ctia tam gidc ABD va I 1a diém trén canh BC sao cho BI = 2IC.
Chung minh IG || (ACD).
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4.4 Hai mit phang song song

4.41 Khai niém hai mit phing song song

Pinh nghia 4.5. Hai mit phang duoc goi la song song néu chiing khong cd diém chung.

Dinh 1y 4.12. Néu mit phing (P) chita hai duong thing a, b cit nhau va hai duong thing do ciing song song vdi mdt phiang
(Q) thi (P) song song vdi (Q).

Dinh ly 4.13. Qua mgt diém niam ngoai mot mét phing cho trudc c6 mt va chi mot mit phing song song vdi mét phing
do.

Dinh 1y 4.14. Cho hai mét phing (P) va (Q) song song vdi nhau. Néu (R) cit (P) thi cat (Q) va hai giao tuyén ciia chiing
song song vdi nhau.

4.4.2 Dinh ly Thalés trong khong gian

Dinh 1y 4.15. Ba mgt phang doi mot song song chin trén hai cdt tuyén bét ki cdc doan
thang tuong iing ti Ié.

/ c’

4.4.3 Hinh lang tru va hinh hop

Dinh nghia 4.6. Cho hai mit phiang (P) va (P') song song vdi nhau. Trén (P) cho da gidc 16i A1Aj ... Ay. Qua cdc dinh
ctia da gidc nay, ta vé cdc dwong thing song song vdi nhau va cit (P') lan lugt tai A}, Ab, ..., A},. Hinh tao bdi cdc hinh
binh hanh A1 Ay AL A, Ay A3ALA), ..., Ay A1 AL Al vi hai da gide A1As ... Ay, AYAL ... Al goi la hinh ling tru, ki hiéu
A1Ay ... Ay - ALAL . Al Trong hinh ling tru A1A, ... Ay, A1 AL ... Al ta goi

e Haida gidc AA; ... Ay va A A) ... Al 1d hai mét ddy ndam trén hai mt phing song song.
o Cicdién Ay, Ay, ..., A AL A, ..., Al i cic dinh.

o Cdc hinh binh hanh A1 Ay AL A, Ay A3 ALA), ..., Ay A1 AL A, la cic mét bén.

e Cic doan thaing A A}, A2 A), ..., Ay Al la cic canh bén.

e Cic canh bén song song va bang nhau.

e Cdc canh ctia hai da gidc ddy la cic canh ddy. Cdc canh ddy twong iing song song va bing nhau.

Luu y 4.7. Hinh ling tru co day la tam gidc, tir gidc, ngii gidc,. . . tuong 1ung duoc goi la hinh lang tru tam gidc, hinh ling
tru tir gidc, hinh ling tru ngi gidc,. . .

F E’
! I A D
Al I I D' g ‘
! \
" C. '\ J
| | Iy .
| | [ L/
| | (Y Z
| | [ ~ 5
Flt‘\\ : B — : - =
i Op | T
Al*’A”f"’\’A”f"Dl 2 N R
| N | A/yyffL,a,,,,‘,xz D
\ C1 1 e
I I L ‘\
_+----r-1E 77 \
//’ F N /,// \
A D L7 |
e
B C B C

Dinh nghia 4.7. Hinh hop la hinh ling tru co ddy la hinh binh hanh. Trong mot hinh hop ta cé

e Sdu mgt la sdu hinh binh hanh. M6i mét déu cé mot mdt song song vdi no.
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* Hai mdt nhu thé goi la hai mdt déi dién.
e Doan thing ndi hai dinh doi dién goi la duong cheo.

e Bon duong chéo cit nhau tai trung diém ctia méi duong.

$> BAI TAPSS

NHAN DANG VI TR TUONG POI

Bai tap 1. Hop gidy c6 cac mit la hinh chit nhat & Hinh 3a dugc vé lai v6i cac dinh 1a A, B,C, D, A’, B',C/, D' nhu
Hinh 3b. Quan sat hop gidy va chi ra cac cip mat phang song song v6i nhau & Hinh 3b.

B C
[}
I
I
l
|
A : D
Linininiainie iy c
7 /B
The Life & tovn s 4 A D'
Hinh 3a Hinh 3b

CHUNG MINH HAI MAT PHANG SONG SONG

Phuong phap giai 4.4. Cdch chiing minh hai mét phing song song, ta can chi ra

a| (a)
bl (a)
a,b C (B)
anb=A

= (a) || (B)-

Bai tap 2. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh thang ABCD day 16n AD va AD = 2BC. Goi M va N lan lugt
la trung diém ctia SA va AD. Chiing minh rang hai mat phang (BMN) va (SCD) song song v&i nhau.

Bai tap 3. Cho ti dién ABCD. Goi M, N, P 1a trung diém ctia AB, AC, AD. Ching minh (MNP) || (BCD).

Bai tap 4. Cho hinh chép S.ABCD c6 ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N, P la trung diém ctia SA, SB, SC. Chung
minh (MNP) || (ABCD).

]%éi tap 5. Cho hinh chép S.ABC. Cacdiém I, ], K 1an luot 1a trong tam cua tam giac SAB, SBC, SCA. Chuing minh
rang (IJK) || (ABC).

Bai tap 6. Cho hinh chép S.ABCD c6 ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N, P la trung diém cta AD, BC,SA. Chung
minh (MNP) || (SCD).

Bai tap 7. Cho hinh binh hanh ABCD va ABEF nam & hai mat phang khac nhau. Chtiing minh rang (ADF) ||
(BCE).

Bai tap 8. Cho hinh chép S.ABC ¢6 G la trong tdm tam gidc ABC. Goi M, N 1a 2 diém trén canh SA sao cho
SM = MN = NA.

a) Chung minh GM || (SBC)

b) Goi D la diém déi xiing ctia A qua G. Chitng minh (MCD) || (NBG)
Bai tap 9. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh binh hanh. Goi I, H,K lan luot 1a trung diém cta SA, SB, SC.
Goi M la giao diém ctia AH va DK, N la giao diém ctia DI va CH.

a) Chung minh (IHK) || (ABCD).
b) Ching minh (SMN) || (IHK).
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Bai tap 10. Trong mat phang (P), cho hinh binh hanh ABCD. Vé cac nita z
duong thang song song véi nhau, nam vé mot phia dbi véi (P) va lan lugt di
qua céc diém A, B,C, D. Mot mat phang (P') cat bén ntra dudng thang néi
tréntai A’, B, C’,D’.

a) Chung minh mp(AA’, BB') song song véi mp(CC’, DD').

b) Ching minh ti gidc A’B’C'D’ 1a hinh binh hanh.

c) Goi O va O’ 1an luot la giao diém cta hai duong chéo ctia ABCD va

A'B'C’'D’. Chiing minh OO’ || AA’.

Bai tap 11. D€ lam mot khung 1ong dén kéo quan hinh lang tru
luc gidc ABCDEF.A'B'C’'D’E'F/, Binh gén hai thanh tre A D;,
F,C; song song v6i mat phang ddy va cat nhau tai Oy (hinh bén
dudi).
a) Xéc dinh giao tuyén ctia mat phang (A; D, F;C;) véi cac
mat bén cta lang tru.
b) Chobiét A’A; = 6AA;va AA’ =70 cm, tinh CCy va CC'.

Bai tap 12. Cho hinh chép S.ABCD c6 ABCD la hinh binh hanh. Goi M 1a diém trén AD. Goi («) la mat phang
qua M va song song v6i AB va SC. Ching minh («) || (SDC).
Bai tap 13. Cho hinh chép S.ABCD c6 déy la hinh thang véi AD || BC va AD = 2BC. Goi ] la trung diém SD va
O =ACNBD.

a) Tim giao diém ctia dudng thang SA v6i mat phang (BC]J)

b) Goi E, F, Q 1an lugt 1a trung diém ctia AD, DE, OA. Tim giao tuyén ctia 2 mat phang (SQE) va (SCF).

¢) Goi M la diém thudc doan SC sao cho MC = 3MS. Chiing minh rang hai méat phang (MFJ) va (SQE) song

song voi nhau.

Bai tap 14. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh binh hanh tdm O. Goi M, N lan lugt 1a trung diém ctia SA va
SD.

a) Chung minh (OMN) || (SBC)

b) Goi P va Q la trung diém ctia AB va ON. Chung minh PQ || (SBC).
Bai tap 15. Cho hinh chép S.ABCD, day la hinh binh hanh tam O. Goi H, K, I lan luotla trung diém cta SA,CD, KS
a) Chung minh (OHK) || (SBC)
b) Goi J 1a diém trén (ABCD) va cach déu AB, CD. Chimng minh I] || (SAB)
c) Gia st tam gidc SAD, ABC déu can tai A. Goi AE, AF la cac duong phén giac trong cta tam giac ACD va
SAB. Ching minh EF || (SAD).
Bai tap 16. Cho ba mat phang (P), (Q), (R) d6i mot song song. Hai dudng thing d va d’ cat ba mat phang
(P), (Q), (R) lan luct tai A, B,C va A’,B',C'. Cho AB = 3,BC =7, A'C’ = 20. Tinh cac do dai A'B’, B'C’.
Bai tap 17. Cho hinh hop ABCD - A'B'C'D’. Chiing minh (BDA’) va (B'D’'C) 1a cac mit phang song song.
Bai tap 18. Trong mat phang (P) cho hinh binh hanh ABCD. Ta dung cac nita dudng thang song song v6i nhau
va nam vé mot phia d6i véi (P) 1an luot di qua cac diém A, B, C, D. Mot mét phang (Q) cat bén ntra duong thang
néi trén tai A’, B’,C’, D’. Ching minh rang AA’ + CC' = BB+ DD’.
Bai tap 19. Cho hinh chép S.ABCD, dday ABCD la hinh binh hanh ¢6 O la giao diém cta hai duong chéo. Goi
M, N 1an luot 1a trung diém ctia SA, SD.
a) Chiing minh rang (OMN) || (SBC).

b) Goi E la trung diém ctia AB va F la mét diém thudc ON. Chiing minh EF song song vdi (SBC).
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Bai tap 20. Cho hai hinh vuéng ABCD va ABEF & trong hai mét phang khac nhau. Trén cac dudng chéo AC va
BF lan luot 14y cac diém M, N sao cho AM = BN. Cac dudng thang song song véi AB vé tit M, N 1an lugt cat
AD, AF taiM', N'.

a) Chung minh (CBE) || (ADF).
b) Chung minh (DEF) || (MNN'M’).

Bai tap 21. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’. Goi G va G’ 1an lugt 1a trong tdm ctda hai tam giac B'D’ A va BDC'.
Ching minh G va G’ chia doan A’C thanh ba phan bang nhau.

MW THANG LONG BINH TAN Trang 68



KHAI PHONG NANG LUC TOAN 11

4.5 Phép chiéu song song

4.5.1 Khai niém phép chiéu song song
Dinh nghia 4.8.
Trong khong gian, cho mdt phang (P) va duong thiang 1 cit (P). Vi méi diém
M trong khong gian, vé mot duong thang di qua M va song song hodc triing M !
vdi 1. Duong thiang nay cit (P) tai M'. Phép cho tuong 1ing méi diém M trong /
khong gian vdi diém M’ trong (P) dugc goi la phép chiéu song song lén mit \ \
M/

Phuong chiéu

phang (P) theo phuong 1.

P\ /| .

Miit phing chiéu
o Mt phing (P) duoc goi la mit phang chiéu va duong thang | duoc goi la phuwong chiéu ciia phép chiéu song song
noi trén.
e Phép chiéu song song theo phuong | con dugc goi tit Ia phép chiéu theo phurong |.
o Diém M’ goi la dnh ciia diém M qua phép chiéu theo phuong .

e Cho hinh 2 trong khong gian. Ta goi tip hop ' cic dnh M’ cila tit cd nhitng diém M thudc S qua phép chiéu
song song theo phitong 1 1a hinh chiéu song song ctia 7 1én mit phiang (P).

4.5.2 Cac tinh chat co ban ctia phép chiéu song song
Dinh 1y 4.16.

e Hinh chiéu song song ctia mot duong thing la mét duong thang. Hinh chiéu song song ctia mot dogn thing la mot
doan thang. Hinh chiéu song song ciia mt tia o mot tia.

e Hinh chiéu song song ciia hai duong thing song song la hai dwong thang song song hodc trimg nhau.
e Phép chiéu song song bién ba diém thing hang thanh ba diém thang hang va khong lam thay d6i thit tu ba diém do.

e Phép chiéu song song khong lam thay d6i ti s6 d6 dai ciia hai dogn thing nam trén hai duong thing song song hogc
trung nhau.

4.5.3 Hinh biéu dién cta mét hinh khéng gian
Pinh nghia 4.9. Hinh biéu dién ciia mt hinh A trong khong gian la hinh chiéu song song ciia J trén mot mét phang
theo m@t phuong chiéu nao dé hojc hinh dong dang vdi hinh chiéu do.

Luu ¥ 4.8. Dua theo tinh chit ciia phép chiéu song song, ta phdi tudn theo mot s6 quy tic khi vé hinh biéu dién, chang han
nhu

a) Néu trén hinh A c6 hai dogn thang ndm trén hai duong thing song song (hodc trimng nhau) thi chiing duoc biéu dién
bing hai doan thang nim trén hai duong thing song song (hodc tring nhau) va ti s6 d dai ciia hai doan thing nay
phdi bing ti s6 d6 dai ciia hai dogn thing tuong iing trén hinh .

b) Néu hinh phang nam trong mdt phang khong song song vdi phuong chiéu thi
* Hinh biéu dién cila mgt duong tron thuong la mot elip.
* Hinh biéu dién ciia mot tam gidc (vudng, cin, déu) la mot tam gidc.

e Hinh biéu dién ciia hinh vuong, hinh chit nhdt, hinh thoi, hinh binh hanh la hinh binh hanh.

$> BAI TAPSS

Bai tap 1.
a) Tim hinh chiéu song song ctia doan thang AC, tia AB va duong thang AD trong Hinh b).
AB A'B
CD’ C'D"”
DA DA’
DB’ D'B"”
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[ ]/

A / B’
D' P

a)
Bai tap 2. Quan sat bén dudi va tim hinh biéu dién cta
a) doan thang AB.
b) tam giac ABC.

c) duong tron (C) tam O.
//v/?\ (C)

Q\,AAAA

b)
Bai tap 3. Ve hinh biéu dién va néu nhan xét vé hinh biéu dién ctia cdc mat ctia cac hinh sau

a) Hinh hop.
b) Lang tru c6 day la luc giac déu.

c) T dién.
Bai tap 4. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao ding?

a) Mot duong thang c6 thé song song v6i hinh chiéu ctia né.
b) Mot duong thang c6 thé triing véi hinh chiéu ctia né.
¢) Hinh chiéu song song ctia hai dudng thang chéo nhau c6 thé song song véi nhau.
d) Hinh chiéu song song ctia hai dudng thang chéo nhau c6 thé tring nhau.
Bai tap 5. Vé hinh biéu dién ctia mét luc giac déu.

Bai tap 6. Vé hinh biéu dién ctia mot hinh vuong ndi tiép trong mot hinh tron.
Bai tap 7. Cho hai diém A, B ndm ngoai mat phang («) va duong thang d cat («). Gia st duong thang AB cat («)

tai diém O. Goi A’ va B’ 1an lugt la hinh chiéu song song ctia A va B trén («) theo phuong ctia dudng thang d. Ba
diém O, A’, B’ ¢6 thang hang khong? Vi sao? Chon d sao cho

a) A'B' = AB.
b) A’B' = 2AB.
Bai tap 8. Vé hinh biéu dién cta
a) Hinh lang tru c6 déy 1a tam giac déu.

b) Hinh lang tru c6 ddy 1a luc gidc déu.

c) Hinh hop.
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4.6 Bai tap cudbi chuong

$> BAI TAP<S
Bai tap 1. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’. Goi M va N 1an lugt 1a trung diém ctia AB va A’B’ va O 1a mot diém
thudc mién trong ctia mat bén CC'D’D. Tim giao tuyén ctia mat phang (OMN) véi cac mét ctia hinh hop.
Bai tdp 2. Cho hinh chép S.ABCD véi ABCD 1a hinh thoi canh 4, tam giac SAD déu, M 1a diém trén canh AB,
(«) 1a mat phang qua M va («) || (SAD) cat CD, SC, SB lan luot tai N, P, Q.

a) Chiing minh rang MNPQ 1a hinh thang can.

b) Pat AM = x, tinh dién tich MNPQ theo a va x.
Bai tap 3. Cho mat phang («) va hai duong thang chéo nhau a, b cat («) tai A va B. Goi d 1a dudng thang thay déi
ludn ludn song song véi () va cat a tai M, cat b tai N. Qua diém N dung duong thang song song véi a cat («) tai
diém C.

a) Ta giac MNCA la hinh gi?

b) Chiing minh ré‘mg diém C luon ludn chay trén mot duong théng c6 dinh.
Bai tap 4. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF nam trong hai mit phang khéac nhau. Lay cac diém M, N 1an
lugt thudc cac dudng chéo AC va BF sao cho MC = 2MA; NF = 2NB. Qua M, N ké cic dudng thang song song
v&i AB, cat cac canh AD, AF 1an luot tai My, Nj. Chung minh rang

2) MN || DE; b) MiN || (DEF); o (MNNMy) || (DEF).
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Chuong 5
Thong ke
5.1 S6 trung binh va mét ctia mau s6 liéu ghép nhém

5.1.1 Sé liéu ghép nhom

Dinh nghia 5.1. Mdu so liéu ghép nhom thuong dugc trinh bay dudi dang biang thong ké cé dang nhur sau:

Bdng 1: Bdng tdn s6 ghép nhom
Nhom | [uy;up) | [ug;us) | ... | [ug; tgsq)
Tan so n1 Mo . "

Luuy 5.1.
* Bing trén gom k nhom [uj;ujq) 06i 1 < j < k, mbi nhom gom mt s gid tri dugc ghép theo mot tiéu chi xdc dinh.
o Comaun =ny+ny+---+n.
e Gid tri chinh giita méi nhém dugc dung lam gid tri dai dién cho nhém dy. Vi dy nhém [uq;up) c6 gid tri dai dién la
1
= (ug +up).
5 (11 +u2)
* Hiéu ujq — uj duoc goi la dj dai ciia nhom [uj; uj 1 ).
Luu y 5.2. M6i mdu s6 liéu c6 thé duoc ghép nhom theo nhiéu cich khdc nhau nhung thuong tudn theo mét s quy tic sau:
o Sirdung tirk = 5dén k = 20 nhém. C& mau cang lon thi can cang nhiéu nhom sé ligu. Cdc nhom cé ciing dg dai bang
L thod man R < k - L, trong do R la khoang bien thién, k la s6 nhom.
e Gid tri nhé nhat ciia mdu thudc vao nhém [uq;uy) va cang gan uy cang tot. Gid tri Ion nhét ciia mau thuc nhém
[Ug; Ugy1) va cang gan Uy q cang tot.
Luuy 5.3.
o Cic dau miit ciia cdc nhém cd thé khong la gid tri ciia mau so ligu.
e Ta hay gip cdc bing s6 ligu ghép nhom 1o s6 nguyén, ching han nhu bing thong ké s 16i chinh td trong bai kiém tra
gitia hoc ki 1 mén Ngit Viin ciia hoc sinh khoi 11 nhu sau:

S616i | [1;2] [ [3;4] [ [5;6] | [7:8] | [9; 10]
Sébai| 122 | 75 | 14 | 5 2

Bing s0 ligu nay khong cd dang nhu Bing 1. Dé thudn lgi cho viéc tinh cdc s6 dic trung cho bang so liéu nay, nguoi
ta hiéu chinh vé dang nhu Bdng 1 biang cdch thém va bét 0,5 don vi vao ddu miit bén phdi va bén trdi ciia méi nhém so
liéu nhu sau:

S616i [[05;25) [ [25:45) | [45;65) | [65;85) | [85;10,5)
Sébai| 122 75 14 5 2

5.1.2 S6 trung binh
Dinh nghia 5.2. Sé trung binh cud mau so liéu ghép nhom, ki hiéu x, duoc tinh nhu sau

7= n1c1 + npCy + - - - + NkCk
- 7
n

trongdon =mny+ng+---+mnvac, i =1,...,kladai dién ciia cic nhom.
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Luuy 5.4. Y nghia ciia s6 trung binh ciia mdu s ligu ghép nhom: S6 trung binh ciia mdu s6 liéu ghép nhom la gid tri xdp
xi cho s0 trung binh ciia mdu so liéu goc. NG thuong dimg dé do xu thé trung tdm ciia mdu sé ligu.
513 Mot

Dinh nghia 5.3. Nhom chita mét ciia mdu s6 ligu ghép nhom la nhom cd tin s6 lon nhat. Gid sit nhom chita mot la
[tm; Uy y1), khi d6 mét ciia mdu s6 liéu ghép nhom, ki hiéu la My, dugc xdc dinh bdi cong thiic

Ny — Nyy—1
(”m - 1’177771) + (”m - nm+1)

My = uy + : (um+1 — Mm) .

Luu y 5.5. Néu khong cé nhém ké trudc ciia nhom chita mot thi u,, 1 = 0. Néu khong cé nhém ké sau ciia nhém chita mot
thi nm+l - O

Luuy 5.6. Ynghia ciia mét ciia mau sé liéu ghép nhom
o Mot ciia mdu s0 liéu khong ghép nhom la gid tri co khd ning xudt hién cao nhit khi lay mdu. MOt ctia mdu s6 ligu sau

khi ghép nhém Mo xdp xi vdi mot ciia mau s6 ligu khong ghép nhom. Cic gid tri nam xung quanh My thuong cd khd
ning xudt hié¢n cao hon cdc gid tri khdc.

o Mot mdu sé ligu ghép nhom c6 thé cé nhiéu nhom chita mot va nhiéu mot.

$> BAI TAP<S

Bai tap 1. Tinh gia tri dai dién va do dai ctia méi nhém trong mau sb liéu sau

Khoang tuoi [20; 30) | [30; 40) | [40; 50) | [50; 60) | [60; 70)
So0 khach hang nu 3 9 6 4 4
Bai tdp 2. Can ndng cta 28 hoc sinh nam 16p 11 dugc cho nhu sau:

554 62,6 542 56,8 58,8 594 60,7 58 59,5 63,6 618 52,3 63,4 57,9
49,7 45,1 56,2 63,2 46,1 49,6 59,1 553 558 455 46,8 54 492 52,6

Hay chia mau dit liéu trén thanh 5 nhém, 14p bang tan s6 ghép nhém va xac dinh gid tri dai dién cho méi nhém.
Bai tap 3. Mot clra hang da thong ké sb ba 16 ban dugc méi ngay trong thang 9 véi két qua cho nhu sau:

12 29 12 19 15 21 19 29 28 12 15 25 16 20 29
21 12 24 14 10 12 10 23 27 28 18 16 10 20 21

Hay chia mau s6 liéu trén thanh 5 nhém, 14p bang tan s6 ghép nhém, hiéu chinh bang tan s6 ghép nhém va xéac
dinh gia tri dai dién cho mdi nhém.
Bai tap 4. Két qua khdo sat can ndng ctia 25 qua cam ¢ mdi 16 hang A va B dugc cho & bang sau:

Can nang (g) [150;155) | [155;160) | [160;165) | [165;170) | [170;175)
S6 qua cam &'16 hang A 2 6 12 4 1
S6 qua cam &'16 hang B 1 3 7 10 4

a) Hay udc lugng can ndng trung binh cia mdi qua cam §16 hang A va 16 hang B.
b) Néu so sanh theo s6 trung binh thi cam & 16 hang nao ndng hon?

Bai tap 5. Mot cong ty xay dung khao sat khach hang xem ho ¢6 nhu cau mua nha & mtc gid nao. Két qua khao
sat dugc ghi lai § bang sau

Murc gia . . . . .
(triéu dong/m?) [10;14) | [14;18) | [18;22) | [22;26) | [26;30)
S6 khach hang 54 78 120 45 12

a) Tim mét ctia mau s6 liéu ghép nhom trén.
b) Cong ty nén xay nha & mic gid nao dé nhiéu ngudi c6 nhu cau mua nhét?

Bai tap 6. S6 cudc goi dién thoai mot ngudi thuc hién méi ngay trong 30 ngay duoc lya chon ngdu nhién duge
thong ké trong bang sau:

SO cudc goi | [3;5] | [6;8] | [9;11] | [12;14] | [15;17]
Séngay | 5 | 13 | 7 3 2

a) Tim mot ctia mau s6 liéu ghép nhom trén.
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b) Hay du dodn xem khé ning ngudi d6 thuc hién bao nhiéu cudc goi mdi ngay la cao nhat.
Bai tap 7. Anh Vin ghi lai cy li 30 1dn ném lao ctia minh & bang sau (don vi: mét):
72,117291702(709|722|715(725(693|723|69,7

723171,5|71,2169,8|723|71,1|695|722|71,9|73,1
71617131722 71,8|708 722|722 |729|72,7|70,7

a) Tinh cy li trung binh ctia méi lan ném.
b) Téng hop lai két qua ném cta anh Van vao bang tan s6 ghép nhom theo mau sau:

Culi (m) [ [69,2;70) [ [70;70,8) | [70,8;71,6) | [71,6;72,4) | [72,4;73,2)
Sé 1an ? ? ? ? ?

¢) Hay udc lugng cu li trung binh méi lan ném tir bang tan s6 ghép nhom trén.
d) Kha ning anh Van ném dugc khoang bao nhiéu mét la cao nhat?
Bai tap 8. Ngudi ta dém s6 xe 0 t0 di qua mot tram thu phi mdi phuit trong khoang thoi gian tir 9 gioy dén 9 git 30
phiit séng. Két qua dugc ghi lai & bang sau:
15|16 |13 21|17 |23 |15|21| 6 |11 12|23 |19 |25 |11
25|17 129|10(28(29(24| 6 |11|23|11|21| 9 |27|15

a) Tinh s6 xe trung binh di qua tram thu phi trong méi phuit.
b) Téng hop lai s6 liéu trén vao bang tan s6 ghép nhém theo mau sau:

S6 xe | [6;10] | [11;15] | [16;20] | [21;25] | [26;30]
S6lan| 2 ? ? ? ?

¢) Hay udc lugng trung binh s6 xe di qua tram thu phi trong mdi phtit tir bAng tan s6 ghép nhém trén.
Bai tap 9. Mot thu vién théng ké sb lugng sach dugc mugn mdi ngay trong ba thang & bang sau:

Sb sach | [16;20] | [21;25] | [26;30] | [31;35] | [36;40] | [41;45] | [46;50]
Sbngay | 3 6 15 27 22 14 5

Hay udc lugng sb trung binh va mét ctia mau s liéu ghép nhom trén.
Bai tap 10. Két qua do chiéu cao ctia 200 cay keo 3 ndm tudi & mot nong truong dugc biéu dién & biéu do dudi
day.

Chiéu cao 200 ciy keo 3 nim tugi

(S6 cay)
60
55

35
30

20

o [85;8,8) [8,8;9,1) [9,1,9,4) (94;9,7) [9,7;10,0) (m)

Hay udc lugng sb trung binh va mét ctia mau s liéu ghép nhom trén.
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5.2  Trung vi va t« phan vi cia mau so liéu ghép nhom

5.2.1 Trungvi
Dinh nghia 5.4. Cong thiic xdc dinh trung vi ciia mdu sé ligu ghép nhom
o Goi n la cd mau.
o Gid sit nhom [uy; Uy, 41) chita trung vi;
* 11y la tan s ctia nhom chita trung vi;
e C=ny+ny+---+ny_1q.
Khi do

n

Me =ty + 2

- : (Mm+l - um) .

Lwu ¥ 5.7. Y nghia ciia trung vi ciia méu sé liéu ghép nhém: Tir dit ligu ghép nhom néi chung khong thé xdic dinh chinh
xdc trung vi ciia mau so liéu goc. Trung vi ctia mau so ligu ghép nhom la gid tri xap xi cho mdu so ligu goc va cd thé lay lam
gid tri dai dién cho mau so liéu.

5.2.2 Ta phan vi

Dinh nghia 5.5. Cong thiic xdic dinh tit phin vi ciia mau s6 liéu ghép nhom
Tit phin vj thit hai ciia mdu s6 ligu ghép nhém, ki hi¢u Qo, ciing hinh la trung vi ciia mdu s6 ligu ghép nhém.
Dé tim tir phdn vi thit nhat ciia mau so ligu ghép nhom, ki hiéu Q1, ta thuc hién nhu sau:

o Gid stt nhom [ty; Uy, 1) chita tif phdn vi thit nhat;
* 1y, la tan so ciia nhém ki phan vi thit nhit;
e C=mny+np+---+n,_q.

Khi do

n

Q1:”m+4

(U1 — ) -
m

Tuwong tu, dé'tim tik phin vi thit ba ciia mau s6 liéu ghép nhom, ki hiéu Qs, ta thuc hién nhu sau:
o Gid sit nhom [uj; ujy1) chita tit phin vi thit ba;
* n;j la tan so ctia nhom chita tit phn v thit ba;
e C=m+n+...+n1.

Khi do

3n

QB :M]‘+74 le . (1/!]‘+1 *M]‘).

- A -, A . - ~ 1 - N A . s, A <A )3
Luuy 5.8. Neu tir phan vi thir k la 5 (Xm 4 Xpy1), trong d6 Xy vA X1 thudc hai nhom lién tiep, of du nhir x, €
[uj_1;uj) 0 Xppq € [uj;uj41) thi taldy Qp = uj.
Luuy 5.9. Y nghia ciia tit phdn vi ciia mdu sé liéu ghép nhom:
* Ba diém tir phan vi chia mdu s6 ligu da sip xép theo thit tu khong gidm thanh bon phin déu nhau.
o Gibng nhu vdi trung vi, néi chung khong thé xdc dinh chinh xdc cdc diém ti phan vi ciia mau so liéu ghép nhom.
* B¢ ba tit phin vi ctia mdu s6 ligu ghép nhom la gid tri xdp xi cho ti phin vi ciia mdu s6 ligu goc va dugc sir dung lam
gid tri do xu the trung tdm ciia mau so liéu.

o Tt phin bi thit nhit va thit ba do xu thé trung tam ciia nita dudi (cdc dit ligu nhd hon Qy) va nita trén (cdc dit liéu lon
hon Q») ctia mau so liéu.

$> BAI TAPSY
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Bai tap 1. Két qua khdo sat can ndng ctia 25 qua bo § mot 16 hang cho trong bang sau:

Can nang (g) | [150; 155) | [155;160) | [160; 165) | [165;170) | [170;175)
So qua bo 1 7 12 3 2

Hay tim trung vi clia mau s liéu ghép nhém trén.
Bai tap 2. Trong tuan Ié bao vé moi trudng, cac hoc sinh khdi 11 tién hanh thu nhit vo chai nhya dé tai ché. Nha
truong thong ké ket qua thu nhat vo chai ctia hoc sinh khoi 11 ¢ bang sau:

So vo chai nhua | [11;15] | [16;29] | [21;25] | [26;30] | [31;35]
So hoc sinh 53 82 48 39 18

Hay tim trung vi ctia mau s liéu ghép nhom trén.
Bai tap 3. Trong mot hoi thao, thoi gian chay 200 m cia mdt nhoém céc van dong vién dugc ghi lai d bang sau:

Thoi gian (gidy) | [21;21,5) | [21,5,22) | [22;22,5) | [22,5;23) | [23;23,5)
S6 van déng vién 5 12 32 45 30

Dua vao bang s6 liéu trén, ban t8 chite mudn chon ra khoang 50% s6 van dong vién chay nhanh nhat dé tiép tuc

thi vong 2. Ban t6 chitc nén chon cac van dong vién c6 thoi gian chay khong qué bao nhiéu giay?

Bai tap 4. Thoi gian luyén tap trong mot ngay (tinh theo gid) ciia mot s6 van dong vién dugc ghi lai & bang sau:

Thoi gian luyén tap (gio) | [0;2) | [2;4) | [4;6) | [6;8) | [8;10)
So van dong vién 3 8 12 12 4

Hay xac dinh c4c ti phan vi ciia mau s6 liéu da cho.

Huan luyén vién muon xac dinh nhém gom 25% cac van dong vién c6 so gio luyén tap cao nhat. Hoéi huan luyén
vién nén chon cac van dong vién c6 thoi gian luyén tap tir bao nhiéu gio trd 1én vao nhom nay?

Bai tap 5. Mot hang xe 6 t6 thong ké lai s6 lan gap su cd vé dong co ctia 100 chiée xe cting loai sau 2 ndm st dung
dau tién ¢ bang sau:

Solangapsuco | [1;2] | [3;4] | [5:6] | [7;8] | [9;10]
So xe 17 33 25 20 5

a) Hay udc lugng céc ti phan vi cia mau s liéu ghép nhém trén.

b) Mot ngudi cho rang c6 trén 25% xe ctia hang gap khong it hon 4 su c6 vé dong co trong 2 ndm st dung dau
tién. Nhan dinh trén c¢6 hop li khong?

Bai tap 6. Mot ngudi thong keé lai thai gian thuc hién cac cude goi dién thoai cia ngudi d6 trong mot tuan & bang

sau:

Thoi gian ) ) ) ) ) )
(don vi: gidy) [0;60) | [60;120) | [120;180) | [180;240) | [240;300) | [300; 360)

S0 cudc goi 8 10 7 5 2 1

Hay udc lugng cac t phan vi ciia méu s6 liéu ghép nhom trén.
Bai tap 7. Mot phong kham thong ké s6 bénh nhan dén kham bénh méi ngay trong thang 4 ndm 2022 & bang sau:

S bénh nhan | [1;10] | [11;20] | [21;30] | [31;40] | [41;50]
So ngay 7 8 7 6 2

a) Hay udc lugng céc ti phan vi cia mau s liéu ghép nhém trén.

b) Quén Iy phong kham cho rang c6 khoang 25% s6 ngay kham c6 nhiéu hon 35 bénh nhan dén kham. Nhan dinh
trén c6 hop ly khong?

Bai tap 8. Luong thang ctia mot s6 nhan vién van phong dugc ghi lai nhu sau (don vi: triéu dong):

125196 11,7 12,7100 10,0 [ 122 98 [10,9]6,7 [ 13,6 | 9,2
131165107 89 |11,2]132] 83 | 11,111,984 6,7 | 13,8

a) Tim ti phan vi cua day s6 liéu trén.

b) Tong hop lai day sb liéu trén dya vao bang tan s6 ghép nhém theo mau sau:

Luong thang ) ] ] ]
(triéu dong) [6;8) | [8;10) | [10;12) | [12;14)
S0 nhan vién ? ? ? ?
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c) Hay udc lugng ti phan vi cia s6 liéu & bang tan s6 ghép nhom trén.
Bai tap 9. S6 diém mot cau tht béng rd ghi dugc trong 20 tran ddu dugc cho & bang sau:

25123121 |13| 8 |14 (15|18 |22 |11
241121141418 6 | 8 |25]10 |11

a) Tim t phan vi cda day s6 liéu trén.
b) Tong hop lai day s liéu trén vao bang tan sé ghép nhém theo mau sau:

Diém s6 | [6;10] | [11;15] | [16;20] | [21;25]
So tran ? ? ? ?

c) Hay udc lugng ti phan vi cia s6 liéu tir bang tan s6 ghép nhém trén.
Bai tap 10. Kiém tra dién lugng ctia mot s vién pin ti€u do mot hang san xuét thu dugc két qua nhu sau:

Pién luon.
(ngﬁin m A1g1) [0,9;0,95) | [0,95;1,0) | [1,0;1,05) | [1,05;1,1) | [1,1,;1,15)
So vién pin 10 20 35 15 5

Hay udc lugng sb trung binh, mdt va tir phan vi cia mau s6 liéu ghép nhém trén.
Bai tap 11. Can ndng ctia mot sb lgn con méi sinh thuodc hai gidng A va B dugc cho & biéu do dudi day (don vi:
kg).

Can nang ctia mot so
. lon con mai sinh
(S0 con)

40

30

20

10 1

O noul)  [L512)  [1,213) [1,314) (kg)

B GibngA W GibéngB

a) Hay so sanh can ndng ctia Ign con mdi sinh gidng A va giéng B theo sb trung binh va trung vi.

b) Hay udc lugng tir phan vi thit nhét va thit ba ctia cdn ning lon con mdi sinh gidng A va ctia can nang lgn con
mdi sinh giong B.
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5.3 Bai tap cuoi chuong
Cau 1. Thong ké diém trung binh mon Toan ctia mét s6 hoc sinh 16p 11 duge cho & bang sau:
Khoang diém | [65,7) | 7,7,5) | [7,5:8) | [8:85) | [85:9) | [9;9,5) | [9,5,10)
Tan s6 8 10 16 24 13 7 4

Hay udc lugng s6 trung binh, t& phan vi va mét ctia mau sd liéu ghép nhom trén.

Cau 2. Dé kiém tra thoi gian st dung pin ctia mot chiéc dién thoai mdi, chi An thong ké thoi gian sit dung dién

thoai ctia minh tir ltic sac day pin cho dén khi hét pin & bang sau:

Thoi gian st dung (gi0) | [7,9) | [9;11) | [11;,13) | [13,15) | [15;17)
So lan 2 5 7 6 3

a) Hay udc lugng thai gian st dung trung binh tir Idc chi An sac day pin dién thoai cho t6i khi hét pin.

b) Chi An cho rang c6 khoang 25% s6 1an sac dién thoai chi ding duge 10 gio. Nhan dinh ctia chi An ¢6 hgp li
khong?

Cau 3. Téng s6 lugng mua trong thang 8 do dugc tai mot tram quan trac dat tai Viing Tau tir ndm 2002 dén ndm

2020 dugc ghi lai nhu dudi day (don vi: mm)

121,8 158,3 334,9 2009 1656 161,5 1943 220,7 189,8 2432

1659 1659 134 173 169, 189, 254 168 255
(Nguon: Téng cuc Théng keé)
a) Xac dinh s trung binh, tit phan vi va mét ctia mau s6 liéu trén.
b) Hoan thién bang tan s6 ghép nhém theo mau sau:
Tong lugng mua trong thang 8 (mm) | [120;175) | [175;230) | [230;285) | [285;340)
SO nam ? ? ? ?

c) Hay udc lugng sb trung binh, ti phan vi va mét cia mau s6 liéu & bang tan sé ghép nhom trén.
Cau 4. Bang sau thong ké s6 ca nhiém mdi SARS-CoV-2 méi ngay trong thang 12/2021 tai Viét Nam.

Ngay | Soca | Ngay | Soca | Ngay | Soca | Ngay | SO ca
1 (15139 9 [15965| 17 |15685| 25 |16046
2 | 14295| 10 |15474| 18 |16363| 26 |15667
3 |14254| 11 [16830| 19 |16586| 27 |15310
4 14598 | 12 |15264| 20 |15420| 28 |14866
5 |14927| 13 [16035| 21 |16806| 29 |14299
6 |15215| 14 |15871| 22 |17044| 30 |20454
7 14433 | 15 |16192| 23 |16860| 31 |17004
8 |15223| 16 |15720| 24 |16633

(Nguon: worldmeters.info)
a) Xac dinh s6 trung binh va ti phan vi ctia mau s6 liéu trén. Mau s6 liéu ¢6 bao nhiéu c¢6 bao nhiéu gia tri ngoai
162
b) Hoan thién bang tan s6 ghép nhém theo mau sau:

S5 ca (nghin) | [14;15,5) | [15,5;17) | [17,18,5) | [18,5,20) | [20,21,5)
S6 ngay ? ? ? ? ?

c) Hay udc lugng sb trung binh va tit phan vi cia mau s6 liéu & bang tan s6 ghép nhom trén.
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Chuong 6
Ham so0 mu va ham so logarit

6.1 Phép tinh luy thua

6.1.1 Phép toan lity thira véi s6 mii nguyén am

Dinh nghia 6.1. Vi s6 nguyén ducong n, s6 thuc a # 0, luij thita ciia a vdi so6 mii —n xdc dinh bdi

Luuy 6.1.
o 1% =1vdimoiacR,a#0.

e 0002 07" (v6in > 0) khong cé nghia.

6.1.2 Luy thira véi s6 mi hitu ty
Dinh nghia 6.2. Cho so nguyén duong n (n > 2) va so thuc b bat ki. Néu cd s6 thiee a sao cho
a"=1b
thi a duoc goi la mot cin bdc n ciia b.
DPinh 1y 6.1. Cho n la s6 nguyén diong (n > 2), b la s6 thuc bat ki. Khi do:
a) Néu n la s6 chin thi:
e b < 0: khong ton tai cin bdc n ciia b.
e b=0: comot cin bicn cua b la 0.
® b > 0: 0 hai cin bc n ciia b doi nhau, ki higu gid tri duong la Vb vi gid tridm la — Vb.
b) Néu n li s6 16 thi c duy nhdt mot can bic n ciia b, ki hi¢u Vb.
Luuy 6.2
o Néu n chin thi cin thitc /b cé nghia chi khi b > 0.
o Néu n Ié thi cin thitc V/'b luon cd nghia v6i moi s6 thic b.

Tinh chat 6.1. Ta cd cdc tinh chit sau ddy (vdi diéu kién cdc cin thirc déu c nghia)

Ll) %%:W b) \:’\l/fg_ﬁ C) (W)m:nam‘

khin lé —
" W:{a inlé 0 Y ia= "

la|  khin chin.
~ A ~ A ~ 2 m P ~ N 2 ,. A ~ - A
DPinh nghia 6.3. Cho s0 thuc duong a va so hitu ty r = P trong dom, n € Z, n > 0. Luyj thira ciia a voi s0 mii v, ki hi¢u

a’, duoc xdc dinh boi

n
= va™

=3

a =a
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6.1.3 Luy thira véi s6 ma thuc
V6i a1a s6 thuc duong, a 1a s6 vo ti bat ki, ngudi ta chiing minh dugc rang 6 day s6 hitu ti () sao choa = liI_l"’_l n
n—-—+oo

va day sb (a™) c6 gi6i han khong phu thudc vao viéc chon day (ry).
Dinh nghia 6.4. Gidi han ciia day s6 (a™) dugc goi la luij thira ciia s6 thyuc duong a vdi s6 mil a, ki hi¢u la a®.
114

a* = lim a"ovoia = Lim 7.
n——+o00 n—r+00

'n

Luuy 6.3. 1* =1 vdi moi x € R.
Tinh chit 6.2. Cho a, b la nhiing s6 thuc duong; «, B la nhitng s6 thuc bat ki. Khi do:

a) a*-aP = a**P, b) a—ﬁ =a" P o (a%)f = b,
a
d) (ab)* = a*b" A R
) (ab)" = a"b*. e) (5) =5
$> BAI TAPSS
Bai tap 1. Tinh
3\ 2 1\ °
—4 2 _5\—1 -
a) 27°. b)9<4> . o) (=5 d)<2) .
-2
- 1 17 V2
Bai tap 2. Tim diéu kién ctia a dé biéu thirc sau c6 nghia
1 1 -2 2 _ 5
a) 5 b) RN o (2a+3)7~ d) (a*—3a+2)7".
Bai tap 3. Tinh gia tri biéu thuc
a) Cho4*+4™%=1.Tinh M = 2% +27% b) Cho25* +25"% =1.Tinh N =5% + 57%
¢) Cho 9" + 9% — 2. Tinh 3" + 3% d) Cho 9% +9~% = 7. Tinh M = 33 4 373%,
Bai tdp 4. Thuc hién phép tinh
3\ 2 1\ 72
a) 274 b) 9- (4> ) c) (2) - (V30 d) (-5)7L
1\ 1\? 1)’
0,.(= -2 (= .2 2\3 -
a2 () nen () an per v (L)

Bai tdp 5. Thuc hién phép tinh

a) V/(3—m)L b) V8- /4. o V22 d) {2

=
1
e) (V8)2. f) V3-v27. g) 252. h) (116>4

y (3¢ E ) 100%° e N 32.120 y (2 A
) (3) 100 ) (3) e () ()

Bai tap 6. Viét cac biéu thitc sau dudi dang liy thira ciia mot s6 voi s6 ma hiru ty

a) V23. b) | % c) 2v/8l. d) (Va)* (a>0).
e) Vx. f) Vx3.x>0. g) Va2, h) {/g (x > 0).

Bai tap 7. Viét cac biéu thitc sau dudi dang mét luy thira (a > 0)
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301 2 1 /1
a) Vava. b) ¥/a-Va3:Val c) a5-a2:a 5. d) Va2zVa2a.
a-Ja-Ya
9333V Vayava g Vi Va YL
(Yap -t
Bai tap 8. Viét cac biéu thuc sau dudi dang lity thira ctia mot s6 v6i s6 ma hiru ty
b\/E dz\ﬁ\ﬂ
4/ 53 5/YV 38 <3< /=
a) \/x2¢x,x > 0. b) pRVaR Q) sV3V3
Bai tap 9. Rut gon biéu thtc
62+V5 . 21-1/5 a+b 3 3 3/7\2
9 a—b  a+b d)f—\/g_\/ﬁ+\4/%
Vi Gt b Vi Gar b
Bai tap 10. Rut gon cac biéu thirc sau (a > 0,b > 0)
117 21 1 3 3 1 113
a) a3a2a6. b) a3a4 :ab. C) <2a Zb_2> (3a2b2)
Bai tap 11. Thuc hién phép tinh

a) (0,5v2)v8, b) 2273V5.8V5,

) 1 —0,75
d) 275 + (16> — 2505, e) (0,5v2)v8,

g) 31+2% . 9\3@

C) 3“2% : 9\%.
f) 22-3v5.gV5,

h) V272 + ¢/ 11? — /25.
Bai tip 12. Rut gon biéu thuc

—_

V-
a) ¥ 9\3/2 b) aﬁ<1> . Q) a V3. a(\/gfl)z.
aVb a
d) a™ Va2 : a*".

V3 V3+1 _1-V3
e) \/a\/a\/av/a. f) ( 4 ) a 3.

pv3-1 b2
2 2V2 _p2V3 g h) (aﬁ—l)\@ﬂ ) (xﬁy)ﬁ(gy_ﬁ)
(aﬁ - b\/§)2 ' aV5-1.g4—V5" ‘
> LUYEN TAP<S
Bai tap 13. Rut gon cac biéu thirc sau
_ (=8)*-(=15)° -8 32
VA= G e e b) B =43 +83.
3\ 3 —18)7-24. (—50)3
Q) C= (323) ’ d) D=L ()25)4.((4)5)
6. (_16)3. (03
o) E = 125 (Z16) (42) . f) F:(4%_10%+25%) (z%+5%>.
253 - [(-5)]
4
. V- Vea (VV2) - 81 ¥3. 9. V12
g G= : - . .
V32 (VV3)" - Vis- V276
Bai tap 14. Rut gon biéu thirc
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a) \/(aﬂ +b7)2 — (4%ab) " b) (0,001)3 — (—2) 2,643 — 8715 4 (90)2,
O (a—2+a"1)(az —a 2). d) (Va—Va+1)(Va+ Va+1)(a—a+1).
Bai tap 15. Rut ron biéu thic
40— 9271\’ (ﬂ%*b%) (a%Jra%b%er%)
a)A_<11)' b)B= N
2q2 —3a” 2 <a4—b4) <a4 +b4) az —|—b2)
Bai tap 16. So sanh céc cap sd
a) V2va 3. b) 7%0 va 4% c) 2390 ya 3200, d) 3000 ya 5400,
e) 4 V3va4a V2 f) 2v3va2l7, g) 2 2val. h) (0,013)" va 1.
Bai tap 17. So sanh cac cap s6
a) V10 va v/20. b) V/5va V7. o) V17 va v/28. d) V13 va v/23.

Sioa A, 3 1 e
Bai tap 18. Bietrang 4" = 3 Tinh gid tri cac biéu thic sau:

a) 16" + 167 b) (2¢ +27%)%

Bai tap 19. Choa = (2+v3) 'vab=(2—v3) L. TinhM = (a+1)"'+ (b+1)""

Bai tap 20. Choa = (5+2v6) 'vab=(5-2V6) L. Tinh M = (a+1)"' + (b +1)"
X

T 25745

Bai tap 22. Trong khoa hoc, ngudi ta thuong phai ghi cac s6 rat 16n hodc rat bé. D tranh phai viét va dém qua

nhiéu chi s6 0, ngudi ta quy udc cach ghi cac s6 dudi dang A - 10", trong d6 1 < A < 10 va m la s nguyén.

Khi mot sb duoge ghi dudi dang nay, ta néi né dugc ghi dudi dang ki hiéu khoa hoc. Chgmg han, khoang cach

149 600,000 km tir Trai D4t dén Mat Troi duge ghi dudi dang ki hiéu khoa hoc 1a 1,496 - 10° km.

Ghi céc dai lugng sau dudi dang ki hiéu khoa hoc:

Bai tap 21. Cho f(x) . Tinh £(2024) + f(—2023).

a) Van tbc anh sang trong chan khong 1a 299 790 000 m/s;

b) Khdi lugng nguyén tit ctia oxygen la 0,000 000 000 000 000 000 000 000 026 57 kg.
Bai tap 23. Tai mot ving bién, gid st cuong do anh sang I thay d6i theo do sau theo cong thic I = Iy - 1073,
trong d6 d 1a do sau (tinh bang mét) so véi mat ho, Iy 1a cuong do dnh sang tai mat ho.

a) Tai do sdu 1 m, cudng do anh séng ghp bao nhiéu lan I?

b) Cudng do anh sang tai do sdu 2 m gip bao nhiéu lan so véi tai do sdu 10 m? Lam tron két qua dén hai chix

sb thap phan.

Bai tap 24. Vi mot chi vang, gid st nguoi the lanh nghé ¢6 thé dat méng thanh 14 vang rong 1 m? va day khoang
1,94 1077 m. Dong xu 5 000 dong day 2,2 - 10> m. Can chong bao nhiéu 14 vang nhu trén dé c6 do day bang dong

xu loai 5 000 dong? Lam tron két qua dén chi s6 hang tram.
t

Sioa C A . 13 . 2. .
Bai tap 25. Tai mot xi nghiép, cong thuac P(t) = 500 - (2> duogc dung dé tinh gid tri con lai (tinh theo triéu
dong) ctia mot chiéc mdy sau thoi gian # (tinh theo ndm) ké tir khi dua vao st dung.

a) Tinh gia tri con lai cia may sau 2 nam; sau 2 nam 3 thang.

b) Sau 1 ndm dua vao st dung, gia tri con lai ciia may bang bao nhiéu phan trdm so véi ban dau?
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6.2 Phép tinh logarit

6.2.1 Khai niém

Dinh nghia 6.5. Cho hai s6 thuc duong a, b vdi a # 1. S6 thuc a théa man dang thirc a* = b duoc goi la logarit
co s6 a ctia b va ki higu la log, b.

a=log,b < a" =b.

Hé qua 6.1. Biéu thitc log, b chi cé nghia khia > 0, a # 1va b > 0. Tir dinh nghia logarit, ta co:
® log,1=0; (1)
® log,a=1, (2)
* log, A =b; (3
o a8l =1b (4
Hai cong thitc (3) va (4) cho thdy phép ldy logarit v phép nang 1én lity thira la hai phép todn ngugc nhau.

6.2.2 Logarit thap phan & logarit tu nhién

Dinh nghia 6.6. Logarit thip phan va logarit tur nhién
o logarit co's0 10 durgc goi 1 logarit thdp phdn. Ta viét log N hoic 1g N thay cho log,, N.
o logarit co s e con duoc goi la logarit tu nhién. Ta viét In N thay cho log, N.

$> BAI TAP<S

TINH LOGARIT
N . 4 2 1, 1
Bai tap 1. Tim logarit theo co s 3 ctia cac sb 3; 81; 1; =; V/3; ——: 5.
ap & 9 33
Bai tap 2. Tinh gid tri cac biéu thic
1
a) log, T b) log, V3. c) log% 8. d) log;9.
1 1
e) log, 3 f) log, 8. g) log% 125. h) log 5 5
. . 1
i) log, /8. i) log% ok
Bai tap 3. Tinh gid tri cac biéu thuc
a) logy 2V/2. b) log, a*. c) log, v d) log, va.
e) log %a3. f) log, as. g) log: a’. h) logi2 a®.
a a .
Bai tap 4. Tinh gid tri cac biéu thuc:
a) alogQZ‘ b) 310g3 18. ) 910g3 5. d) (510g5 3)2.
e) 3°108:2, f) 4983, g) 9°°8va?, h) 4°8s%7,
log, 5 log 52 log4 3
1 1) °82 1 80,5 3\ 984
i) 252108510, ) (3 : K (= : D () -
» o (&) (=) ' (3)
m)alogﬁS' n) a4loga2 5 0) a%log\/ﬁ53.
Bai tap 5. Tim céc gia tri cia x dé biéu thic sau c6 nghia
1
a) log,(1 —2x). b) log,(x* — 3x +2). c) log,. 5. d) log, Pt
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TINH LOGARIT BANG MAY TINH CAM TAY
Bai tap 6. St dung mdy tinh cam tay, tinh gia tri cac biéu thic sau (lam tron két qua dén chir s6 thap phan thi
sau)
a) log, 5; b) log0,2; ¢) In10.

Bai tap 7. St dung mdy tinh cam tay, tinh gia tri cdc biéu thitc sau (Iam tron két qua dén chi s6 thap phan tha
sau)

a) logs0,5; b) log 25; c) In %
6.2.3 Logarit cua tich, thuong va lay thua
Dinh 1y 6.2. Cho cdc s6 thuc duong a, M, N vdi a # 1, ta cé:
* log,(MN) = log, M +log, N
M
¢ log, N log, M —log, N
e log, M* =alog,M (x €R)
Hé qua 6.2. Dic biét, vdi a, M, N duong, a # 1, ta co:
1
¢ log, N —log, N
e log, VM = %loganéin € N*
$> BAI TAPSS
Bai tap 8. Tinh gid tri cac biéu thic sau:
a) log, % +log, 12; b) log, (92 : 32); ¢) logs V/25.
1
d) logs 4 + logs 7 e) log, 28 —log, 7; f) log+/1000.
Bai tap 9. Thu gon va tinh gia tri ctia cac biéu thirc
1 1
a) logg 12 — logg 15 + logg 20. b) log 3 t5 log4 +4log V2.
27 1 3
c) log72 —2log 756 + log V108. d) 5 log, 36 — log, 14 — 3log, V21

logs 36 — log; 12

_ 2
Tog: 9 f) \/(10g5 +2log2 —log50)? + 4log5.(log 2 4 log 50)

Bai tap 10. Trong héa hoc, d6 pH ctia mot dung dich dugc tinh theo cong thic pH = — log[H™], trong d6 [HT]
la n6ng do H" (ion hydro) tinh bang mol/L. Cac dung dich c¢6 pH bé hon 7 thi ¢6 tinh acid, ¢6 pH 16n hon 7 thi
c6 tinh kiém, c6 pH bang 7 thi trung tinh.

a) Tinh d6 pH cta dung dich c6 néng do H* 1a 0,0001 mol /L. Dung dich nay c6 tinh acid, hay kiém hay trung
tinh?

b) Dung dich A c6 ndng do H' gip doi nong do H ctia dung dich B.
Do pH cta dung dich nao 16n hon va 16n hon bao nhiéu? Lam tron két qua dén hang phan nghin.

. 4 . . A . A .
Bai tap 11. D6 16n M ciia mot tran dong dat theo thang Richter duogc tinh theo cong thiic M = log A trong do
0

Alabién do 16n nhét ghi dugc bdi may do dia chan, Ag 1a bién do tiéu chuan dugc sit dung dé hiéu chinh do 1éch
gdy ra bdi khoang cach ctia may do dia chan so véi tam chan (Ag = 1um).

a) Tinh d¢ 16n ctia tran dong dat c6 bién do A bang
i) 10°1Ay; ii) 65 000A,.

b) Mot tran dong dat tai dia diém N c6 bién do 16n nhét ghp ba lan bién do 16n nhat cta tran dong dat tai dia
diém P. So sanh d¢ 16n cta hai tran dong dét.
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6.2.4 Cong thic d6i co s6

log, N
log;, a

Pinh 1y 6.3. Cho cic s0 duonga, b, Nvéia #1,b #1,tacélog, N = . Dic biét, ta co

* log,N = ogy 7 (N #1);

e logy N = %logaN (a #0).

$> BAI TAPSS
Bai tap 12. Tinh gia tri cac biéu thuc
1
a) log, 27; b) logg 16; ¢) log 8 d) log, 3 - log, T
1
55 1 log, V16 \/T
25 3 3 3
. f) 1 \/:1 2. —_ h) 1 —.1 2
e) logy 1 ) log, 519825 V2 8) log; 4 ) log, 519825 V2
logs V16, j) 2ltlos3, k) 25'°856 + 4910878, Iy 25%5S + 49757
log, 4
Bai tap 13. Tinh gia tri cdc biéu thuc
a) 211083, b) 81710823, c) 2519856 4 491878, d) 255%3 + 49757
e) 92l08;2+4logy; 2, f) 43108, 3+3logg 5 ) g2logy 2-+4logg 2. h) 47 108,3+3logg 5
Bai tap 14. Rut gon biéu thic
a) log, 5 -logs 7. b) log, 52 -log, 10. c) log, V5. logs 7.
d) log, V16 - log, 3. e) log; 6-logg5-log, 2. f) log;2-log,5-log, 3 -logs7.
Bai tap 15. Rut gon biéu thuc
1
a) 1+log, 3. b) 1 —log, 3. Qo —-
logg 5
% 1
d) oo T e) 2log; 2 + 4logg; 2. f) 5 log, 3 + 3logg 5.
89 3
. 1 Ne)
g) log; 36 - log, 3. h) log 58 -log, 81. i) log, 5 log,s V2.
j) log, V16 - log, 3. k) log, 6 -logg 9 - log, 2. 1) log;2-log,5-log,9 -logs7.
Bai tap 16. Thuc hién phép tinh sau
1
a) A =log,4-log; 2. b) B =logs % -log,,9. ¢ C=log, V/Va. d) D = 410823 4 908,32
4
1
log s a-log.sa3
loge2 | glogg27
e) E=log, ;8. f) F=27"%2 408527 &) G = W. h) H = log, 6-logg 9 -log, 2.
Bai tap 17. Tinh gia tri cac biéu thirc sau:
a) log, 16; b) log, 27; c) log1000; d) 9'°8312,
1
e) log, 9 +log, 4; f) logs2 — logs 50; g) log, V5 — 5 log, 15. h) log, 9 - log; 4;
1
i) log,s ﬁ; j) log,3-log, \f5‘log5 4; k) log% 8; ) log,5-logs6-log, 8.
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Bai tip 18. Thu gon va tinh gia tri ctia cac biéu thic

a) logg 12 — logg 15 + logg 20. b) log % + % log4 +4log V2.

27 1
c) log72 —2log et log /108. d) 5 log; 36 —log; 14 — 3log, V21.

logs 36 — logs 12

f) 3610g65 + 101—10g2 _ 810g2 3
logs 9

g) \/(log 5+ 2log2 —log50)2 + 4log5.(log 2 4 log 50).
Bai tap 19. Biéu dién logarit thong qua cac gid tri da biét

a) Cholog,2 = a. Tinh log; 28 theo a. b) Cholog, b = v/13. Tinh log Vab? .
2 a

4
¢) Cholog,;7 = a;10g, 5 = b. Tinh log 3= §9 theo a, d) Cholog, = a;log2 = b. Tinh log;,5 30 theo a, b.
b.

e) Cho log;,3 = 4;logy,5 = b. Tinh logs,, 1350 theo f) Cholog,,7 = a;log;,5 = b. Tinh log,; 28 theo a, b.
a,b.

g) bat log,3 = a,log,5 = b. Biéu thi log, 10 theo «  h) Pat log, 2 = a, log, 7 = b. Biéu thi log;, 21 theo a
vab. vab.
Bai tap 20. S dung mdy tinh cam tay, tinh gia tri cac biéu thirc sau (lam tron két qua dén chir s6 hang thu tu)
a) log, 15; b) log8 —log3; c) 3In2; d) 2log3.
Bai tap 21.
a) Nudc cat c6 ndong dd H' 1a 1077 mol /L. Tinh ndng d6 pH ctia nudc cit.

b) Mot dung dich c6 nong do H' gap 20 1an ndng do H ctia nude cat. Tinh pH ctia dung dich do.

> LUYEN TAP<S

Bai tap 22. Hay biéu dién cac s6 sau qua cosd a, b

a) log 64 véia = log, 125. b) log, 1250 v6i a = log, 5.

c) log,; 15 vdia = log,; 3. d) log, 16 v6i a = log;, 27.

o 15 .

e) log, 90 véia = log, 3,b = log, 5. f) log, 5 véia= log;2,b = log, 5.

g) logy 20 véia =log2,b = log 3. h) log,s24 v6ia = log, 15,b = log,, 18.
Bai tap 23. Chiing minh

log, b +log, x 1 1 1 n(n+1)
1 by = =4 o4 b ... = .

a) logg, bx 1+log, x ) log, x + log» x ot log,»x  2log,x

Bai tap 24. Cho ham s6 (x)—itinht‘n S = 1 + 2 +--F n-l
ai tap 24. Cho ham so f RVTInY og—fn fn f n )
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6.3 Ham so mu
Dinh nghia 6.7. Cho s6 duong a khdc 1. Ham sé cho tuong 1ing mdi sé thuc x vdi s6 thuc a* dugc goi la ham sé mii co s
a, ki hiéu y = a*.
Tinh chat 6.3. Himséy =a*,a > 0,a # 16
o Tip xdc dinhla 9 = R.

Tap gid trila T = (0; +o0).

Ham sé lién tuc trén R.

Sur bién thién:

— Néu a > 1 thi ham sé dong bién trén Rva lim y = lim a° = +oc0, lim y= lim a* =0.
X—r+00 X—r+00 X—r—00 X—r—00

- Néu 0 < a < 1thi ham sé nghich bién tréen Rva lim y = lim a* =0, lim y= lim a* = +co.
xX—>+00 X—+o0 X——00 X——00

D0 thi ciia ham sb
— Ciit truc tung tai diém (0;1), di qua diém (1;a).

— Nim phia trén truc hoanh.

a>1 a<l1
yu yh

/ > 1\-.

O ¥ O ¥
$> BAI TAP<S

Bai tap 1. Trong cac ham s6 sau day, ham sb nao 1a ham s6 ma? Chi ra co sb ctia né.

a) y:3%. b) y=x* ) y=4"". d)y:ﬁx.
Bai tap 2. Vé do thi cdc ham sb sau:

1 X

a) y =2% b)y:(2> . c) y=4% d)y=4"".
Bai tap 3. Tim a dé cac ham sb sau dong bién trén R

a) y=(a—1)% b) y=(1-2a)% 0 y=(a+a-1)7% d) y = (a +1)".
Bai tap 4. Tim b dé cac ham sb sau nghich bién trén R

a)y=(b+1)% b) y = (1+3b)%; o) y=(*+b-1)% d) y = (b* +2)*.
Bai tap 5. St dung tinh chét ciia ham sb6 md, so sanh cac cdp sb sau:

a) 142 va 148, b) 0,32 va 0,3°. ) 0912 va0,9708, d) V2 va V4.

e) 1,3%7 va1,3%°. f) 0,75 %3 va 0,75~ 24 g) >3 va 2. h) 722 val.

Bai tap 6. Nam 2020, dan sb thé gidi 1a 7,795 t ngudi va toc do tang dan sb 1a 1,05%/nam. Néu toc do tang nay
tiép tuc duy tri & nhitng nam tiép theo thi dan s6 thé gidi sau ¢ ndm ké tir nam 2020 dugce tinh bdi cong thirc

P(t) = 7,795 - (14 0,0105)' (ti nguosi). (%)

Khi d6, hay tinh dan s6 thé gidi vao ndm 2025 va ndm 2030. (Mdc thoi diém dé tinh dan sb ctia mbi ndm 1a ngay 1
thang 7.)

(nguodn: http:/ /www.worldmeters.info/ world-population)
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Chu y: Vdi gia thiét toc do ting dan sb 1,05%/nam khong déi, cong thic (x) dugc 4p dung dé tinh dan sb thé
gidi tai thoi diém bat ki sau nam 2020. Chang han, dan s6 thé gidi tai thoi diém ngay 1 thang 1 nam 2022 (ing véi
f—15)1a

P(1,5) = 7,795 - (1 +0,0105)'° ~ 7,918 (ti nguoi).
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6.4 Ham s6 logarit
Dinh nghia 6.8. Cho s6 duong a khdc 1. Ham s6 cho tuong ting méi s6 thuc diong x vdi s thirc log, x dugc goi la ham
so0 logarit co so a, ki hiéu y = log,, x.
Tinh chat 6.4. Himséy =1log,x,a > 0,a # 1 cd
o Tdp xdc dinh la 9 = (0; +00).
e TipgidtrilaT =R

* Ham s6 lién tuc trén (0; +00).

Sur bién thién:

— Neéu a > 1 thi ham so dong bién trén (0;+o00) va xgrfooy = xgrfw log,x = +oo, ;}E{ﬁ y = xlgg+ log, x =
— 0.
- Néu 0 < a < 1 thi ham s6 nghich bién trén (0;+c0) va lim y = lim log,x = —oo, lim y =
X—>+00 X—+00 x—0F

lim log x = +o0.
x—0t 8a

D6 thi ciia ham sb
— Cat truc hoanh tai diém (1;0), di qua diém (a; 1).

— Nim bén phdi truc tung.

a>1 a<l1
yu yl

/ 1 _
O Vx O \x

$> BAI TAP<$

Bai tdp 1. Trong cac ham s0 sau, ham so nao la ham so logarit? Chi ra co so ctia né.

a) y =log s x. b) y = —log; x. c) y = xlog, 3. d) y = xlog3.
Bai tap 2. Tim tip xdc dinh ctia cac ham sé:

1
a) y =log,(3 — 2x). b) y = logs(v/x). c) y = log; e d) y = log;, <x2+4x).
Bai tap 3. Vé do thi cdc ham sé:
a) y = log, x. b) y = logq x. c) y=logx. d) y = log, x.
2
Bai tap 4. So sanh cac cip sb sau:

a) log, 3 valog, 4. b) logq 3 vaO0. c) log, 7 va3log,2. d) 2log,, 5 va 3log , 3.
: , ’

e) log, 0,8 valog 1,2. f) logy;2valogy;2,1. g) log 53 valog 52,1 h) log 5 % valog;0,1.

Bai tap 5. Cuong do anh sang I dudi mat bién giam dan theo do6 sau theo cong thic I = Iy - a“, trong d6 Iy 1a
cudng do anh sang tai mat nudc bién, a > 0 1a hang s6 va d 1a d sdu tinh bang mét tinh tir mat nudce bién.

(Nguon: http:/ /www.britannica.com/science/seawer / Optical-properties)
a) C6 thé khang dinh rang 0 < a < 1 khong? Giai thich.
b) Biét rang cudong do anh sang tai do sau 1m bang 0,951. Tim gi4 tri cta a.

c) Tai d6 sdu 20m, cudng do anh sdng bang bao nhiéu phan trdm so v6i Iy? (Lam tron két qua dén hang don
vi.)
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P ,

Bai tdp 6. Cong thiach = —19,4-log N la mo6 hinh don gian cho phép tinh d¢ cao / so voi mat nude bién ctia mét
0

vi tri trong khong trung (tinh bang ki-16-mét) theo ap suat khong khi P tai diém d6 va dp suat Py ctia khong khi

tai mat nudc bién (cting tinh bé“mg Pa - donviap suat, doc la Pascal).

(Nguon: http:/ /doi.org/10.1007 /s40828-020-0111-6)

< < v 1
a) Neu ap suat khong khi ngoai may bay bang EPO thi may bay dang & d6 cao nao?

b) Ap suat khong khi tai dinh ctia ngon nui A bang % lan ap suét khong khi tai dinh ctia ngon nti B. Ngon nui
nao cao hon va cao hon bao nhiéu ki-16-mét? (Lam tron két qua dén hang phan mudi.)
I
Bai tap 7. Trong am hoc, mitc cuong dé am dugc tinh béi cong thic L = 10log T (dB) (dB la don vi muc
0

cuong d6 am, doc la dé-xi-ben), trong d6 I 1a cuong do am tinh theo W/m? va Iy = 10712 W/m? la cuong d6 am
chudn (cudng d6 am thap nhit ma tai ngudi binh thudng c6 thé nghe dugc).

(Nguon: Vat 1i 12, NXB Gido duc Viét Nam, ndm 2017, trang 52,53)
a) Mtic cudong do am L thip nhat ma tai ngudi c6 thé nghe dugc 1a bao nhiéu?
b) Cudc tro chuyén cé cuong do am 10~ W/m? thi ¢6 miic cuong do am bé’mg bao nhiéu?

c) Cudng d6 am tai mot khu van phong ndm trong mién tir 1077 W/m? d&én5-10° W/m? (tic1a 1077 < I <
5-10%). Mittc cuong d¢ am tai khu van phong nay nam trong khoéng nao? (Lam tron két qua dén hang don
vi).
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6.5 Phuong trinh mu va logarit

6.5.1 Phuong trinh ma

Dinh nghia 6.9. Phuong trinh dang a* = b, trong dé a va b la nhitng s6 cho trudc, a > 0,a # 1, duoc goi la
phwong trinh mii co ban.
Dinh ly 6.4. Cho phuong trinha* =b (a > 0,a # 1)
e Néu b > 0 thi phuong trinh luén cé nghiém duy nhat a = log, b.
o Néu b < 0 thi phuong trinh v6 nghiém.
Hé qua 6.3.
o Néub=a"thitacéa* =a" < x = a.
o Tong qudt hon, a*™) = a®¥) & u(x) = v(x).

$> BAI TAP<S

GIAI PHUONG TRINH MU PUA VE CUNG CO SO

Bai tap 1. Giai cac phuong trinh sau

a) 2":%. b) 5-10* = 1. ) <;)x:2;x
d) 3¥+2 = V9. e) 2-10%* = 30. f) 42 =8> 1,
Bai tap 2. Giai cac phuong trinh
a) 28 = 8. b) 312 = %. ) 2¥ 673 — 16V/2.
d) 327 = 82(+-3), e) 6146l = 334, f) (3—2vV2)¥ =3+2V2.

GIAI PHUONG TRINH MU BANG CACH DAT AN SO PHU
Bai tap 3. Giai cac phuong trinh

a) (5*)%—30-5%+125 = 0. b) 25* —6-5"T1 4125 =0. ) 52 —6-5""1 1125 = 0.

d)1-3-217" 4232 —. e) 551 +557% = 26, f) 328 _4.3%5 L 27 = 0.
Bai tap 4. Giai cac phuong trinh

a) 971 0.3 2 4 1=, b) 2¥ ¥ 02t x o3, C) 4% = 214" + 3. 49%.

d) 22x+2 4 9)( =5. 6x' e) 22X+2 _ 6]( _2. 32x+2 =0. f) 32x+4 4 45 - 6x —9. 22X+2 =0.
Bai tap 5. Giai cac phuong trinh

X X X X
a) ( 5+2\/6) +( 5—2\/6> — 10. b) (fo—1) +(\/§+1) —2v2=0.
X X 1 . .
O (4+V7) + (4-V7) =837 d) (V7 +4V3)50% 4 (/7 — 4/3)si0% = 4,

MOT SO PHUONG TRINH MU KHAC
Bai tap 6. Giai cac phuong trinh

a) 25T 4 3% = 6" + 2. b) 281 4-3.2% = 6+ 2%%,
) 393 4 3v2 — g4 357 d) 52 =32 +2.5°4+2.3".
Bai tap 7. Giai cac phuong trinh
a) 571 41271 = 13*+1, b) 9-3% — 7% = 54%,
Q) x2—(3—2%x+2(1-2%) =0. d) 3% +2(x —1)3* —2x +1=0.

MW THANG LONG BINH TAN Trang 93



KHAI PHONG NANG LUC TOAN 11

Bai tap 8. Giai cac phuong trinh

a) 5% _|_5x+1 +5X+2 = 3% +3x+1 +3x+2. b) 22)(71 +32x +52X+1 — ¥ +3x+l _|_5x+2‘
C) 2x2—3x+3 +2x—1 — 2+2(x—1)2_ d) 4x2—3x+2 +4x2+6x+5 _ 42x2+3x+7 +1.

¥ ¥ x x
e) (2+\/§) +x(2—\/§) — 47, f) ( 2+\/§> +< 2—\/5) = 2%,

Bai tap 9. Néu khéi lugng carbon-14 trong co thé sinh vat ltc chét 1a Mo( g) thi khoi lugng carbon-14 con lai (tinh
t

T
theo gam) sau f ndm dugc tinh theo cong thic M(t) = My (;) (g), trong d6 T = 5730 (nam) la chu ki ban

ra ctia carbon-14. Nghién ctru hoa thach ctia mét sinh vat, ngudi ta xac dinh dugc khéi lugng carbon-14 hién c6

trong hod thach 1a 5 - 1072 g. Nho biét ti 1é khdi lugng ctia carbon-14 so véi carbon-12 trong co thé sinh vat song,

ngudi ta xac dinh duge khoi lugng carbon-14 trong co thé ltic sinh vat chét 1a My = 1,2 - 107 12( g). Sinh vat nay

song cach day bao nhiéu nam? (Lam tron két qua dén hang tram.)

Bai tap 10. Cong thic tinh khéi lugng con lai cia mot chat phéng xa tir khéi lugng ban dau My 1a M(t) =
1

T . X < N
My , trong d6 t 14 thoi gian tinh tir thoi diém ban dau va T la chu ki ban ra ctia chat. Bong vi plutonium-234

1

2

c6 chukibanrala9 gio.

(Nguén: https://pubchem.ncbi.nlm.nih.gov/element/Plutonium#section=AtomicMass
-Half-Life-and-Deca)

Tix khéi lugng ban dau 200 g, sau bao lau thi khéi lugng plutonium-234 con lai la
a) 100 g?
b) 50 g?
c) 20g?

6.5.2 Phuong trinh l6garit

DPinh nghia 6.10. Phuong trinh dang log, x = b, trong dd a,b la nhitng so cho trude, a > 0,a # 1, dugc goi la
phuong trinh 16garit co ban.
Pinh ly 6.5. Phuong trinhlog,x = b (a > 0,a # 1) luén cé nghiém duy nhit x = ab.

Luu y 6.4. Tong quat, xét phuong trinh dang

log, u(x) =log,v(x) (a>0,a#1) (1)

Dé€ gidi phuong trinh (1), trudc hét can dat diéu kién cé nghia: u(x) > 0 va v(x) > 0. Khi dd, (1) duoc bién doi
thanh phuong trinh

u(x) = v(x). (2)

Sau khi gidi phuong trinh (2), ta can kiém tra su thod man diéu kign. Nghiém ciia phwong trinh (1) la nhitng nghiém
ctia (2) thod man diéu kién.

$> BAI TAP<S

GIAI PHUONG TRINH BANG CACH PUA VE CUNG CO SO
Bai tap 11. Giai phuong trinh

2_ o . X+4 - 2
a) log, (x*—1) = log% (x—1). b) log, - = log% Pt

2 x+3 2 3
) log (x +2x—3)+logx_1:0. d) log, (x —1)° =2log, (x* +x +1).
e) logs x = logs (x 4 6) — logs (x +2). f) log, (x+3)—log, (x+7) +2=0.
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g) logs x —i—log% V3=0.

i) log,x +1o x+lo x—§
g2 g\/i g8 - 3 .
Bai tdp 12. Giai phuong trinh

a) %log2 (x —1)2 +log% x+4 =log, (3 —x).

1
C) Elogﬁ (x—1) —log% (x+5) =log, (3x +1)2

h) log, x + log, x + logg x = 11.

j) logs (x —1)> +log 5 (2x —1) =2.

GIAI PHUONG TRINH LOGARIT BANG CACH DPAT AN SO PHU

Bai tap 13. Giai cac phuong trinh
a) log% X2+ log% x=2.
b) logéx —log;x —3 =0.
7
c) log, 2 —log, x + = 0.

Bai tap 14. Giai phuong trinh

a) logyzc +4/10log, x = 9.
b) log3 (x — 1) +log, (x —1)* = 7.

c) log* (x —1)% +log?x —1)3 = 7.

d)

—log, vx = 3.

log, x

e) 2(log, x + 1) log, x +log, i =0.

f) logs (x +1) — 6log, /(x +1) +2 = 0.

2

d) logz% (4x) +log, x = 8log, %

e) log,2* —1)log, (21 —2) = 12.
f) log, (5 —1)log, (2.5 —2) = 2.

GIAI PHUONG TRINH MU BANG PHUONG PHAP LOGARIT HOA

Bai tap 15. Giai phuong trinh
a) 28 452 F = 1,

Q) 33 = 5x*—5x+6

b) 3*.851 = 36.

d) 2% =37,

MOT SO PHUONG TRINH LOGARIT KHAC

Bai tap 16. Giai cac phuong trinh
a) log, x +log, x +log, x = log;, x.
Bai tap 17. Giai phuong trinh

a) 5198% 4 ylo85 — 50,

b) x2+log§x —8.

Bai tap 18. Giai cac phuong trinh

a) 1+log, (9* —6) =log, (4-3" —6).

b) log (6 -5* +25-20%) = x + log 25.

Bai tap 19. Giai cac phuong trinh

a) logz x +5logs x = 5 + log; xlogs x.

Bai tap 20. Giai cac phuong trinh

b) logs x + log, x = logs x + log, x.

c) x1089 —49l08* L 3 —,

d) 52(10g5 24x) _ 7 — p¥+logs2.

c) log, (25"%% —1) =2 +1log, 5 + 1.
d) x(log5—1) =log(2* +1) — logé.

b) 2log, x +log, x = 2 + log; xlog, x.

1 1
b) > log, 5 (x +3) + 1 log, (x —1)® = log, (4x).

d) log, (x+1)*+2 =log ;4 — x +logg (4 + x)°.
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a) log (x —2) = —x* +2x +3. c) log(x* — 6x +5) +log(x —1) +6 —x = 0.
b) x +log(x* — x — 6) = 4+ log(x +2). d) log(x* — x —12) + x = log(x + 3) + 5.

Bai tap 21. Giai cac phuong trinh

a) logs x + (x — 1) log, x +2(x — 3) = 0. b) (x +2)logi(x +1) +4(x +1)logs(x +1) — 16 =
0.

Bai tap 22. Nudc chanh c6 d6 pH béang 2,4; gidm c6 d6 pH béng 3. Nudc chanh c6 d9 acid gp bao nhiéu lan gidm
(nghia 1a c6 néng do HT gap bao nhiéu lan)? (Lam tron két qua dén hang phan tram).
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6.6 Bat phuong trinh mi va logarit

6.6.1 Bat phuong trinh ma

Dinh nghia 6.11. Bdit phuong trinh mii co ban la bit phuong trinh 6 dang a* > b (hojc a* > b,a* < b,
a* <b),vdia,blanhing s6 cho trudc, a > 0,a # 1.
Dinh 1y 6.6. Nghi¢m cila bit phuong trinh mii a* > b
o Néub < 0 thimoi x € R déu la nghi¢m ciia bt phuong trinh.
o Néub > 0 thi:
— Vdia > 1, nghiém ciia bit phuong trinh la x > log, b;
- Vi 0 < a < 1, nghiém cila bat phuong trinh la x < log, b.
Luuy 6.5.
o Tuong tu nhu trén, ta nhin dugc két qud vé nghi¢m ciia moi bat phuong trinh a® > b,a* < b,a* < b (cic bit
phuong trinh a* < b,a* < bvé nghi¢m néu b < 0).
o Néua>1thia"™ > a"® o u(x) > o(x).
Néu0 < a < 1thia"® > 0™ o u(x) < o(x).

6.6.2 Bat phuong trinh logarit

Pinh nghia 6.12. Bdt phuwong trinh légarit co ban la bit phuong trinh 6 dang log, x > b (hojc log, x > b,
log, x < b,log, x < b), vdia,b la nhiing s6 cho trude, a > 0,a # 1.
Pinh ly 6.7. Nghi¢m bit phuong trinh log, x > b (*)
o Viia > 1, nghiém ciia (*) la x > al.
e V5i0 < a< 1 nghiémciia(*)1a0 < x < ab
Dinh ly 6.8.
o Néua > 1thilog,u(x) > log,v(x) < u(x) > v(x) > 0.
e Néu0 < a<1thilog,u(x) >log,v(x) < 0 < u(x) < ov(x).

$> BAI TAP<S
BAT PHUONG TRINH MU
Bai tap 1. Gidi cac bt phuong trinh sau
a) 10* < 0,001. b) 0,4* > 2. ) 2% > 16. d) 2* > 8.
) 1 X ) 1 x—2 1 X
* s f (=) >2.4% 1% < 0,001. h) (= >(—) .
R (1) 017 <00 (372 (2)
Bai tap 2. Gidi cac bat phuong trinh
1\+ 1)+
a) <3> +3 (3> > 12. b) 5.4% +2.25° — 7.10* < 0.
) 43% —92% <563, d) 324 4 45,65 — 9.22¥+2 < .
Bai tap 3. Gidi cac bt phuong trinh
a) 4.3 —9.2% < 3% 4 3*71, b) 7.3%F1 — 5¥+2 > 3¥+d _ 5x+3
C) 2X+2 _ 2X+3 _ 2X+4 > 5X+1 _ 5X+2' d) 32X+1 _ 22X+1 —5.6% <0.
e) 47¥ — 5 X3 | g3x+l < f) 4x? + x3VF 4 31HVE < 032 3VF 4 0y

Bai tap 4. Gidi cac bt phuong trinh
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21—x 72x+1

2x2—4x—2 2x—x2—1
a) 22V 2 _ 162271 _ 2 <. b)Wgo.
32°% +3—2x 2.3% —2x+2
)@y =0 d)ng'

BAT PHUONG TRINH LOGARIT

Bai tap 5. Gidi cac bat phuong trinh sau

a) log,(2x —1) < 1. b) log; (1 —x) > log; (3x +2).
2 2
o) logi(x+1) <2. d) logs(x +2) < 1.
3
Bai tap 6. Gidi cac bat phuong trinh
a) log, x > 4. b) log%(l —2x) < 1.
x2+6x+9
c) 2log,(x —1) >log,(5 —x) + 1. d) log% Txi2 < —log,(x+1).
2 _
e) log, # > 0. f) 2logs(4x —3) +logy (2x +3) < 2.
g) log%(x2 —6x +8) 4 2logs(x —4) < 0. h) log%(x -1)+ log%(x +1) +log 5(5—x) <1
Bai tap 7. Gidi cac bat phuong trinh
a) 31837 4 ylogsx < ¢, b) 50085 ) 4 ylogsx > 1q,
Bai tap 8. Gidi cac bat phuong trinh
1+2x 5
—1. e - <0.
a) log% T x < -1 b) logZ In(x*—1)] <0
2x +3 X%+ x
> 0. > 0.
c) log% (log2 1 > >0 d) logy ; (log6 o 4) >0
Bai tap 9. Gidi cac bat phuong trinh
a) log,(3* — 1).10g%(3x+1 -3)<6. b) log, (2" —1).log; (281 —2) > 2.
Bai tap 10. Gidi cac bat phuong trinh
a) (log, 8+ log, x*).log, v2x > 0. b) (4* —22"-3).log,x —3 > 4T 4,
Bai tap 11. Gidi cac bat phuong trinh
3 2 1 1
> b >
) log,(x+1) = logz(x+1) ) log, x — log, 1 /1 + 22
) 1 B 1 0 log% (x+3)2—log% (x+3)3 .
log, (x4 3x) ~ log,(3x —1) x+1

Bai tip 12. Tim m dé phuong trinh sau ¢ nghiém 4* + 2* +m = 0.
Bai tap 13. Tim cac gia tri ciam théaman 3* + (m —1)2* + (m—1) > 0
Bai tap 14. Chiing minh cac bat dang thiic

a) In(1+x) < x,¥x > 0. b) e* > x+1,(x > 0). c) tanx > x,x € (O;g).

2

x 2x T X
. X g Y >1-—2_ (x>0).
d) In(1+x) > +1,(x>0) e) 7_[<smx,xe(0,2) f) cosx >1 2,(x70)

Bai tap 15. Nudc udng dat tiéu chudn phai c6 do pH nam trong khoang tr 6,5 dén 8,5 (theo Quy chuén Viét Nam
QCVN 01 : 2009/BYT ). Nong do HT trong nudc ubng tiéu chuan phai ndm trong khodng nao?
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Bai tap 16. Chat phong xa polonium-210 ¢6 chu ki ban ra 1a 138 ngay. Diéu nay c6 nghia la ct sau 138 ngay, luong
polonium con lai trong mot mau chi bang moét nira lugng ban dau. Mot mau 100 g ¢6 khéi lugng polonium-210

t
38
con lai sau t ngay dugc tinh theo cong thire M(f) = 100 (;) (g)-
(Nguén:https: / /pubchem.ncbi.nlm.nih.gov/element/Polonium#section=
Atomic-Mass-Half-Life-and-Decay)
a) Khéi lugng polonium-210 con lai bao nhiéu sau 2 ndm?
b) Sau bao lau thi con lai 40 g polonium-210?
Bai tap 17. Nhic lai rang, muic cudng do am L duge tinh bang cong thic L = 10log (II> (dB), trong d6 I 1a
0
cuong dé cua am tinh béng W/m?valy=10"2W/m?.
(Nguon: Vat i 12, NXB Gido duc Viét Nam, nam 2017, trang 52)
a) Mot gido vién dang giang bai trong 16p hoc cé mitc cuong d6 am la 50 dB. Cuong d6 4&m cua giong noéi gido
vién bang bao nhiéu?
b) Mtc cudong d6 am trong mot nha xudng thay déi trong khoang tir 75 dB dén 90 dB. Cudng do 4m trong nha
xudng nay thay déi trong khoang nao?
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6.7  Bai tap cubi chuong

Bai tap 1. Biét4" +4~* = 5. Tinh gi4 tri cia cac biéu thitc
a) 2% +27¢% b) 427 4722,
Bai tap 2. Tinh gid tri ctia cac biéu thuc
1
a) log,72 — 5 (log, 3 + log, 27); b) 5108240108, 5, c) 3%tloso2,
Bai tap 3. Biét raing 5 = 3 va 3 = 5. Khong st dung may tinh cam tay, tinh gia tri cta xy.

Bai tap 4. Viét cong thirc biéu thi y theo x, biét 2log, y = 2 +  log, x.
Bai tdp 5. Giai cac phuong trinh sau

x—2
a) 3x+1 — 92X+1' b) 101—2X = 100000. C) (i) = \/g
d) 921 = 81.27%. e) 2logs(x —2) = logg 9. f) log,(3x+1) =2 —log,(x—1).
Bai tap 6. Gidi cac bat phuong trinh
1 x+1 1
2 (9) > b) (V3) <2734 O logy(x +1) < log, (2 — 4x).

Bai tap 7. Thuc hién mdt mé nudi Céy vi khuén véi 1000 vi khuan ban dau, nha sinh hoc phat hién ra ) lugng vi
khuén tang thém 25% sau mdi hai ngay.
a) Cong thiic P(t) = Py - a' cho phép tinh s6 lugng vi khudn ctia mé nudi cdy sau t ngay ké tir thoi diém ban
dau. Xéc dinh cac tham s6 Py va a (a > 0). Lam tron a dén hang phan tram.
b) Sau 5 ngay thi s6 luong vi khudn bang bao nhiéu? Lam tron két qua dén hang tram.
c) Sau bao nhiéu ngay thi s lugng vi khuan vugt gap déi s6 lugng ban dau? Lam tron két qua dén hang phan
muoi.
Bai tap 8. Nhac lai rdng, do pH ctia mét dung dich duge tinh theo cong thitc pH = — log [H' ], trong d6 [H*] la
néng do H' cta dung dich d6 tinh bang mol/L. Néng do H trong dung dich cho biét d¢ acid ctia dung dich dé.
a) Dung dich acid A c6 do pH bang 1,9; dung dich acid B c6 d6 pH bang 2,5. Dung dich nao c6 d6 acid cao hon
va cao hon bao nhiéu 1an?

b) Nudc cat c6 ndng dd H 1a 1077 mol /L. Nudc chay ra tir mot voi nude c6 do pH tir 6,5 dén 6,7 thi 6 do acid
cao hay thip hon nudc cat?
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Chuong 7

Pao ham

7.1 Pao ham

7.1.1 Khai niém
Dinh nghia 7.1. Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoing (a;b) va xo € (a;b). Néu ton tai gidi han hitu han

o 0= £ (x0)

X—X0 X — _XO
thi idi han nay dugc goi o dao ham cia ham so f(x) tai xo, ki hiéu la f' (xq) hodc y' (xo). Vay:

f' (x0) = lim f(x) = f(x0)

X=X X — xO

7.1.2 Y nghia vat li ctia dao ham

* Néu ham s6 s = f(t) biéu thi quang dudng di chuyén cta vat theo thoi gian ¢ thi f' (¢y) biéu thi toc do tic
thoi ctia chuyén dong tai thai diém t.

e Néu ham s6 T = f(t) biéu thi nhiét do T theo thdi gian ¢ thi f’ (to) biéu thi tbc do thay d6i nhiét do theo
thoi gian tai thdi diém t.

7.1.3 Y nghia hinh hoc cta dao ham

Trong mat phang toa d6 Oxy, cho dd thi (C) ctia ham s y = f(x) va
diém My (xo; f (x0)) thudc (C). Xét M(x; f(x)) la mot diém di chuyén
trén (C). Puong thang MM la mot cat tuyén ctia (C). Hé s6 goc ctia cat
tuyén MoM dugc tinh bdi cong thic k= tanf = w
—Xp
Khi cho x dan t6i xq thi M di chuyén trén (C) t6i M. Gia stt cat tuyén
MoM c6 vi tri gidi han 1a My T thi MyT dugc goi 1a tiép tuyén cta (C)
tai Moy va My dugc goi la tiép diém.

Ta c6 hé s6 goc ctia tiép tuyén MyT la

km,r = tana = lim tan = lim fx) = f (x0)
X—XQ X— X X — xO

= f' (x0) .-

Dinh 1y 7.1. Dgo ham ciia ham s6 y = f(x) tai diém xq la hé s6 goc ciia tiép tuyén MT cia (C) tai diém
My (x0; f (x0))- Tiép tuyén MyT c6 phuong trinh L

y = f"(x0) (x = x0) + f (x0) . (x)

Phuong trinh (x) 1a phuong trinh tiép tuyén ctia do thi C: y = f(x) tai M(x¢; f(xp)). Phuong trinh nay ta
st dung nhiéu trong cac bai tap sau nay.
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Luu y 7.1. Cho ham soy = f(x) xdc dinh trén khodng (a;b). Néu ham s6 nay cé dao ham tai moi diém x € (a; b) thi ta ndi
16 cd dao ham trén khodng (a; b), ki hiéu y' hodc f'(x).
Luu y 7.2. Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khodng (a; b), ¢ dao ham tai xo € (a;b).
a) Dai lugng Ax = x — xq goi la s6 gia ciia bién tai xq. Dai luong Ay = f(x) — f (xo) goi la s6 gia tuong iing ciia ham
s6. Khi do, x = xoy + Ax va

, B Ay . f(xo+Ax)— f(x)
fixo) = fim 0 = dimg Ax :

b) Ti so —J biéu thi toc dg thay doi trung binh ciia dai lugng y theo dai lugng x trong khodng tir xo dén xo + Ax; con
f (xo) bzeu thi toc do thay ddi (tiic thoi) ciia dai lugng y theo dai lugng x tai diém xq.

$> BAI TAPSS
Bai tap 1. Cho ham s f(x) = x2. Tinh f’ (xo) véi xp € R.
Bai tap 2. Tinh dao ham ctia cac ham sb sau

1
a) f(x) = C(Clahangsd); b) f(x):;véix#o.
Bai tap 3. Tinh dao ham ctia ham s6 f(x) = x°.
Bai tap 4. Dung dinh nghia dé tinh dao ham cta cac ham s6 sau

a) f(x) = —x% b) f(x) =Vx; 0 f(x) =2 —2x d) f(x) =
Bai tap 5. Cho f(x) = 2x> + x + 1. Tinh f'(2)?
Bai tap 6. Choy = x° — 2x + 1. Tinh y/(1)?
Bai tap 7. Cho f(x) = v/2x + 1. Tinh f'(1)?

714 Hﬁng s0 e

Bai tap 8. Mot nguoi gui tiét kiém khoan tién A triéu dong (goi la Von) véi 1ai sudt r/ndm theo thé thic lai kép
(tién 1ai sau méi ki han dugc cong gop vao vén). Tinh tdng s6 tién von va 1ai sau mot ndm clia ngudi glri néu ki
han la

a) Mot nam;

b) Mot thang.
Luu y: Néu mot niam duoc chia thanh n ki han (n € IN*) thi 1ai sudt mdi ki han la %
Bai tap 9. Cong thitc T = A - ¢’* duge duing dé tinh t6ng sb tién vén va 1ai ma ngudi gii nhan dugce sau thoi gian
t ké tur thoi diém ngudi do gui tiét kiém A dong theo thé thic "1ai kép lién tuc" véi 1ai suat r/ nam. Trong do, A
va T tinh theo dong, ¢ tinh theo ndm va t ¢6 thé nhan gid tri thuc bt ki. St dung mdy tinh cAm tay, tinh gia tri cia
T (lam tron dén hang don vi) khi A = 2000000, 7 = 0,05 va

t —
b) 365

Bai tap 10. Mot nguoi giri tiét kiém khoan tién 5 triéu dong vao ngan hang vdi 1ai suat 4%/ ndm va theo thé thirc
1ai kép lién tuc. Tinh tng s6 tien von va lai ma ngudi d6 nhan dugc sau

a) 1ngay;

b) 30 ngay.
(Luén coi mgt nim co 365 ngay.)
Bai tap 11. Mot chuyén dong thang xac dinh béi phuong trinh s(t) = 4t 4 6t 4 2, trong d6 s tinh bang mét va t
1a thoi gian tinh bang gidy. Tinh van toc tic thoi ctia chuyén dong tai t = 2.
Bai tap 12. Mot nguoi gtri tiét kiém khodn tién 10 triéu dong vao mot ngan hang véi lai suat 5%/ nam. Tinh tong
sb tién von va lai ma ngudi d6 nhan dugc sau mot ndm, néu tién 1ai dugce tinh theo thé thic

a) Lai kép vdi ki han 6 thang; b) Lai kép lién tuc.
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Bai tap 13. Trén Mdt Trang, quang duong roi tu do ctia mdt vat dugc cho bdi cong
thiic h(t) = 0,812, véi t dugc tinh bang gidy va h tinh bang mét. Hay tinh van toc
tuc thoi cta vat dugce tha roi tu do trén Mat Trang tai thoi diém t = 2.
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7.2 Cac quy tac tinh dao ham

7.2.1 Dao ham ctia tong, hiéu, tich, thwong ctia hai ham so6

Dinh 1y 7.2. Cho hai ham s6 u(x), v(x) cd dao ham tai diém x thudc tﬁ}? xdc dinh. Ta c6

a) (u+v) =u +7. b) (u—v) =u -7.
I / E’_M/U—U,M o
¢ (u-v) =uv+ou d) (z;) = (voiv = v(x) #0).
Hé qua 7.1.

a) Véiu = C (C la hing s6), cong thitc (1) tré thanh (C -v)' = C -/
/
b) Voiu =1, cong thirc (2) tré thanh (3}) = —% (voiv = ov(x) #0).

7.2.2 Pao ham cua ham hgp
Cho u = g(x) 1a ham s ctia x xac dinh trén khoang (a; b) va lay gia tri trén khoang (c;d). y = f(u) la ham s6 cua

u xac dinh trén khoang (c;d) va lay gid tri trén khoang RR. Ta lap ham sb xdc dinh trén (a; b) va lay gid tri trén R
nhu sau:

x— f(g(x))
Ham sby = f (g(x)) dugc goi la ham hop ctia ham s6 y = f(u) véi u = g(x).

ISP N
=
L
~N-
N
-
v
~
<
Il
-
—
=
=

y = fg(x)

DPinh 1y 7.3. Cho ham s6 u = g(x) c6 dao ham tai x la v, va ham s6 y = f(u) cd dgo ham tai u la y|, thi ham hop
y = f(g(x)) cd dao ham tai x Ly, = y,, - u}.

7.2.3 Dao ham ctiaham sé6 y = x", n € N*

Dinh ly 7.4.
o Hamsoy = x" véin € IN* c6 dao ham trén R va (x") = nx
e Dao ham ham hgp: (u”)’ — ™1y

n—1

$> BAI TAPSS
Bai tap 1. Hay cho biét ham s6 sau la ham hop ctia cdc ham s6 nao
a) y=(2x+1)>% b) y = cos (x2+1>. c) y = Vsinux.
d) y = In(x® 4 3x +3). e) y=eV" f) y=23%n%,
Bai tap 2. Tinh dao ham ctia ham s6 y = x° tai diém x = 2vax = —%.
Bai tap 3. Tinh dao ham ctia ham s6 y = x'° tai diém x = —1vax = V2.
Bai tap 4. Tinh dao ham ctia cdc ham sb
a) y =2 b) y =x* —2x +1. ) y=—x>+3x+2.
4 2 -5 2 x5
d) y=x"—5x"+4. e) y=x"+2x"—6. f)y:E—;+3.

Bai tap 5. Tinh dao ham ctia cdc ham s6
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a)y:x(xz—l—l). b) y = 5x> (3x —2).

d)y:(x+1)(x—2x4>. e) y=ux(1-2x)%
Bai tap 6. Tinh dao ham ctia cdc ham sé:
a) y=(2x — 1) b) y = (3x +2)°.

d)y=(x*>+2)% e) y= (2x* —3x +1)°.

Bai tap 7. Tinh dao ham ctia cdc ham sé:

1 2x 4+ 3

2x —1 1—2x3

d = —_— i a—

)y x24+1 €y 14 x3
_1—4x+x2 h _x2+2x+3
By=""uw V= e s

7.24 Dao ham ctia hamsé y = /x

Q) y= (xz—i-x) <x3—2).
f) y= <x2—3x—|—5) (x3+2x).
o) y=(1-5x).

Hy=[(x-1+2)"

Q) y= x+7

L
x2—2x+8

y= 2x 43

N x2—4x+5

) Y= 6 — 2

Pinh 1y 7.5.
e Ham 6y = /X cd dao ham trén khodng (0; +c0) va (v/x) = 2\1f
X
/
» Dgo ham ham s6 h =
ao ham ham s6 hop (\/u) NG

e A - N 2 N A . - R ~ 1
Bai tap 8. Tinh dao ham ciahamséy = /x tai diém x = 1vax = T

Bai tap 9. Tinh dao ham ctia cac ham sé:

a) y=xv2x+1 b) y=(x—3)VxZ+1.
d) _ P42 e) ——’C—6+3\/§+1
v el Y776 X

Bai tap 10. Tinh dao ham ctia cac ham s6:

o y=(xvx+1) (x2+2).

4 6
f) yzﬁ—;—i—;—l—Bx.

_ 3x+2 C1—vx _ 2x+3 x4 x—1
A y= Nea b)y*1+\/}' C)y*x+\/§' Dy= x—/x
Bai tap 11. Tinh dao ham ctia cac ham s6:

3 1 x V1+ 2

a) y= . b) y = ———. Qy= . d)y= .
2—x Vax? +1 Vi1 1—x

&) y= 1|5 hoyo YRHL yyo 243 L

x+1 3—4x & ViZE5x+9 Wl +1

Bai tap 12. Viét phuong trinh tiép tuyén ctia d6 thi ham s6 y = v/x tai diém c6 hoanh d¢ bang 4.
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7.2.5 Dao ham ctia ham s6 liy thira

Dinh nghia 7.2. Cho s6 thuc a. Ham s6 y = x* duoc goi la ham s6 liy thiza (vdi tap xdc dinh (0;400)).
Pinh Iy 7.6.
o Cong thitc (x")' = nx""! con diing khi n I s6 thue, tic la vdi s6 thuc a bat ki (x*)" = ax®~1 (x > 0).

e Dgao ham ham s6 hop (u®) = au® i/,

. 1 e
Luuy7.3. Voia = 5 ta nhdn duogc cong thiic da biet:

(ﬁ)/: (x%)/:%m%*l :%-x*% = 2\1/} (x > 0).

Bai tap 13. Tim dao ham ctia ham s6 y = /x tai diém x = 8.
Bai tap 14. Tim dao ham cta cac ham sb
1

a) y= vxtaix=1. b)y:%taix:—i.

Bai tap 15. Tinh dao ham ctia cac ham sé:

a) y= (3x— 1)2. b) y=(2- 5x)6. o y=(2x— 3)75. d)y= (4x — \/})2
e) y=/4—3x. f) y=1/x2+5x g) y=12-1x. h) y = \/4+/x.

7.2.6 Dao ham ctia ham s6 lugng giac

Pinh 1y 7.7.
e Ta cd cong thitc tinh dao ham ciia cic ham s lugng gidc nhu sau:
a) (sinx) = cosx. b) (cosx) = —sinx.
¢ (tanx) = (x#erka,kEZ). d) (cotx) = — ! (x #km,k € Z).
~ cos?x 2 sin? x
e Dao ham ham so hop
a) (sinu) = u'cosu. b) (cosu) = —u'sinu.
, u! T , u'
¢) (tanu) = ol (u # 7 +km, ke Z>‘ d) (cotu) = g (u #km,k e Z).
$> BAI TAP<
TINH PAO HAM
Bai tap 16. Tinh dao ham ctia ham sb y = cos x tai x = I
Bai tap 17. Tinh dao ham ctia ham s6 y = tan x tai x = 3%
Bai tap 18. Tinh dao ham cac ham sb sau:
a) y =sin(2x +1). b) y = cos(3 — 5x). ) y =sin (V). d) y =cos (vVx+1).
. 3 . 7T B 2 . .
e) y=sin_. f) y—tan(zx—l—S). ) y-tan(x —I—l). h) y = cos (sinx).
i) y= ! ) y= k) y = sin’x 1) y = cos’4x
sinx’ cos2x’ ' ’
Bai tap 19. Tinh dao ham cac ham s6 sau:
1
a) y = sin (2x). b) y = cos <x) c) y =sin(2sinx). d) y = sin (cos 3x).
e) y = xsinx - cosx. f) y=(2x —cosx)>. g) y = (sinx —cosx)*.  h)y= (sinx+2\/§)5.
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i) y = sin® (cosx). j) y=sin? (3x5 — 4x>. k) y = cos? x - sin? x. 1) y=sin®x + cos? x.
Bai tap 20. Tinh dao ham cac ham s6 sau:

a) y=cotvVx?—x+1 b) y =3sinx++vtanx ) y = sin®* Vcos3x d) y = tan® /22 41
Bai tap 21. Tinh dao ham cac ham s6 sau:

2 . . .
X< sinx X COS X + sin x xsinx
= . b)y=—7""— = dy=—"——.
2y cos x )Y sin x + cos x Y 1—cosx )y X+ tanx

CHUNG MINH DANG THUC. GIAI PHUONG TRINH, BAT PHUONG TRINH CO DAO HAM

Bai tap 22. Cho ham sb y = tan x. Chting minh y' — > — 1 = 0.
Bai tap 23. Chiing minh rang ham so:

a) y = cot2x thdaman y’ +2y> +2 =0
b) ¥ = x + tan5x thdamany’ —5(y — x)> —6 =0
Bai tap 24. Cho ham s6 f(x) = sin* x + cos* x va g(x) = i cos4x. Ching minh f'(x) = ¢’ (x).
Bai tap 25. Cho ham s6 f(x) = 2cos?(4x — 1). Chitng minh rang v&i moi x ta c6 |f'(x)| < 8. Tim cdc gid tri ctia x

dé dang thuc xay ra.

7.2.7 Pao ham cua ham so mu va ham so 16garit

Dinh 1y 7.8.
e Ta c6 cong thirc dao ham ciia cdc ham s6 mii va ham so logarit sau:
1
a) (%) =e". b) (Inx) = - (x>0
¢ (a¥) =a*-Ina (a>0,a#1). d) (log, x)" = g (x>0,a>0,a#1).
e Dgo ham ham s6 hop
!/
a) (e") =u'e". b) (Inu) = % (u>0).
!
o) (a") =u'a"-Ina (a >0,a #1). d) (log,u) = g (u>0,a>0,a#1).
$> BAI TAP<S
Bai tap 26. Tim dao ham ctia cic ham s
a) y=e" taix =2In3. b) y = logs x tai x = 2. ) y=9"taix =1 d)yzlnxtaix:%.
Bai tap 27. Tinh dao ham ctia cac ham s6 sau:
) y =23 by y = ) v = x-log, x d) y =2 e
a) y = . V= sy c) y=x-log,x. y=x-e".
Bai tap 28. Tinh dao ham cac ham sb
a) y=e¥ 3, b) y = 5% c) y=e*cosx.
d)y=xnx+1 e) y = log, x —3log, x. f) y=2"+3""
g) y =2% —ex. h) y = (x — 1)e**. ) y=e"+e "
Bai tap 29. Tinh dao ham cac ham s6
a) y= (x* —2x +2)e". b) y = (x> —4x+3)Inx. ) y = 5x* —2%cosx.
. x+1 x
d) y = e*(sinx — cos x). e) y= TR f) y:elx.

Bai tap 30. Tinh dao ham cac ham s
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a) y=2x+1—In(1—2x). b) y = log(x* + 1) — In2x. c) y =log, vVx+3.
X _ =X 2
d)y:e € e)y:M. f) y=(3x—2)In’x.

eX+e %’ x
Bai tap 31. Tinh dao ham cac ham s

1 1 4
- -2
a) y = (cosx +sinx)e ~*. b)y:xlnm. C)y:e7+‘/e7_ﬁ'
TIEP TUYEN

Bai tap 32. Chohams6y = f(x) = x% c6 d6 thi (C) va diém M(2;4) € (C). Tinh hé sb goc ctia tiép tuyén ctia (C)
tai diém M va viét phuong trinh cua tiép tuyén dé.
Bai tap 33. Cho (C) la d6 thi ciia ham s6 f(x) = % va diém M(1;1) € (C). Tinh hé s6 goc cta tiép tuyén ctia (C)
tai diém M va viét phuong trinh tiép tuyén do.
Bai tap 34. Cho ham s6 f(x) = —2x? c6 db thi (C) va diém A(1; —2) € (C). Tinh hé s géc ctia tiép tuyén véi (C)
tai diém A.
Bai tap 35. Viét phuong trinh tiép tuyén ctia d6 thi ham sé y = x°.

a) Tai diém (—1;1). b) Tai diém c6 hoanh do bang 2.
Bai tap 36. Cho ham sb y = x* — 2x* +1 (C)

a) Viét phuong trinh tiép tuyén cta (C) tai diém A(0;1).

b) Viét phuong trinh tiép tuyén ctia (C) di qua diém A(0;1).
Bai tap 37. Viét phuong trinh tiép tuyén ctia (C) qua diém A biét:

a) (C):y=x%*vaA(0;—1). b) (C):y = x> —3x> +2va A(3;2).
Q) (C):y = x*—3x% — 4va A0; —4). d) (C):y= % va A(3;2).

Bai tap 38. Cho ham s6 y = 4x° — 6x + 1 (C). Viét phuong trinh tiép tuyén ctia (C) qua diém M(—1; —9).
Bai tap 39. Viét phuong trinh tiép tuyén ctia (C) trong cac trudng hgp sau

a) (C): y = x* — 3x va tiép tuyén song song v6i A: y = x + 1.

1 . .
b) (C):y= p va tiep tuyen song song voi A: y = —4x + 2.

. . 1
o (C):y= i+1 va tiep tuyen song song voi A: y = §x+3.

Bai tap 40. Viét phuong trinh tiép tuyén ctia (C) trong cac trudng hgp sau
4

1 < . 1
a) (C):y= i x2 4 2 va tiép tuyén vuong goc véi A: y = 1x—0—3.

b) (C):y= iJrl va tiép tuyén vudng goc véi A: x +2y —4 = 0.

va tiép tuyén vuodng géc v6i A: x +4y — 1 = 0.

x+2
Bai tap 41. Cho (Cy): y = x> + mx —m + 1, dinh m dé:
a) Hé sb goc tiép tuyén ctia (Cy,) tai A(1;2) bang 5.

b) Tiép tuyén ctia (Cy,) tai A vudng goc véi duong thang (A): y = 4x — 1.

2x2
Bai tap 42. Cho (C): y = %25)(

(d1): x+2=0,(dr): 2x —y+ 1 = 01an lugt tai A va B. Chiing minh rang M 1a trung diém ctia doan AB.
Bai tap 43. Cho (C): y = x> —3x2 + 1.

, M 1a diém trén (C). Tiép tuyén (d) cta (C) tai diém M cat 2 dudng thang

a) Viét phuong trinh tiép tuyén cta (C) tai diém c6 hoanh do 1a 1.

b) Tim tiép tuyén c6 hé sb géc nhé nhét trong cac tiép tuyén cta (C).
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Bai tap 44. Cho ham s6 y = f(x) = —x° 4 3x> — 2 ¢6 d6 thi (C). Viét phuong trinh tiép tuyén cta (C) c6 hé s6
goc 16n nhét.

Bai tap 45. Tim mot diém trén do thi ctia ham sb y= P sao cho tiép tuyén tai d6 cung vdi cac truc toa do tao

thanh mot tam gidc c6 dién tich bang 2.
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7.3 Pao ham cap hai

Dinh nghia 7.3. Cho ham s6 y = f(x) cé dao ham y' = f'(x) tai moi x € (a;b). Néu ham séy' = f'(x) cé dao ham tai x
thi ta goi dao ham ctia y' 1a dgo ham cdp hai ciia ham séy = f(x) tai x, ki hiéu y" hodc f" (x).

7.3.1 Y nghia co hoc ctia dao ham cép hai

Tinh chét 7.1. Pao ham cip hai f" (t) la gia toc titc thoi tai thoi diém t ciia vt chuyén dong cd phuong trinh s = f(t).

$> BAI TAPSS
Bai tap 1. Tinh dao ham ctia cdc ham s sau
x? —2x+3 x2—2x+3
=23 - 4 4x— = —, = = .
a)y1 X 2+x b) y p— Q) y p— d) y = v5x
g-

Bai tap 2. Tinh dao ham ctia cdc ham s sau

a) y = sin3x. b) y = cos’ 2x. ) y = tan®x. d) y = cot(4 — x?).
Bai tap 3. Tinh dao ham ctia cac ham sb sau

a) y = (xz—x)Qx. b) y = x* - log, x. o) y=(x*+1)-Inx. d) y =¥
Bai tap 4. Tinh dao ham cép hai ctia cic ham sb sau

a) y =2x* —5x% +3. b) y =x-e". ¢) y = x%+sin2x. d) y = e tany,

e) y=3x>+5x+1. f) y =sinx. g) y = sin2x. h) y =Inx.

) y=vx2+1. i) y=etl k) y = x + sin3x. ) y=2%41.
Bai tap 5. Tinh dao ham cép hai ctia cac ham sb sau:

1 .
a) y =% —x. b) y = cosx. ) y=-— d) y =",

=
Bai tap 6. Ching minh céc dang thic vé dao ham

a) Choy = (x*> +1)e*. Ching minh y”" —y = 2(x + 1)e".

b) Cho y = e*"*. Chiing minh y’ cos x — ysinx = y".

¢) Cho y = e" sinx. Ching minh y"" — 2y’ 4+ 2y = 0.
Bai tap 7. Mot vat chuyén dong thiang khong déu xac dinh boi phuong trinh s(t) = 2 — 4t + 3, trong d6 s la
quang dudng tinh bang mét va t 1a thoi gian tinh bang gidy. Tinh gia tdc ctia chuyén dong tai thoi diém t = 4.
Bai tap 8. Mot hon s6i roi tu do c6 quang dudng roi tinh theo thoi gian t 1a s(t) = 4,9#?, trong d6 s tinh bang mét
va t tinh bang gidy. Tinh gia toc roi ctia hon séi lic ¢ = 3.
Bai tap 9. Can ning trung binh ctia mot bé géi trong do tudi tir 0 dén 36 thang c6 thé duge tinh gan diing boi
ham sé w(t) = 0,000758t> — 0,0596t 4 1,82t + 8,15, trong d6 t duge tinh bang thang va w dugc tinh bang pound

(nguBn:https://wwww.cdc.gov.growthcharts/data/who/GrChrt—Boys). Tinh toc do thay déi can nang cta bé gai do tai
thoi diém 10 thang tudi.

by Y
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Bai tap 10. Mot cong ty xac dinh rang t6ng chi phi cta ho, tinh theo nghin dé-la, dé san xuat x mat hang la

C(x) = v/5x2 + 60 va cong ty 1én ké hoach nang san lugng trong  thang ké tir nay theo ham s6 x(t) = 20t + 40.
Chi phi sé ting thé nao sau 4 thang ké tir khi cong ty thuc hién ké hoach d6?

Bai tap 11. Trén Mdt Trang, quang duong roi tu do ctia moét vat duge cho boi cong thice s(t) = 0, 812, trong do ¢
1a thoi gian dugc tinh bang gidy va s tinh bang mét. Mot vat tha roi tir do cao 200 m phia trén Mt Trang. Tai thoi
diém t = 2 sau khi tha vat d6, tinh:

a) Quang duong vat da roi;

b) Gia tdc ctia vat.
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7.4 Bai tap cudbi chuong

O TRAC NGHIEM 4 DAP AN @

Cau 1. Cho ham s6 y = x® — 3x%. Tiép tuyén v6i do thi ctia ham s6 tai diém M(—1; —4) c6 hé sb géc bing

@) -3. 9. © 9. (D) 72.

Cau2. Hamsby = —x?> 4+ x+7cédaoham tai x =1 bf?mg

@ -1. (B) 7. © 1 (D) 6.

Cau 3. Cho hai hams6 f(x) = 2x® —x2 4 3vag(x) = x° + % — 5. Bat phuong trinh f/(x) > ¢/(x) c6 tap nghiém

la

@ (—00; 0] U [1; 400). (0;1). @ [0;1]. @ (—00;0) U (1; +00).

Cau4d. Hamsby =

a +§ c6 dao ham la

X+
I _ 1 ! _ 5 I _ -1 I _ -5
®y (e +2)% y*(x+2)2' ©y*(x+2)2' Dy (e +2)%
Cau 5. Ham s6 y = —— c6 dao ham cap hai tai x = 11a
x+1
1 1 1
@y =3 ® ') =—; ©y'(1)=4 @y =
$> BAI TAP<S

Bai tap 1. Cho ham s f(x) = x* — 2x + 3 ¢6 d6 thi (C) va diém M(—1;6) € (C). Viét phuong trinh tiép tuyén
voi (C) tai diém M.

Bai tap 2. Tinh dao ham ctia cdc ham sb sau:

o dx—1

C2x+ 17

3
a) y=3x* —7x3 +3x% +1 b)y:(xz—x) Qy
Bai tap 3. Tinh dao ham ctia cdc ham sb sau:

a) y= (x2+3x—1) e’; b) y = x*log, x.
Bai tap 4. Tinh dao ham ctia cdc ham sb sau:
a) y =tan(e* +1); b) y = Vsin3x; c) y=cot(1-2%).
Bai tap 5. Tinh dao ham cp hai ctia cdc ham sb sau:
a) y= x> —4x% +2x - 3; b) y = x%e".
Bai tap 6. Mot vién soi roi tir do cao 44, 1 m thi quang duodng roi dugc biéu dién béi cong thucs(t) =4, 9¢2, trong
d6 t 1a thoi gian tinh bang giay va s tinh bang mét. Tinh:
a) Van toc roi ctia vién séi lic t = 2; b) Van tbc ctia vién so6i khi cham dat.

Bai tdp 7. Mot vat ghuyé’n dong trén mot dudng théng dugc xac dinh boi cong thiic s(t) = 2t° + 4t + 1, trong d6
t 1a thoi gian tinh bang gidy va s tinh bang mét. Tinh van toc va gia toc ctia vat khi + = 1.

500t
2+9

Bai tap 8. Dan sd P (tinh theo nghin ngudi) ctia mét thanh phd nhé dugc tinh theo cong thite P(t) = , trong
do t 1a thoi gian tinh bang nam. Tim t6c do tang dan sb tai thoi diém ¢ = 12.

) 1 . .
Bai tap 9. Ham s0 S(r) = py 6 thé dugce sit dung dé xac dinh stc can S cia dong mau c6 ban kinh r (tinh theo

milimét) (theo Bach khoa toan thu Y hoc "Harrison’s internal medicine 21st edition"). Tim téc d6 thay déi cua S
theorkhir =0,8.
Bai tap 10. Nhiét d6 co thé ctia mot ngudi trong thoi gian bi bénh duge cho béi cong thire T(t) = —0, 162 + 1,2t +
98,6, trong d6 T 1a nhiét do (tinh theo don vi do nhiét do Fahrenheit) tai thdi diém ¢ (tinh theo ngay). Tim toc do
thay d6i cia nhiét do ¢ thoi diém t = 1,5.

) 600 . . , . e i oas g
Bai tap 11. Ham so R(v) = e co thé dung dé xac dinh nhip tim R ctia mot ngudi ma tim ctia nguoi do co thé

lay di dugc 6000 ml mau trén mdi phut va v ml mau trén méi nhip dap (theo Bach khoa toan thu Y hoc "Harrison’s
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internal medicine 21st edition"). Tim toc d6 thay d&i ctia nhip tim khi lugng mau tim ddy di & mot nhip 1a v = 80.
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Chuong 8
Quan hé vuong goc trong khong gian

8.1 Hai duong thang vuong géc

8.1.1 Khai niém
Pinh nghia 8.1. Trong khong gian cho hai duong thing a va b,

e Gdc giita hai duong thing la goc nhon (hay goc vudng) dugc tao béi hai duwong thing song song /

v0i chiing va xudt phat tir mot diém.
e Tacé el a/:>(a'b):(a"b’) /
b || b/ 7 7 . O

o Néu (a;b) = 90° thi ta ndi a vuéng géc véi b. Ki higua 1 b. \
b/
b
N » (dl/dQ) =
Hé qua 8.1. = (dy,dr) = (dq,d3) =«
¢ q { iy dy ~ (rd2) = (d,ds)

$> BAI TAPSS

GOC GIUA HAI PUONG THANG
Bai tap 1. Cho hinh lap phuong ABCD.A’B'C'D’. Tinh géc gitta 2 duong thang

a) ABvaB'C. b) ACva B'C. o) A'C'va B'C.
Bai tap 2. Cho hinh lap phuong ABCD.A’B'C'D’ ¢6 canh la a. Tinh géc gitra cac cap duong thang sau day
a) ABva A'D. b) AD va A'C'. ) BC'vaB'D.

Bai tap 3. Cho hinh chép S.ABC ¢6 day ABC la tam gidc déu canh la 24, tam gidc SBC vudng can tai S, SA = 2a.

a) Tinh goc gitta hai dudng thang SB va AC.

b) Goi G la trong tdm cta tam giac SBC. Tinh goc tao bdi AG va SC.
Bai tap 4. Cho hinh chép S.ABCD ¢6 SA = SB = SC = AB = AC = a ¢6 BC = av/2. Tinh géc gitra hai duong
thang AB va SC.
Bai tap 5. Cho tir dién déu ABCD canh a. Tinh géc gitta hai duong thang AB va CD.
Bai tap 6. Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh thoi canh a, SA =4, SA L BC.

a) Xac dinh goc gitra SA va AD va hinh tinh tam giac SAD.

b) Tinh goc gitta SD va BC.

¢) Goi I, ] 1an lugt 1a trung diém ctia SA va SC. Ching minh I] 1 BD.
Bai tap 7. Cho ti dién ABCD c6 AB = CD = 2a. Goi M, N la trung diém cta BC va AD. Tinh géc tao bdi AB va
CD biét MN = av/3.

4 5 . )

Bai tap 8. Cho tu dién ABCD ¢6 CD = gAB. Goi I, J, K lan luot la trung diem BC, AC, BD. Cho biet [K = gAB.
Tinh goc gitta CD v6i cac duong thang 1] va AB.
Bai tap 9. Cho tu dién déu ABCD canh a. Goi I 1a trung diém CD. Tinh géc gitta AC va BI.
Bai tap 10. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vudng canh bang a, cic tam giac SAB va SAD cung
vuodng goc tai A. Biét ring SA = av/2, goi M la trung diém ctia canh SB.
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a) Tinh goc tao boi hai véc-to AC va SD.
b) Tinh géc tao bdi hai duong thang AM va SC.
Bai tap 11. Cho tit dién déu ABCD. Goi O la trong tdm tam giac BCD.
a) Ching minh AO L CD.
b) Goi M la trung diém CD, tinh goc gitta AC va BM.
Bai tap 12. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thang vuong tai A va D, biét AD = DC = a, AB = 2a

Za\@
3

a) Tinh géc gitta SB va DC. b) Tinh goc gitta SD va CD.

vaSA 1 AB,SA 1 AD,SA =

CHUNG MINH HAI DPUONG THANG VUONG GOC
Bai tap 13. Cho tit dién déu ABCD canh bang a. Goi M, N, P, Q, R lan lugt 1a trung diém ctia AB, CD, AD, BC
va AC. Chitng minh

a) MN L RP. b) MN L RQ. ¢) AB L CD.

Bai tdp 14. Cho hinh chép S.ABC ¢6 tam giac ABC vudng tai B, tam gidc SAC vuodng tai A va SA 1L AB. Ké
duong cao AH ctia tam giac SAB.

a) Ching minh tam giac SBC vuong tai B. b) Ching minh AH L SC.

Bai tap 15. Cho hinh chép S.ABC 6 SA = SB = SC va ASB = BSC = CSA. Ching minh ring SA L BC,
SB 1 AC,SC L AB.
Bai tap 16. Cho tir dién ABCD c6 AB = AC = AD va BAC = 60°, BAD = 60°, CAD = 90°. Goi I va J lan luot la
trung diém AB va CD. Chung minh

a) AB L CD. b) I] L ABvalj L CD.

Bai tap 17. Cho hinh chép tu gidc S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuéng. Tét ca cac canh bén va canh day ctia hinh
chop déu bang a. Ching minh SA L SCva SB L SD.
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8.2 Puong thang vudng géc véi mit phang

8.2.1 Khai niém

DPinh nghia 8.2. Duong thing vuéng gdc vdi mit phing néu duong thang dé vuong goc vdi moi dudomg thing nim trong
mit phang. Ky hi¢u: d 1 (P).

8.2.2 Chung minh “duong vuong goc voi mat”
Dinh Iy 8.1.
e Néu duong thang d vuéng goc vdi hai dwong thang cit nhau nim trong
mit phing («) thi né vuéng goc vdi mat phing («). d
dla

|JdLb
e Taco =al (a).

acC (a),bC () M \
anNnb=M ﬂb

Hé qua 8.2.
o C6 duy nhéit mét mit phang di qua mot diém cho trudc va vudng goc vdi mot duomg thing cho trudc.

o C6 duy nhit mot duong thang di qua mét diém cho trudc va vudéng goc véi mot mit phang cho trudc.
Dinh ly 8.2.

a#b
b
A L b dal(a) =alb. o [@INE ).
al (a) al (a)
bl (a)
(@) # (B) . 0 @)
d Sal () = (a)] (B). e) {bL(lx):HjJ_u' )l qalb =al(a).
bL(B) bl (w)
Dinh ly 8.3.
Cho duwong thang (a) khong vuéng goc véi mét phing («) va dudong thing (d) nim trong A
(). Khi dé, diéu kién can va di dé' (d) vudng géc véi (a) la (d) vudng géc véi hinh chiéu
(a') ctia (a) trén ().
d
P |
$> BAI TAPSS
Bai tap 1. Cho tir dién O.ABC c6 ba canh OA, OB, OC do6i mot vuong goc véi nhau. Chirng minh
a) OA L (OBC). b) OB L (OAC). &) OC L (OAB).

Bai tap 2. Cho ti dién S.ABC c6 ddy la tam gidc ABC vuong tai Bva SA L (ABC).
a) Chung minh BC L (SAB).
b) Ching minh ASBC vuéng tai B.

c) Goi AH la duong cao ctuia tam giac SAB. Chung minh AH L SC.

Bai tap 3. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vudng, tam O va SA | (ABCD), Goi H, K lan luot 1a
hinh chiéu ctia A trén SB va SD.

a) Chung minh BC L (SAB), suy ra BC L SB. b) Chung minh CD L (SAD),suyraCD L SD.
¢) Chung minh BD L (SAC). d) Ching minh HK L (SAC).
e) Chung minh AH 1 (SBC). f) Chuing minh AK L (SCD).
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Bai tap 4. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vuong, SA L (ABCD). Goi M, N lan lugt la trung diém
SBva SD. Chung minh MN L (SAC).

Bai tap 5. Cho hinh chép S.ABC c6 tam gidc ABC vuéng tai Bva SA | (ABC). Goi AH, AK lan luot la cac duong
cao trong cac tam giac SAB va SAC.

a) Ching minh tam giac SBC vuong. b) Chiing minh tam gidc AHK vuéng.

¢) Chung minh ASHK vudng, suy ra SC L (AHK).

Bai tap 6. Cho ti dién SABC c6 ddy ABC 1a tam gidc vuodng tai A, biét SB | (ABC) va SB = AB. Goi H, I, K lan
luot 1a trung diém ctia SA, BC va AB.

a) Chuing minh AC L (SAB). b) Chung minh BH 1 (SAC).

¢) Chuang minh KI L SA. d) Chang minh AB L IH.
Bai tap 7. Cho ti dién ABCD c6 AB = AC, BD = CD. Goi I la trung diém BC.
a) Chung minh BC L (AID).
b) Goi AH la duong cao cua tam giac AID. Chung minh AH | (BCD).
Bai tap 8. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh chit nhat. Tam giac SBC vudng tai B va tam giac SCD
vuong tai D. Ching minh SA L (ABCD).
Bai tdp 9. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh thoi tdm O v6i SA = SC, SB = SD. Chung minh

a) SO L (ABCD). b) AC 1 SD.
Bai tap 10. Cho tu dién ABCD c6 AB L CD va AC L BD. Goi H la tryc tdim ABCD. Chung minh
a) AH 1 (BCD). b) AD 1L BC.

Bai tap 11. Cho hinh chép S.ABC ¢6 SA = SB = SC, tam gidc ABC vudng can tai A. Goi I la trung diém canh
BC. Chuing minh

a) BC L (SAI). b) ASIA = ASIB.

o) SI L (ABC).
Bai tap 12. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thoi, SA | (ABCD). Mat phang (P) qua A va song
song BD, cat SB va SD 1an luot tai M, N. Chiing minh MN L (SAC).
Bai tap 13. Cho tu dién S.ABC c6 dday ABC la tam gidc vuong tai Bva SA L (ABC). Ké AM vudng goc SB tai M
SM _ SN Chitng minh ran
5B~ sC 8 8

a) AM L (SBC). b) SB L AN.
Bai tap 14. Cho hinh chép S.ABC c6 ddy la tam gidc can tai A, SA L (ABC). Goi I 1a trung diém BC. Goi Gy, G,
lan lugt 1a trong tdm ctia cac tam giac ABC va SBC. Ching minh GG, L (ABC).
Bai tap 15. Cho ttr dién ABCD c6 AABC va ADBC la cac tam gidc déu canh a, AD = —a\z/g. Chung minh AI L
(BCD) védi I 1a trung diém BC.
Bai tap 16. Cho hinh chép 0.ABC ¢6 AOB = AOC = 45°, OA = 1, OB = OC = av/2. Chitng minh

a) OA L AB. b) OA L (ABC).

Bai tap 17. Cho hinh chép S.ABC 6 SA = SB = SC = a, ASB = 120°, BSC = 60°, CSA = 90°.

va liy diém N trén SC sao cho

a) Ching minh tam gidc ABC vuong.

b) Xac dinh hinh chiéu H ctia S 1én mat phang (ABC).
Bai tap 18. Cho hinh chép S.ABC c6 SA L (ABC). Goi H va K lan lugt 1a tryc tdm ctia cac tam giac ABC va SBC.
Chung minh

a) Ba duong thang AH, SK, BC déng quy. b) SC L (BHK).

¢) HK L (SBC).
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8.3 Géc gitra hai mit phang
Dinh nghia 8.3.

e Gdc giita hai mdt phang la goc giita hai duong thang lin luot nam trong hai mdt phang
i vudng goc vdi giao tuyén. 4
A= (P)N(Q)
e Tucoa LA acC (P) = [(P);(Q)]=(ab).

Luu y 8.1. Gdc giita hai mdt phang la géc nhon hodc goc vuong.

$> BAI TAPSS
Bai tap 1. Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC la tam giac vuong tai C v6i AB = 2a, AC = a, SA vudng goc voi
(ABC), SA = aV/3. Tinh géc gilta cic mat phing sau day

a) (SAB)va (SAC) b) (SBC) va (ABC) ¢) (SAC) va (SBC).
Bai tap 2. Cho tu dién S.ABC c6 day ABC la tam giac déu canh a, SA L (ABC) va SA = g. Tinh goc a gitra hai
mat phang (ABC) va (SBC).
Bai tap 3. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day la hinh vuéng ABCD canh a, SA vuéng goc vdi (ABCD), SA = a. Tinh
goc gitta cac mat phang sau day

a) (SAB) va (SBD). b) (SBC) va (ABCD). ) (SBD)va (ABCD).  d) (SBC) va (SAD).
e) (SBC)va (SAC). f) (SBC)va (SCD). g) (SBD) va (SAC).

8.4 Hai mit phang vudng goc

Pinh nghia 8.4. Hai mdt phing duoc goi la vudng goc vdi nhau néu goc giita chiing bang 90°.
Dinh ly 8.4.
o Mubn chitng minh hai mit phing vuéng goc, ta ching minh mot duong thang
nim trong mét phing nay vudng géc vdi mdt phang kia. (P)

. Tucé {Z é g) = (P) L (Q).

Dinh ly 8.5.

e Néu hai mat phang vudng gdc thi duong thang nao nim trong mdt phing nay
ma vudéng goc vdi giao tuyén thi vuéng goc vdi mat phing kia. (P)
(P) L(Q)
b=(P)N(Q) “
1 (Q).

alb

e Taco

Dinh ly 8.6.
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o Néu hai mét phang cat nhau cing vuéng goc véi mét phing thit ba thi giao tuyén /
ctia chiing ciing vudng goc vdi mit phang thit ba.
(P)N(Q) =a (P) (Q
e Taco< (P) L (R) =a L (R). .
(Q) L (R)
$> BAI TAP<S
Bai tap 1. Cho ti dién S.ABC c6 ddy ABC la tam gidc vuong tai Bva SA L (ABC). Ching minh
a) (SAB) L (ABC). b) (SBC) L (SAB).

Bai tap 2. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1a hinh vuéng, SA L (ABCD). Ching minh
a) (SAB) L (SBC).
b) (SAC) L (SBD).
c) (AMN) L (SAC) véi M, N lan lugt 1a trung diém SB, SD.
d) (SIH) L (SAD) véi I la trung diém AD va H la giao diém cac dudng chéo ctia hinh vudng.

Bai tap 3. Cho hinh chép S.ABCD c6 ABCD la hinh chit nhat. Goi SH, SK lan lugt 1a dudng cao ctia cac tam giac
SABvaSCD véi H € AB, K € CD. Ching minh (SHK) L (ABCD).

Bai tap 4. Cho hinh chép S.ABC c6 SA L (ABC). Hai mat phang (SBC) va (SAB) vuéng goc v6i nhau. Ching
minh hai tam gidc ABC va SBC la tam gidc vuong.
Bai tap 5. Cho hinh vuéng ABCD. Piém M khong nam trong mat phang (ABCD) sao cho cac goc AMB va AMD
vuong. Chung minh (MAC) L (ABCD).
Bai tap 6. Cho hinh chép tu gidc déu S.ABCD c6 canh bén va canh ddy déu bang a.

a) Tinh d¢ dai duong cao hinh chép.

b) Goi M la trung diém SC. Ching minh (MBD) L (SAC).
Bai tap 7. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1a hinh chit nhat va SA | (ABCD). Goi AH, AK lan lugt 1a
duong cao cta cac tam giac SAB, SAD. Chung minh (AHK) L (SAC).
Bai tap 8. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuong, hai mat phang (SAB) va (SAD) ciing vudng goc
v6i mat phang (ABCD). Ké duong cao AH ctia tam giac SAB. Ching minh AH | (SBC) va (SBC) L (AHC).
Bai tap 9. Cho hinh chir nhat ABCD ¢6 I, ] 1an lugt 1a trung diém AB, CD. Trén dudng thang vuong goc véi
(ABCD) tai I, lay diém S sao cho AB = 2SI. Chiing minh

a) (SAB) L (ABCD).  b) (SCD) L (SIJ). o) (SAD) L (SBC).
Bai tap 10. Cho hinh chép S.ABC c¢6 day la tam gidc ABC vudng tai B, SA L (ABC). Goi B/, C’ 1an lugt 1a hinh
chiéu vudng goc ctia A 1én SB va SC. Ching minh

a) BC L (SAB). b) AB' L (SBC). ) (AB'C’) L (SBC). d) Tit gidgc BCC'B noi tiép.
Bai tap 11. Cho hinh chép O.ABC ¢6 OA = OB = OC, AOB = BOC = 60°, AOC = 90°. Chiing minh ring
(ABC) L (AOC).
Bai tap 12. Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC vuédng tai C, tam giac SAC déu va (SAC) L (ABC). Goi I la trung
diém SC. Ching minh

a) (SBC) L (SAC). b) (ABI) L (SBC).
Bai tap 13. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vudng. Biét tam gidc SAB déu va (SAB) L (ABCD).
Goi H, M lan luot la trung diém AB, BC. Chiing minh

a) (SAD) L (SAB). b) (SHC) L (SDM).
Bai tap 14. Cho hinh chép S.ABC c6 day la tam giac vuong can tai B v6i AB = BC = a. Hai mat bén SAB va SBC
12 hai tam giac déu. Goi H la trung diém AC.

a) Chung minh SH L (ABC).

b) Goi M la trung di€ém SB. Chung minh (ACM) L (SBC).
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Bai tap 15. Hinh chép S.ABCD c6 déy la hinh chit nhat, AB = av/2, AD = SA = ava SA L (ABCD).
a) Goi M la trung diém AB. Chung minh DM L (SAC).
b) Goi E la diém trén SB sao cho SB = 2SE. Chung minh SB L (DAE).

8.5 Hinh lang tru dung, hinh hop va hinh lap phuong

8.5.1 Nhan dién hinh lang tru ding, hinh hop va hinh lap phuong
Dinh nghia 8.5.

* Hinh ling tru dirng = hinh lang tru + canh bén vudng goc vdi day.

* Hinh lang tru déu = hinh lang tru diig + ddy la da gidc déu.

e Hinh hop ditng = hinh hop + canh bén vudng goc voi day.

o Hinh hp chit nhdt = hinh hop ding + day la hinh chir nhat.

e Hinh lgp phuong = hinh hdp diing + cdc canh bing nhau.

$> BAI TAPSS
Bai tap 1. Cho hinh lang tru déu ABCD.A’B'C'D’ c6 canh day AB = a va canh bén AA’ = h. Tinh d9 dai duong
chéo A'C theo a va h.

Bai tap 2. Cho hinh tru tam gidc déu ABC.A’B'C’ canh dédy bang a. Trén cac canh AA’, BB’ va CC’ 1an lugt 1y cac
diém M, N, P sao cho dién tich tam gidc MNP bang 24%. Tinh géc gitta (MNP) va (ABC).

Bai tap 3. Cho lang tru ABC.A’B'C’ c6 do6 dai canh bén bang 2a, ddy ABC la tam giac vuong tai A, AB = a,
AC = aV/3 va hinh chiéu vudéng géc ctia dinh A’ trén mat phang (ABC) la trung diém canh BC. Tinh cos a v6i a
la goc gitta AA" va B'C'.

8.6 Hinh chép déu, hinh chép cut déu

Dinh nghia 8.6. Hinh chdp déu la hinh chop cé ddy la da gidc déu va cdc canh bén biang nhau.

Tinh chat 8.1. Hinh chdp déu cé
o Cdc mdt bén la cdc tam gidc cdn bang nhau, ¢ chung dinh.
e Dogn ndi tir dinh xudng tam ciia ddy thi vuéng géc véi day va dugc goi la duomg cao hinh chdp.
* D¢ dai duong cao hinh chdp goi la chiéu cao hinh chdp.

Pinh nghia 8.7.

Phan hinh chdp déu niam giita ddy va mdt phang song song vdi ddy cit canh bén
hinh chop déu duoc goi la hinh chdp cut déu.

$> BAI TAP<S

Bai tap 1. Cho hinh chép déu S.ABC c6 canh ddy AB = a va canh bén SA = b. Tinh d6 dai duong cao SO.
Bai tap 2. Cho hinh chép déu S.ABCD c6 canh ddy AB = a va canh bén SA = b. Tinh d¢ dai dudng cao SO.

Bai tap 3. Cho hinh chép tit gidc déu S.ABCD c6 canh day bang a va canh bén bang é. Tinh goc gitra hai mat
phéng
a) (SAB)va (ABCD) b) (SAB) va (SCD)
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Bai tap 4. Cho hinh chép déu S.ABC, ddy la tam giac ABC tdm O canh a. Géc gitta mat bén va mat day 1a 60°.
Goi I,] 1an luot 1a trung di€ém AB va BC. Tinh goc gitta hai mat phéng

a) (SAB)va (SBC) b) (SAJ) va (SCI)
Bai tap 5. Cho hinh chép déu S.ABC c6 d6 dai canh day 1a a. Goi M, N lan lugt 1a trung diém SB va SC. Biét hai
mat phang (AMN) va (SBC) vuédng géc véi nhau, tinh S 41y theo a.
Bai tap 6. Cho hinh chép cut déu ABCD.A'B'C'D’, ddy 1én ABCD c6 canh bang a, ddy nhé A’B'C'D’ canh bang
b, chiéu cao OO’ bi“mg h, véi O, O 1an luot 1a tAm hai day. Tinh d¢ dai canh bén AA'.
Bai tap 7. Cho hinh chép cut t gidc déu c6 day 16n bang 24, canh ddy nho va dudng ndi tdm hai day bang a. Tinh
do dai canh bén va duong cao mat bén.
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8.7  Khoang cach

Pinh nghia 8.8.
e Khodng cdch tir mot diém dén mot duong thang la do dai doan vuéng goc ké tir diém do dén A
duwong thang di cho.
C(AH L d
e Taco Hed = djq = AH. ]
H
Dinh nghia 8.9.
e Khodng cich tir mét diém dén mot mat phang la do dai doan vudng goc ké tir diém do A
dén mit phang da cho.
(AH L (a)
e Taco H e () = dj4,a) = AH. /{ J
H
«
Pinh nghia 8.10.
e Khodng cdch giita duong thang va mit phing song song la khodng cdch tir mot diém A
biit ky trén duong thing dén mt phang da cho. M
R N N
PO NMen ~ D@ = M)
/( N
o
Dinh nghia 8.11.
e Khodng cdch giita hai mit phing song song la khodng cdch tir mét diém bat ki ciia
mit phing nay dén mdt phang kia.
R (N N
TONN (@) [(@),(B)] = 4IN,(B)] = TN h T
B H
Dinh nghia 8.12.
 Doan vuéng géc chung: 1a doan thing cd 2 dau nam trén hai duong thing va vuéng goc M
vdi hai dwong thiang do. a
e Khodng cdch giita hai duwong thiang chéo nhau: la do dai doan vuéng goc chung ciia
hai duong thing do.
[MN La, Mea
e Taco = d,p = MN.
MN Lb,Neb ' b N

$> BAI TAP<S

KHOANG CACH TU MOT PIEM DEN MOT PUONG THANG

/3

Bai tap 1. Cho hinh chép tam giac déu S.ABC c6 canh ddy bang a va duong cao SO = %. Goi I 1a trung diém
ctia BC. Tinh khoang céach tir O dén SA.
Bai tap 2. Cho tu dién SABC c¢6 ddy ABC la tam gidc vuong can tai B, AC = 24, SA =avaSA L (ABC). Goi H
la chan duong vuong goc ha tir A trén SB.

a) Tinh khoang cach tir S dén BC.

b) Tinh khodng cach tir trung diém O ctia AC dén duong thang CH.
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Bai tap 3. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuéng tam O canh a, SA L (ABCD) va SA = a. Goi I,
M 1an lugt 1a trung diém cta canh SC va AB. Tinh khoadng cach tir I dén CM.
KHOANG CACH TU MOT DIEM DEN MOT MAT PHANG

Bai tap 4. Cho hinh chép S.ABC c6 SA L (ABC). Xac dinh khoang cach tir chan dudng cao A dén matbén (SBC).
Bai tap 5. Cho hinh chép S.ABCD c6 déy la hinh vuéng canh bang 2a tam O, SA | (ABCD) va SA = 3a.

a) Tinh khoang cach tir A dén (SBC). b) Tinh khoang cach tit A dén (SCD).
¢) Tinh khoang cach tir O dén (SCD). d) Tinh khoang cach tir O dén (SBC).
e) Tinh khodng cach tir A dén (SBD). f) Tinh khodng cach tir C dén (SBD).

Bai tap 6. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh vudng, tdim O, canh a. Canh bén SA L (ABCD). Géc tao bdi SC
va mat phang (SAB) bang 30°. Goi I 1a trung diém ctia SC va G la trong tam ctia tam giac SCD. Xac dinh va tinh
khoang cach

a) d (A, (SBD)) b) d(C,(SBD)) o) d (I (SBD)) d) d (O, (SAB))
e) d(G,(SAB)) f) d(G,(SBD))

Bai tap 7. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh chit nhét v6i AB = a, AD = 2a, SA = a va SA vuong
gbc v6i day (ABCD). Goi I, M 1an luot 1a trung diém ctia SC, CD. Tinh cac khodng cach sau

a) d(A, (SBD)). b) d(I, (SBD)). o) d(4, (SBM)).

Bai tap 8. Cho hinh thoi ABCD tadm O, canh a va AC = a. Tit trung diém H ctia AB dung SH vudng goc vGi mat
phéang (ABCD) v6i SH = a. Tinh cac khoang cach sau

a) d(H, (SCD)). b) d(O, (5CD)). c) d(A, (SBQ)).
Bai tap 9. Cho hinh chép S.ABCD ¢6 SA = 2ava SA L (ABCD). Bay ABCD la hinh thang vuong tai A, B va
AB = BC = a, AD = 2a. Tinh cac khoang cach sau

a) d(4, (SCD)). b) d(B, (SCD)). ¢) d(AD, (SBC)).
/3

Bai tap 10. Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC c6 canh day bang a va duong cao SO = %. Goi I 1a trung diém
BC, K 1a hinh chiéu ctia O trén SI.

a) Ching minh OK L (SBC). b) Tinh khoang cach tir O dén (SBC).
Bai tap 11. Cho hinh chép S.ABC c6 déy 1a tam gidc déu canh a tam O, SA | (ABC) va SA = aV/3.

a) Tinh tan ctia gbc gitta hai mat phang (SBC) va (ABC).

b) Tinh khoang cach tir A dén (SBC), tir d6 suy ra khoang cach tir O dén (SBC).

Bai tap 12. Cho hinh chép S.ABC c6 day 1a tam giac déu canh a, hinh chiéu vudng goc cia S 1én (ABC) la trung
diém O ctia BC.

a) Chiing minh BC L SA. Tinh SA theo 4, biét SO = AB.
b) Dung OH L AB tai H. Chung minh (SOH) L (SAB).
c) Tinh khoang cach tir O dén (SAB) theo a.

Bai tap 13 (KD-2002). Cho t& dién ABCD c6 AD vuéng goc v6i mat phang (ABC). Biét AC = AD = 4 cm,
AB =3 cm, BC = 5 cm. Tinh khoang céch tir A dén mat phang (BCD).

Bai tap 14. Cho hinh chop S.ABC 6 SA = SB = SC, ASB = 120°, BSC = 60° va CSA = 90°. Tinh khoang cach
tir S dén mét phang (ABC).

Bai tap 15. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh chit nhat, SA | (ABCD). Biét SA = a, AB = 2a,
BC = a+/3. Goi J, K 1an lugt 1a trung diém ctia AB, CD. Goi Gy, G, 14n lugt 1a trong tam céc tam gidc SAB va SCD.

a) Chung minh (5G1G,) L (SAB).
b) Tinh géc gitta hai mat phang (SG;G,) va (ABCD).

c) Tinh khodng cach tir G; dén (SCD).
Bai tap 16. Cho hinh chop S.ABC c¢6 ABC la tam gidc vuong tai B, BC = SA = a, AC =2avaSA 1 (ABC).

a) Tinh khoang cach tir A dén (SBC).
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b) Goi D la diém sao cho ACBD la hinh thang v6i AC song song BD va BD = 3a. Tinh khodng cach tit D dén
(SBC) va khoang cach tir C dén (SBD).
Bai tap 17. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD 1a hinh thang can, AD || BC, AB =BC = CD =a, AD = SA =
2avaSA 1 (ABC).

a) Tinh khoang cach tir A va C dén (SBD). b) Tinh khoang cach tir B dén (SCD).

¢) Tinh khodng céch tir D dén (SBC).
Bai tap 18 (HKII-NK 2011-2012). Cho hinh chép S.ABCD ¢6 ddy ABCD la hinh vudng canh bang 5. Tam gidc

SAB nam trong mit phing vuong géc véi ddy va c6 canh SA = 7, trung tuyén Al = v/21. Tinh khoang cach tir
diém S dén (ABCD).

KHOANG CACH GIUA DUONG THANG VA CAC MAT PHANG SONG SONG

Bai tap 19. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vuéng canh a. Biét SI L (ABCD) véi I la trung diém
AD va SI = a. Goi ] la trung diém BC.

a) Chung minh (SIJ) L (SBC).
b) Tinh géc gitta hai mdt phang (SAD) va (SBC).
c) Tinh khoang céch tir A dén mat phang (SBC).

Bai tap 20. Cho hinh chép S.ABCD c6 déy la nira luc giac déu ABCD ndi tiép dudng tron c6 duong kinh AD = 2a,
SA =av6vaSA L (ABCD).

a) Tinh khoang céch tir A va B dén mat phang (SCD).
b) Tinh khoéng cach gitta duong thang AD va mat phang (SBC).

KHOANG CACH GIUA 2 PUONG THANG CHEO NHAU

Bai tap 21. Cho hinh chép S.ABCD, ¢6 SA L (ABCD) va day ABCD la hinh chir nhat. Xac dinh va tinh khoang
céch gitta canh bén SB va canh thudc mit phang day AC.
Bai tap 22. Cho tir dién OABC véi OA, OB, OC doi mot vuong goc véi nhau. Khi d6 duong cao OH cua tir dién

p . oo 1 1 1
OABC dugc tinh theo cong thiic OI2 ~ OAZ + OR? +

Bai tap 23. Cho ti dién déu ABCD canh a
a) Ching minh AB L CD. b) Tinh khoang cach gittra AB va CD.
Bai tap 24. Cho hinh chdép S.ABCD c6 ddy 1a hinh vuéng canh a, SA = hva SA L (ABCD).

oc?

a) Dung va tinh d¢ dai doan vudng géc chung cua SB va CD.

b) Dung va tinh do dai doan vuéng goc chung cia AD va SB.

C

)
)
) Dung va tinh d6 dai doan vuéng goc chung ctia SC va BD.
)

d) Tinh d6 dai doan vuéng goc chung cta SC va AB.

e) Tinh d6 dai doan vuéng géc chung ctia SC va AD.
Bai tap 25. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuong canh bang a, SA vuéng géc v6i mat phang day
(ABCD), géc giita duong thang SC va mat phang (ABCD) bang 45°. Tinh khoang cach gitta hai duong thang
SB, AC.
Bai tap 26. Cho ti dién OABC c¢6 OA, OB, OC d6i mét vuong goc véi nhau va OA = OB = OC = 4. Goi I 1a
trung diém BC. Dung va tinh d6 dai doan vuéng géc chung ctia cac cap duong thang

a) OA va BC. b) AIvaOC.
Bai tap 27. Cho hinh chép S.ABC c6 ddy ABC la tam gidc vudng can tai A, mat bén SBC la tam giac déu canh a
va mat phang (SBC) vudng géc véi ddy. Tinh theo a khoang cach gitra hai duong thang SA, BC.
Bai tap 28. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ABCD la hinh vuéng canh a, SA L (ABCD) va SA = a. Dung va tinh

doan vudng géc chung ctia cac cap duong thang

a) SBvaCD b) SBva AD ¢) BDvaSC d) ACva SD
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Bai tap 29. Cho hinh chép S.ABC c6 ddy la tam gidc déu canh 4, hinh chiéu vuong goc ctia S 1én (ABC) la diém
H thuoc canh AB sao cho HA = 2HB. Géc gitta dudng thang SC va mét phang (ABC) bang 60°. Tinh khoang
cach gitta SA va BC.
Bai tap 30. Cho hinh chép déu S.ABCD c6 canh déy bang a, canh bén bang av/2. Goi M 1a trung diém AB va O
la tam cua day.
a) Xac dinh hinh chiéu vuéng géc ciia M trén mat phang (SCD).
b) Tinh goc gitta hai mit phang (SMO) va (SCD).
c¢) Tinh khoang cach gitra AB va SC.
Bai tap 31. Cho hinh ch6ép S.ABCD ¢6 SA L (ABCD), SA = a, ddy ABCD la hinh vuéng canh a. Goi K 1a diém
bat ki trén CD. Tinh khoang cach gitta AB va SK.
Bai tap 32. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh thoi tdim O canh a, BAD = 60° va duong cao SO = a.
a) Tinh khoang céch tir O dén (SBC).

b) Tinh khoang cach gitta hai dudng thang AD va SB.
Bai tap 33. Cho tir dién ABCD c6 ABC 1a tam gidc déu canh a va AD | BC. Biét khoang cach tir D dén BC bang
ava AD = a.Goi H, I 1an lugt la trung diém BC, AH.

a) Chung minh DI L (ABC).

b) Dung va tinh doan vudng géc chung ctia hai duong thang AD va BC.
Bai tap 34. Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC vuong can tai B, SA = AB =avaSA L (ABC). Goi M la trung
diém AC. Hay dung va tinh d¢ dai duong vudng goc chung gitta SM va BC.
Bai tap 35. Cho lang tru dimg ABC.A’B'C’ c6 déy la tam gidc vuong, AB = BC = a, AA’ = av/2. Goi M la trung
diém BC. Tinh khoang cach gitra hai duong thang AM va B'C.
Bai tap 36. Cho lang tru ABC.A'B'C’ ¢6 tat ca cac canh bang a. Goc tao bsi canh bén va mat phang day bang 30°.
Hinh chiéu H ctia diém A trén mit phang (A'B'C’) thuoc duong thang B'C’.

a) Tinh khoang cach gitta hai mat day.

b) Chiing minh rang hai duong thang AA’ va B'C’ vuong géc va tinh khoang cach gitra chiing.
Bai tap 37. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la ntta lyc gidc déu canh a, dudng cao SA = a. Dung dudng
vuong goc chung gitta BD va SC. Tinh d¢ dai duong vudng goc chung do.
Bai tap 38. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh chit nhat, AB = 24, BC = a. Céc canh bén ctia hinh chép cung
béing av/2.

a) Tinh khoang cach tir S dén mat phang (ABCD).

b) Goi E, F lan luot 1a trung diém cta cac canh AB va CD. Goi K 1a diém béat ki thudc canh AD. Chitng minh
rang khoang céch giita hai duong thang EF va SK khong phu thudc vao K, tinh khoang cach dé theo a.

Bai tap 39. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh ch nhat, AB = a, AD = av2vaSA L (ABCD). Goi

M la trung diém AD. Biét khoang cach giita hai duong thang AD va SB bang #.
a) Chung minh (SBM) L (SAC). b) Tinh SA vad [A; (SBM)].

Bai tap 40. Cho hinh chép tu gidc déu S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh vudng canh a. Goi E 1a diém dbi xtiing cta
D qua trung diém SA, M 1a trung diém AE, N la trung diém BC.

a) Chuang minh MN L BD.
b) Tinh khoang cach gitta hai duong thang MN va AC.

8.8  Thé tich khoi hop, lang tru va khoi chop

8.8.1 Céng thic tinh thé tich
Cong thuc 8.1.
o Thé'tich cila khoi ling tru bing dién tich ddy nhin v6i chiéu cao V = Sgg,.h.

e Thé'tich ciia khoi hop chit nhdt vdi ba kich thudc: chiéu dai a, chiéu rong b, chiéu cao ¢, la V = abc.

MW THANG LONG BINH TAN Trang 126



KHAI PHONG NANG LUC TOAN 11

1

o Thé'tich ciia khdi chdp bing mdt phan ba dién tich ddy nhan vdi chiéu cao V = 3

Sda’y-h-

e Thé tich ciia khéi chdp cut déu duoc tinh theo cong thirc:

Vz%h(SH—@%-Sz),

trong do h la chiéu cao va Sy, Sy lan lugt la dién tich hai ddy ciia khéi chdp cut déu.

$> BAI TAPSS
Bai tap 1. Cho hinh chép déu S.ABCD c6 céc canh bén va cac canh ddy déu bang a.

a) Chiing minh rang cac tam gidc ASC va BSD la tam gidc vudng can.
b) Goi O la giao diém ctia AC va BD, chiing minh rang dudng thang SO vuong goéc v6i mat phang (ABCD).
¢) Ching minh rang géc gitta duong thang SA va mat phang (ABCD) bang 45°.
Bai tap 2. Cho hinh ldng tru ding ABCD.A'B'C'D’ ¢6 ddy ABCD la hinh vuéng canh a. Géc gitta dudng thang
AC’ va mat phang (ABCD) bang 60°.
a) Ching minh riang hai mat phang (ACC’'A’) va (BDD'B’) vuédng géc véi nhau.

b) Tinh khodng cach giira hai dudng thang AB va C'D’.
Bai tap 3. Mot chiéc banh chung c6 dang khéi hop chir nhat véi kich thudce ba canh 1a 15 cm, 15 cm va 6 cm. Tinh
thé tich cta chiéc banh chung do.
Bai tap 4. Mot miéng pho maét c6 dang khéi ling tru ding véi chiéu cao 10 cm va ddy 1a tam gidc vudng can c6
canh géc vuong bang 12 cm. Tinh khéi lugng ctia miéng pho mét theo don vi gam, biét khéi lugng riéng cda loai
pho mét d6 1a 3 g/cm?.

Bai tap 5. Mot loai dén da mubi c6 dang khéi chép ti gidc déu (Hinh 97). Tinh
theo a thé tich ctia dén dd mubi do, gia st cac canh ddy va cac canh bén déu
bang a.

Hinh 97

Bai tap 6. Nguoi ta xdy dung mot chan thap bang bé tong c6 dang khdi chép cut i

giac déu (Hinh 98). Canh ddy du6i dai 5 m, canh ddy trén dai 2 m, canh bén dai 3 m.

Biét rang chan thap dugc lam bang bé tong tuoi véi gia tién la 1470000 dong/m>. 0
Tinh s6 tién d€ mua bé tong tuoi lam chan thap theo don vi dong.

Hinh 98
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8.9 Géc gitra duong thang va mit phang

Dinh nghia 8.13.
e Gdc giita duong thing va mit phang la goc gitta duong thang va hinh chiéu ciia
nd lén mgt phang.
e Luu yj: Gdc giita duong thang va mit phing la goc nhon hojc vuéng.

”/jﬁ A

T

$> BAI TAPSS
Bai tap 1. Cho hinh chép S.ABCD c6 déy la hinh vuéng canh 24, SA vuéng goc véi mat phang day va SA = 2a.
Géc gitta duong thang SB va mat phang day bang bao nhiéu do?

Bai tap 2. Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC la tam giac vudng can tai B, SA vudng goc véi day. Biét rang
SA = aV/3, AC = a\/2. Géc gitta dudng thing SB va mat phang (ABC) bang bao nhiéu?

Bai tap 3. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh chit nhat. Canh SA vuéng goc véi ddy, AB = a, AD =
av/2, SA = av/3. S6 do ctia géc gitta SC va mat phing (ABCD) bing bao nhiéu?

Bai tap 4. Cho hinh chép S.ABCD ¢6 day la hinh vuéng ABCD tam O canh 4, SA L (ABCD) va SA = a. Goi M
la trung diém ctia cac canh BC. Xac dinh va tinh géc gitra

a) Duong thang SC va mat phang (SAB). b) Puodng thiang SB va mat phang (ABCD).
c¢) Puong thang SD va mat phang (ABCD). d) Puong thang SC va mat phang (ABCD).
e) Duong thang SO va mat phang (ABCD). f) Duong thang SB va mat phang (SAC).
g) Puong thang CD va mat phang (SAC). h) Duong thang SC va mat phang (SAB).
i) Duong thang SC va mat phang (SAD). j) Duong thang SA va mat phang (SBD).

Bai tap 5. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh chit nhat va SA | (ABCD). Biét SA = AB = a,
AD = /3. Tinh géc gitra

a) SBvaCD. b) SD va (SAB).
Bai tap 6. Cho tir dién ABCD c6 BCD la tam gic déu canh a, AB | (BCD) va AB = 2a. Goi M, I lan luot 1a
trung diém AD, BD. Tinh goc gitta

a) CMva (BCD). b) Al va (ABC).
Bai tap 7. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vuéng canh a, SA = av2va SA L (ABCD). Tinh goc
gitta duong thang va mat phang

a) SCva (ABCD). b) SCva (SAB). c) SCva (SBD).
Bai tap 8. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuéng canh a4, SA L (ABCD), SA = a. Tinh goc gitta
duong thang va mat phang

a) SBva (SAC). b) CAva (SCD). c) BDva (SCD).
Bai tap 9. Cho hinh chép S.ABC c6 tam gidc ABC vuong tai C véi AB = 2a, BAC = 60°, SA L (ABC), SA = a.
Goi I 1a trung diém SC.

a) Chung minh BC L (SAC), AI L (SBC). b) Tinh goc gitta SA va (SBC).

c) Tinh goc gitta SB va (ABC), (SAC). d) Tinh goc gitta SC va (ABC), (SAB).

Bai tap 10. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh thang vuong tai A va B, AD = 2a, AB = BC = a, SA L
(ABCD), SC hop véi ddy mot goc 45°. Goi M 1a trung diém AD.

a) Chung minh CD L (SAC) va (SAC) L (SBM).
b) Goi G la trong tdm tam giac ABC. Tinh géc gitta SG va (SDC).
Bai tap 11. Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC la tam gidc vuoéng can tai A, AB = av/2,SA = av/3vaSA 1 (ABC).
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a) Tinh géc tao boi mat phang (SBC) va mat day.

b) Goi I 1a diém nam trén canh AB sao cho AI = 2IB. Tinh géc tao bsi dudng thang SI va mét phang (SBC).
Bai tap 12. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1la hinh vudng canh a va SAB 1a tam gidc déu. Biét I 1a trung
diém ABva SI L (ABCD).

a) Chitng minh SC va SD tao v6i mat phang (SAB) hai géc bang nhau.

b) Goi M la trung diém SD. Tinh géc giita dudng thang CM va mit phang (SAB).

Bai tap 13. Cho hinh chép déu S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vuédng canh a, biét SO = 3a véi O 1a giao diém ctia
AC va BD. Goi G la trong tam tam gidc SAB. Tinh goc tao bdi BD va (BCG).

8.10 Goc nhi dién

Pinh nghia 8.14. Gdc nhi dién la hinh gom hai niza mit phang c chung bo.

Luu y 8.2. Gdc nhi dién con duoc ki hiéu la [M,d, N] véi M, N lan lugt la cdc diém thudc cdc nira mét phang (P), (Q)
nhung khong thudc duong thing d.

Pinh nghia 8.15. Trong khong gian, cho goc nhi dién.

o Mot goc cd dinh thudc canh ciia goc nhi dién, hai canh ctia goc dé lan lugt thudc hai mét nhi dién va cung vuéng goc
vdi canh cua goc nhi dién, dugc goi la goc phang nhi dién cuia goc nhi dién da cho.

e S0 do ctia mgt goc phing nhi dién duoc goi la s6 do ciia géc nhj dién do.

e Néu s do goc phing nhi dién bing 90° thi gc nhi dién dé goi la goc nhi di¢n vuong.

$> BAI TAP<$
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Bai tap 1. Trong khong gian cho bén nita mat phang (P), (Q), (R), (S) cat nhau theo
giao tuyén d (Hinh bén). Hay chi ra ba géc nhi dién c6 canh ctia géc nhi dién la duong
thang d.

Bai tap 2. Trong cac cong trinh xay dung nha &, do déc méi dugc hiéu 1a do nghiéng ctia mai khi hoan thién so
voi mat phang ndm ngang. Khi thi cong, mai nha can mot do nghleng nhét dinh dé ddm bao thoat nudc tot tranh
gdy ra tinh trang dong nuoc hay thAm dét. Quan sat hinh duéi va cho biét géc nhi dién nao phan anh do déc cua
mai.

Bai tap 3. Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC la tam giac vudng can tai B,
AB =4a,SA 1L (ABC), SA = a+/3 (Hinh bén ). Tinh sé do theo don vi d6 ctia
moi goc nhi dién sau:

a) [B,SA,CJ;

b) [A,BC,S].

C
Bai tap 4. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 SA L (ABCD), day ABCD la hinh thoi canh a va AC = a.

a) Tinh s6 do ctia géc nhi dién [B, SA, C].

b) Tinh s6 do ctia goc nhi dién [B, SA, D].

c) Biét SA = a, tinh 56 do ctia goc gitta duong thang SC va mét phang (ABCD).
Bai tap 5. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuong, hai duong thang AC va BD cat nhau tai O,
SO L (ABCD), tam giac SAC la tam giac déu.

a) Tinh sb do ctia goc gitra duong thang SA va mat phang (ABCD).

b) Chiing minh rdng AC L (SBD). Tinh s6 do ctia géc gitta dudng thang SA va mat phang (SBD).

¢) Goi M la trung diém ctia canh AB. Tinh s6 do ctia géc nhi dién [M, SO, D).
Bai tap 6. Dic 1a doan duong thang néi hai khu vuc hay hai viing c¢6 d9 cao khac nhau. Dé déc dugce xac dinh
bang goc gitta doc va mat phang nam ngang, & d6 do déc 16n nhét 1a 100%, tuong tng véi géc 90° (d6 ddc 10%

tuong tng v6i goc 9°). Gia st ¢6 hai diém A, B nam & do cao 1an lugt 1a 200 m, 220 m so véi muc nudc bién va
doan doc AB dai 120 m. Do déc d6 bang bao nhiéu phan tram (lam tron két qua dén hang phan tram)?
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Bai tap 7. Trong hinh bén, mady tinh xdch tay dang md goi nén hinh g
anh ctia mot goéc nhi dién. Ta goi s6 do goc nhi dién d6 1a do mé caa
man hinh mdy tinh. Tinh d6 md& ctia man hinh may tinh theo don vi

do, biét tam gidc ABC c6 d6 dai cac canh 1a AB = AC = 30 cm va

BC = 30v/3 cm.

C
Bai tap 8. Trong hinh bén, xét cac géc nhi dién c6 géc phang
nhi dién tuong u'ng 1aB,CD,E trong cling mit phang. Luc
gidc ABCDEG nam trong mat phang do co AB = GE =2 c D
mBC—DEA G—90°B—E—xC— D = y. Biét ()
rang khoang cach ti C va D dgn AGla4m, AG =12 m, f &
CD =1m. Tim x, y (lam tron ket qua den hang don vi theo m
don vi d0). B E
A190° 90° |

Bai tap 9. Cho hinh chép S.ABC c6 SA L (ABC). Goi a 1a s6 do ctia géc nhi dién [A, BC, S]. Ching minh rang i
s6 dién tich ctia hai tam giac ABC va SBC bang cos a.

MW THANG LONG BINH TAN Trang 131



KHAI PHONG NANG LUC TOAN 11

MW THANG LONG BINH TAN Trang 132



Chuong 9

Xac suat

9.1 Bién co giao va quy tac nhan xac suat

9.1.1 Bién co giao
Dinh nghia 9.1.

Cho hai bién c6 A va B. Bién c6 “Cd A va B cing xdy ra”, ki hiéu AB hojc A N B dugc
0i la bién cé giao ciia A va B.

Hinh 1

Luu y 9.1. Tdp hop mé td bién co AB la giao ciia hai tip hop mo td bién cd A va bién cé B. Bién c6 AB xdy ra khi va chi khi
cd hai bién c6 A va B xdy ra.

$> BAI TAP<S

Bai tap 1. Gieo hai con xtic xac can d6i va dong chat. Goi A 1a bién c6 “Téng s6 chdm xuét hién trén hai con xtc
xac bang 5”, B 1a bien co “Tich s6 cham xuat hién trén hai con xtc xac bang 6”.

a) Hay viét tap hop mo ta cac bién cb trén.

b) Hay liét ké cac két qua ctia phép thir 1am cho ca hai bién ¢ A va B ciing xay ra.
Bai tap 2. Gieo hai con xtc xac can ddi va dong chat. Goi A 1a bién c6 “Tong sb chAm xudt hién trén hai con xtic
xac bang 5”7, B la bien co “Tich s6 cham xuat hién trén hai con xtic xac bang 6”. Goi C la bien ¢6 “C6 it nhat mot
con xuc xac xuat hién mat 1 cham”.

a) Hay viét tap hgp mo ta cac bién cb giao AC va BC.

b) Goi D 1a bién ¢ “S6 chdm xut hién trén con xuc xac thi nhat 1a 3”. Hay xéc dinh cac bién cd6 AD, BD va
CD.

c) Goi A la bién cb d6i ctia bién cb A. Hay viét tap hop mo ta cac bién cb giao AB va AC.

9.1.2 Bién c¢6 xung khac
Dinh nghia 9.2.

Hai bién c6 A va B duoc oi la xung khdc néu A va B khong dong thoi xdy ra.
Q

Hinh 2
Luu y 9.2. Hai bién c6 A va B la xung khic khi va chi khi AN B = .

$> BAI TAP<
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Bai tap 3. Gieo hai con xtic xac can dbi va dong chat. Goi A la bién cd “Tong s6 chdm xuét hién trén hai con xuc
xac bang 57, goi B 1a bién c6 “Xuét hién hai mat c6 cting s6 chAm”. Hai bién c6 A va B c6 thé dong thdi cing xay
ra khong?
Bai tap 4. Mot hop ¢6 5 vién bi xanh, 4 vién bi d6 va 2 vién bi vang. Léy ra ngﬁu nhién déng thoi 2 vién bi tir hop.
Hay xac dinh cac cap bién c6 xung khic trong cac bién cd sau:
A : “Hai vién bi lay ra cing mau xanh”;
B : “Hai vién bi ldy ra cing mau do”;
C : “Hai vién bi 14y ra ciing mau”;
D : “Hai vién bi lay ra khac mau”.
Bai tap 5.
a) Hai bién cb dbi nhau c6 xung khéc v6i nhau khong?

b) Hai bién c6 xung khac c6 phai la hai bién c6 d6i nhau khong?

9.1.3 Bién cb doc lap

Dinh nghia 9.3. Hai bién cd A va B dugc goi la déc ldp néu viéc xdy ra hay khong xdy ra cia bién c6 nay khong lam dnh
hudng t6i xdc sudt xdy ra ciia bién cé kia.
Luu ¥ 9.3. Nhdn xét: Néu hai bién c6 A va B ddc lgp thi A va B; A va B; A va B ciing doc ldp.

$> BAI TAPSS

Bai tap 6. An va Binh m&i ngudi gieo mot con xtc xac can dbi va dong chéat. Goi A 1a bién c6 “An gieo dugc mit
6 cham” va B la bien co “Binh gieo dugc mat 6 cham”.

a) Tinh xac suat ctia bién cb B.
b) Tinh xac suat ctia bién cd B trong hai truong hop sau:
* Bién c6 A xdy ra;

* Bién cd A khong xdy ra.
Bai tap 7. Trong hop c6 1 qua béng xanh, 1 qua béng dd, 1 qua béng vang. Ly ra ngau nhién 1 qua béng, xem
mau 16i tra lai hop. Lap lai phép thir trén 2 1an va goi Ay 1a bién c6 qua béng ldy ra 1an thi k 1a béng xanh
(k=1,2).

a) A, Ay céla cac bién cd doc lap khong? Tai sao?
b) Néu trong méi phép thir trén ta khong tra bong lai hop thi A, A; ¢6 1a cac bién cb doc 1ap khong? Tai sao?
Bai tap 8. Hay chi ra 2 bién c6 doc lap trong phép thit tung 2 dong xu can déi va dong chét.
9.1.4 Quy tac nhan xac suat ctia hai bién c6 déc lap
Dinh 1y 9.1. Néu hai bién co A va B dic ldp thi
P(AB) = P(A)P(B).

Luu y 9.4. Tir quy tic nhin xdc sudt ta thiy, néu P(AB) # P(A)P(B) thi hai bién c6 A va B khong doc lap.

$> BAI TAP<S
Bai tap 9. Cho A va B 1a hai bién c6 doc lap. Biét P(A) = 0,6 va P(B) = 0,8. Hay tinh xdc suat cta cac bién cd
AB, ABva AB.

Bai tap 10. Hai bénh nhan X va Y bi nhiém vi rit SARS-CoV-2. Biét rang xdc suét bi bién chiing ning ctia bénh
nhéan X 1a 0,1 va ctia bénh nhén Y 1a 0,2. Kha ning bi bién chiing ndng ctia hai bénh nhan 1a doc lap.

Hay tinh xac sut ctia cac bién cb:

a) “Ca hai bénh nhan déu bi bién chiing nang”;
b) “Ca hai bénh nhan déu khong bi bién chiing nang”;

¢) “Bénh nhan X bi bién chung nang, bénh nhan Y khong bi bién chung nang”.
Bai tap 11. Nguyét va Nhi cting tham gia ban mot cudc thi ban cung doc lap véi nhau. Xac suét ban tring tam
bia cia Nguyét 1a 0,9 va ctia Nhi 1a 0,8. Tinh xac sut dé ca hai ban ciing ban triing tdm bia.
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Bai tap 12. Hop thu nhat chita 3 tAm thé cung loai dugc danh s6 1an lugt tir 1 dén 3. Hop thit hai chira 5 tam thé
cuing loai dugc danh sb 1an lugt tir 1 dén 5. Lay ra ngdu nhién tir mo6i hop 1 thé. Goi A 1a bién ¢b “Tong céc s6 ghi
trén 2 thé bang 6”, B 1a bién cb “Tich cac sb ghi trén 2 thé 1a s6 18”.

a) Hay viét tdp hgp mo ta bién c6 AB va tinh P(AB).

b) Hay tim mot bién c6 khac rong va xung khéc véi ca hai bién c¢6 A va B.
Bai tap 13. Mot hop chira 21 tAm thé cting loai dugc danh s6 tir 1 dén 21. Chon ra ngiu nhién 1 thé tir hop. Goi A
1a bién cb “Sbd ghi trén thé dugc chon chia hét cho 2”, B 1a bién cb “Sb ghi trén thé dugc chon chia hét cho 3”.

a) Hay mo ta bang 15i bién c6 AB.

b) Hai bién c6 A va B c6 doc 1ap khong? Tai sao?
Bai tap 14. Cho A va B la hai bién c6 doc 1ap.

a) Biét P(A) = 0,7 va P(B) = 0,2. Hay tinh xac sut ctia cc bién c6 AB, AB va AB.

b) Biét P(A) = 0,5 va P(AB) = 0,3. Hay tinh xac sut ctia cc bién c¢6 B, AB va AB.
Bai tap 15. Mot xa thti ban 1an lugt 2 vién dan vao mot bia. Xac suét tring dich ctia vién thi nhat va thi hai 1an
luot 12 0,9 va 0,6. Biét rang két qué cac 1an ban 1a doc 1ap véi nhau. Tinh xac sudt ctia cac bién ¢ sau bang cach st
dung so do hinh cay:

a) “Ca 2 lan ban déu trung dich”;

b) “Ca 2 lan ban déu khong tring dich”;

¢) “Lan ban thit nhat tring dich, 1an ban thit hai khong tring dich”.
Bai tap 16. Mot bénh truyén nhiém c6 xac suét truyén bénh 1a 0,8 néu tiép xic v6i ngudi bénh ma khong deo
khiu trang; 1a 0,1 néu tiép xuc v6i ngudi bénh ma c6 deo khiu trang. Anh Lam tiép xtc v6i 1 ngudi bénh hai lan,
trong d6 c6 mot 1an deo khau trang va mot 1an khong deo khau trang. Tinh xac suat anh Lam bi lay bénh tir nguoi
bénh ma anh tiép xtc dé.
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9.2 Bién c6 hop va quy tac cong xac suat

9.2.1 Bién c6 hop

Dinh nghia 9.4. Cho hai bién c6 A va B. Bién c6 “A hodc B xdy ra”, ki hiéu Ia A U B dugc goi la bién cé hop ciia A va B

Luu y 9.5. Bién c6 AU B xdy ra khi ¢ it nhat mot trong hai bién c6 A va B xdy ra. Tap hgp mé td bién ¢ A U B 1a hop cila
hai tdp hop mo td bién c6 A va bién co B.

9.2.2 Quy tac cong cho hai bién c6 xung khac
Dinh 1y 9.2. Cho hai bién c6 xung khic A va B. Khi d6: P(AUB) = P(A) + P(B).

9.2.3 Quy tac cong cho hai bién c6 bat ki
Dinh 1§ 9.3. Cho hai bién c6 A vi B. Khi d6 P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AB).

$> BAI TAPSS
Bai tap 1. Mot hop chira 5 vién bi xanh va 3 vién bi dé c6 cuing kich thude va khéi lugng. Lay ra ngdu nhién dong
thoi 2 vién bi tir hop. Goi A 1a bién ¢ “Hai vién bi 1y ra déu c6 mau xanh”, B 1a bién c6 “Hai vién bi liy ra déu
c6 mau do”.

a) C6bao nhiéu két qua thuan lgi cho bién c6 A? C6 bao nhiéu két qua thuan lgi cho bién cd B?

b) Hay mo ta bang 1oi bién cb A U B va tinh s6 két qué thuan lgi cho bién c6 A U B.
Bai tdp 2. Thuc hién hai thi nghiém. Goi Ty va T 1an luot 1a cac bién cb “Thi nghiém thua nhéat thanh cong”va “Thi
nghiém thit hai thanh cong”. Hay biéu dién cac bién c6 sau theo hai bién c6 Ty va Tp.

a) A:“Co it nhat mot trong hai thi nghiém thanh cong”.

b) B:“Cé dung mot trong hai thi nghiém thanh cong”.
Bai tap 3. Mot doi tinh nguyén gdm 9 hoc sinh khéi 10 va 7 hoc sinh khéi 11. Chon ra ngau nhién 3 ngudi trong
doi. Tinh xac suét ctia bién ¢6 “Ca 3 ngudi dugc chon hoc cing mot khéi”.
Bai tap 4. J 1da, hat gao duc la tinh trang trdi hoan toan so vdi hat gao trong. Cho cay lda c6 hat gao duc thuan
ching thu phén vdi cay lda c6 hat gao trong dugc F1 toan hat gao duc. Tiép tuc cho cac cay laa F1 thu phén vii
nhau va thu dugc cac hat gao méi. Lan lugt chon ra ngiu nhién 2 hat gao mdi, tinh xac suat cta bién c6 “C6 ding
1 hat gao duc trong 2 hat gao dugc léy ra”.
Bai tap 5. Mot hop chira 100 tdm thé cting loai duge danh s6 1an luot tir 1 dén 100. Chon ngau nhién 1 thé tir hop.
Tinh xdc suét ctia bién c6 “S6 ghi trén thé dugc chon chia hét cho 3 hodc 5”.
Bai tap 6. Mot hop chira 5 qua bong xanh, 6 qua bong do va 2 qua bong vang c6 cung kich tude va khéi lugng.
Chon ra ngu nhién tir hop 3 qua bong. Tinh xac sudt ctia cac bién cb:

a) “Ca 3 quéa bong lay ra déu c6 cing mau”;

b) “C6 it nhat 2 qua béng mau xanh trong 3 quéa béng lay ra”.
Bai tap 7. Trén duong di tir Ha Noi vé tham Dén Hung & Phii Tho, Binh, Minh va 5 ban khac ngdi vao 7 trén chiéc
ghé trén mot xe 6t6 7 ché. Khi xe quay lai Ha Noi, mdi ban lai chon ngdi ngau nhién mot ghé. Tinh xac suét cua
bién cd: “Cé it nhat mot trong hai ban Binh va Minh van ngdi ding ghé cti ctia minh”.
Bai tap 8. Cho hai bién c6 A va B doc lap vé6i nhau.

a) Biét P(A) = 0,3 va P(B) = 0,2. Tinh xéc suat ctia bién c6 A U B;

b) Biét P(B) = 0,5 va P(A U B) = 0,7. Tinh xac suét ctia bién c6 A.
Bai tap 9. Lan gieo mot dong xu khong can ddi 3 doc lap voi nhau. Biét xac suat xuat hién mat sap trong méi 1an
gieo déu bang 0,4. Str dung so do hinh cay, tinh xac sut ctia bién c6 "C6 diing 1 1an gieo dugc mét sap trong 3 1an

: /!

gieo”.
Bai tap 10. Mot hop chita 50 tAm thé ciing loai dugc danh sb 1an luot tir 1 dén 50. LAy ngau nhién dong thoi 2 thé
tir hop. Tinh xéac suat ctia cac bién cé:

a) A :"Téng cac s6 ghi trén 2 thé 1dy ra la s6 chan”;

b) B :"Tich cac sb ghi trén 2 thé 14y rachia hét cho 4”.
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9.3 Bai tap cubi chuong

Bai tap 1. Cho A va B 1a hai bién c6 thod man P(A) = 0,5; P(B) = 0,7 va P(AU B) = 0,8.
a) Tinh xac suat ctia cac bién cb6 AB, AB va AB.

b) Hai bién c6 A va B c6 doc 1ap hay khong?
Bai tap 2. Vé tinh A lan luot truyén mot tin dén vé tinh B cho dén khi vé tinh B phan hdi 1a da nhan duoc. Biét
kha nang vé tinh B phan héi da nhan dugc tin § médi 1an A gtri 1a doc 1ap v6i nhau va xac suat phan hdi méi 1an
deu la 0,4. St dung so do hinh cay, tinh xac suat vé tinh A phai gui tin khong qua 3 lan.
Bai tap 3. Gieo hai con xuc xac can dbi va dong chét. Tinh xdc sudt ctia bién cd: “Tich s6 chAm xuat hién trén hai
con xtc xac chia hét cho 6”.
Bai tap 4. Mot hop c6 5 qua bong xanh, 6 qua bong dova4 qua bong vang c6 kich thudc va khéi lugng nhu nhau.
Chon ra ngau nhién tur hop 4 qua bong Tinh xéc sut ctia cac bién co:

A:“Ca 4 qué béng 14y ra c6 ciing mau”
B:“Trong 4 qua lay ra c6 dti 3 mau”.
Bai tap 5. Cuong, Trong va 6 ban nit xép ngau nhién thanh mét hang ngang dé chup anh. Tinh xac suat ctia bién
cd: "C6 it nhat mot trong hai ban Cudng va Trong ding & dau hang"
Bai tap 6. Chon ngiu nhién 3 trong 24 dinh ctia da gidc déu 24 canh. Tinh xéc sut cta bién c6: "3 dinh dugc chon
la 3 dinh ctia m6t tam gidc can hoac mot tam gidc vuong'".
Bai tap 7. Chon ngiu nhién mot s6 tir tap hop cac s6 tu nhién c6 3 chit s6. Tinh xéc suét ctia cac bién cb:
A:"S6 dugce chon chia hét cho 2 hoac 7."
B:"Sb dugc chon c6 téng cac chit s6 1a s chan'.
Bai tap 8. Cho hai giéng ca kiém mat den thuan ching va mat dé thuan chiing giao phéi véi nhau duge F1 toan
ca kiém mat den. Lai cho ca F1 giao phoi vdi nhau lai dugc ca con mdi. Chon ra ngau nhién 2 con trong dan ca con
mdi. Udc lugng xac suat ctia bién c6:"Co it nhat 1 con ca mét den trong 2 con ca do."
Bai tap 9. Hai xa tht ban mdi ngudi mot vién dan vao bia. Goi A 1a bién c6 “Ngudi thit nhat ban tring bia” va B
1a bién c6 “Ngudi thit hai ban tring bia”. Hiay mo ta cac biénc6 AUB,ANB,AUB, AUB.
Bai tap 10. Mot hop chia 6 vién bi, trong d6 ¢ 1 bi xanh, 2 bi vang va 3 bi d6. Ly ngdu nhién 2 vién bi.

a) Xéc dinh cac bién cb sau
A “Hai vién bi cing mau”.
B “Hai vién bi khac mau”.
C “Hai vién bi trong d6 c6 it nhat mot vién bi vang”.
b) Hay mo ta cac biénc6 AUB,ANB,AUC,ANC.
c) Xétbién cb D “Trong hai vién bi c¢6 ding mét vién bi vang”. Chiing minh A va D xung khac.
Bai tap 11. Cho hai bién c6 doc lap A va B biét P(A) = 0,3; P(B) = 0,5. Tinh
2) P(AUB), P(A), P(B). b) P(AB), P(AUB).
Bai tap 12. Gieo hai dong xu can d6i mot cach doc 1ap. Tinh xac suat dé
a) Co it nhat mot dong xu sdp b) C6 ding mot dong xu ngtra
Bai tap 13. Mot hop dung 9 thé danh s0 tir 1 dén 9. Rt ngau nhién hai thé roi nhan hai s6 trén hai thé véi nhau.
Tinh xdc suat dé ket qua nhan duogc la mét so chan.
Bai tap 14. Gieo ngau nhién 2 con suc sac ngau nhién va dong chét. Tinh xdc suat ctia cac bién cb sau

a) C6 it nhat mot con stic sac xuat hién mat mot cham

b) Khong c6 con suc sac ndo xuét hién mat mot chdm
Bai tap 15. Mot hop dung 4 bi xanh, 3 bi dé va 2 bi vang. Chon ngiu nhién 2 vién bi. Tinh xac suat dé chon 2 vién
bi cing mau.
Bai tap 16. Hai xa tht méi ngudi mot vién dan ban vao bia véi xac sut tring dich ctia ngudi thi nhét 1a 0,85 va
clia ngudi thit hai 1a 0,7. Tinh xac suat dé

a) Ca hai vién dan trung dich. b) C6 ding mot vién dan ban tring dich.

¢) C6 it nhat mot vién dan ban trung dich. d) Khéng c6 vién dan nao dugc ban trung dich.
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Bai tap 17. Mot 16p hoc gém 40 hoc sinh trong d6 c6 15 hoc sinh nam gioéi Toan va 8 hoc sinh nir giéi Ly. Chon
ngau nhién mot hoc sinh. Hay tinh xéc suat d€ chon médt nam hoc sinh gi6i Toan hay mot nt hoc sinh gioi Ly.
Bai tap 18. Mot 16p ¢6 30 hoc sinh trong d6 ¢6 10 nt sinh. Gido vién hoéi bai mot cach ngau nhién 3 hoc sinh. Tinh
xac suat dé 3 hoc sinh bi héi bai

a) C6 cung gidi tinh b) C6 nhiéu hon mdt nam sinh
Bai tap 19. Dé kiém tra chat lugng ctia mot cong ty sira, ngudi ta giri dén bo phan kiém nghiém 5 hop sira cam, 4
hop sita dau va 3 hop sita nho. Bo phan kiém nghiém chon ngdu nhién 3 hop sita dé phan tich mau. Tinh xac suat
dé 3 hop stra dugc chon ¢6 ca 3 loai.
Bai tap 20. C6 ba binh A, B, C mdi binh chita 3 qua cau trang, 3 qua cau xanh va 3 qua cau dé. Tir méi binh lay
ngau nhién ra mot qua cau. Tinh xdc suat dé

a) Ba qua cau d6i mot khac mau. b) Ba qua cau c6 mau gidng nhau.

) Hai qué cau c6 ciing mau con qua kia khac nhau.

Bai tap 21. Tir mot hop dung 3 qué cau den va 4 qué cAu trang, lay ngau nhién 4 qua cau. Tinh xac suét sao cho
a) 4 qua lay ra cing mau b) C6 it nhat mot qua den

Bai tap 22. Mot hop dung 8 vién bi d6 va 4 vién bi xanh. Lay ngiu nhién 3 vién bi. Tinh xac suat dé dugc

a) Bavién bi dé b) Ba vién bi xanh

¢) Bavién bi cing mau d) It nhat mét vién bi dd
Bai tap 23. Mot nhom hoc sinh ¢6 11 ban trong d6 ¢6 5 ban nam va 6 ban ntt. Chon ngau nhién 4 ban trong 11 ban
trén dé lam truc nhat. Tinh xac suat dé trong 4 ban dugc chon c6

a) 3 bannit va 1 ban nam b) It nhit 1 ban la nit
Bai tap 24. Mot nhom hoc sinh ¢6 8 ban trong d6 ¢6 3 ban nam va 5 ban nit. Chon ngau nhién 2 ban trong 8 ban
trén dé lam truc nhat. Tinh x4c suat dé trong 2 ban dugc chon c6

a) Co6 dung mot nguoi la ni b) Khong c6 nit nao
Bai tap 25. Gieo mot con stic sac can d6i va dong chat hai 1an. Tinh xac suat sao cho t6ng s6 chdm trong hai lan
gieo la s6 chan.
Bai tap 26. Bén ngudi 1én tau c6 cAm trén tay 4 vé c6 ghi sb ghé. Tuy nhién ca 4 ngudi déu khong nhin vao sb ghé
khi ngdi. Tinh xac suat dé

a) Ca 4 ngudingdi ding ché.

b) C6 it nhat nguoi thi nhat ngoi ding chd.

c) Chi c6 ngudi thir nhat ngdi dung cho.

d) C6 it nhat ngudi thir nhit va ngudi thi hai ngoi dung ché.
Bai tap 27. Anbo ngiu nhién 4 la thu (gti 4 ngudi ban) vao 4 phong bi da ghi dia chi (mbi bi 1 thu). Tim xac suat
dé c6 it nhat 1 thu dung dia chi.
Bai tap 28. Chon ngau nhién mot sd ty nhién nhd hon 2011. Tinh xéc suét ctia bién cb sau

A “Sb duge chon 1a sb g6m 2 chir s6” B “Sb dugc chon 1a s6 chia hét cho 3”
Bai tap 29. Trong tro choi “ném lon”, xac sudt mdi lan ném tring ctia ban Thi la 0,4. Héi ban Thi phai ném bao
nhiéu 1an, biét rang xac sut dé ban Thi ném triing it nhat mot 1an trong loat ném dé 1a 0,784.
Bai tap 30. Mot xa thui 1an lugt ban bdn vién dan doc lap vao mot muc tiéu. Xac suat tring muc tiéu ctia moi vién
dan 13 0,7. Tim xac suat dé muc tiéu bi huy hoan toan, biét réng muc tiéu bi huy hoan toan néu trang it nhat ba
vién dan.
Bai tap 31. Mot may bay c6 4 dong co. Xac sudt dé mbi dong co gap su cd khi bay 1a 0,1. Mdy bay thuc hién
chuyén bay an toan néu chi c6 nhiéu nhat mot trong bén dong co gap su cb. Tinh xac suat dé may bay thuc hién
chuyén bay an toan.
Bai tap 32. Mot nha tro c6 5 phong. C6 5 cdng nhan t6i thué phong, mdi nguoi doc 14p chon ngau nhién mot
phong. Tinh xac suat dé nha tro con ding mot phong trong.
Bai tap 33. C6 hai hop bi. Hop 1 dung 10 vién bi xanh va 5 vién bi dé. Hop 2 dung 8 vién bi xanh va 7 vién bi do.
Tir mbi hop 1y ngau nhién mot vién. Tinh xac suat dé 1ay duoc

a) Mot bi xanh va mot bi dé b) Ly it nhat mot bi do
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Bai tap 34. C6 hai hop chira bi. Hop thit nhat c6 4 bi d, 3 bi trang. Hop thit hai ¢6 2 bi dé, 4 bi trang. Liy ngiu
nhién mbi hop mot vién bi. Tinh xdc suat dé 2 bi ciing mau.

Bai tap 35. Goi S 1a tap tat ca cac s6 tu nhién gom 3 chit s6 phan biét dugc chon tir 1,2,3,4,5,6,7. Tim s phan ti
ctia S. Chon ngdu nhién mot s6 tir S. Tinh xac suat dé s6 dugc chon 1a sb chan.

Bai tap 36. Trong dot ting pho dich MERS-CoV, SG' Y té thanh phé da chon ngau nhién 3 doi phong chdng dich
co dong trong s 5 ddi ctia Trung tdm y té du phong thanh phé va 20 ddi ctia cac Trung tam y té co sd dé kiém tra
cong tac chudn bi. Tinh xdc suat dé c6 it nhat 2 ddi cda cac Trung tdm y té co s& dugc chon.

Bai tap 37. Chia ngdu nhién 9 hop sita (trong d6 c6 3 hop c6 phiéu thudng) thanh 3 phan, méi phan 3 hop. Tinh
xéc suat dé mébi phan c6 mot hop tring thudng.

Bai tap 38. Chon ngiu nhién mot sé tu nhién x ¢6 2 chit s6. Tinh xac sudt dé x* + 1 chia hét cho 10.

Bai tap 39. Mot ngudi c6 10 doi giay khac nhau va trong ltic di du lich véi va 1dy ngau nhién 4 chiéc. Tinh xac suat
dé trong 4 chiéc giay lay ra c6 it nhat mot doi.

Bai tap 40. Mot khach san c6 6 phong phuc vu khach. C6 10 khach trong d6 ¢6 6 nam va 4 nit dén dat phong. Moi
phong chi nhan 1 ngudi va ai dén trude duge thué phong trude. Gid st 10 nguoi dén ngdu nhién. Tim xac sudt sao
cho

a) Bén nam va hai ntt dugc dit phong b) C6 it nhét 2 trong 4 nir dugc dit phong
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