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Chuong 1
Luong giac

Chuong lugng gidc gom rat nhiéu cong thitc. Day 1a 1 trong s6 cac chuong hoc sinh hay quén
trong chuong trinh 16p 11. Do d6 dé hoc t6t phan nay cac ban hay cham chi thuc hanh!



Vi Quang Truong We Love Math Thuan theo tu nhién

1.1 Don Vi Do Goéc & Khai Niem Géc Luong Giac

1.1.1: Don vi do géc: Do va Radian

.1 )
e D6 (°): Goc 6 tam chan 360 duong tron c6 sd do 1°.

e Radian (rad): Géc ¢ tam chin mot cung ¢6 do dai bang ban kinh R clia dudng
tron d6 ¢6 s6 do 1 rad.

e Mbi lién hé: 180° = r rad.

Coéng thic chuyén doi:

7T o 180 °
a(rad)—ax@, a® = (ax - )
Cong thic do dai cung tron: Cung tron ban kinh R, s6 do « rad c6 do dai:
l=R-«

Luu y: Khi viét géc o ma khong ghi don vi thi mac dinh 14 don vi radian.

1.1.2: Khai niém Géc Lugng Giac

Trong mat phéang, cho hai tia Ou, Ov. Khi tia Ou quay xung quanh géc O dén vi trf tia
Ov theo mot chieu xac dinh, ta néi né quét nén mot géc lwgng giac co tia dau 1a Ou va
tia cubi 1a Ov. Ky hieu 1a (Ou, Ov).

S6 do géc luong giac:

sd(Ou, Ov) = a + k27 (rad) hodic «o+ k-360° (d0), (k€ Z)

1.1.3: Hé thirc Chasles (Sac Ig)

V6i 3 tia Ou, Ov, Ow tiy ¥ cling goc O, ta luon co:

sd(Ou, Ov) 4 sd(Ov, Ow) = sd(Ou, Ow) + k2w (k € Z)
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1.2 Dudng Tron Luong Giac & Gia Tri Lugng Giac

1.2.1: Khai niém Dudng tron lugng giac

Duong tron tam O ban kinh R = 1 trong hé toa do Oxy, chon Yy

diém gdc A(1;0) lam diém dau cho moi géc lugng gidc. B

Quy uéc chieéu quay: M \
A M,

e Chiéu duong (+): Ngugc chiéu quay ctia kim dong ho. 1

e Chiéu am (-): Cung chiéu quay ctia kim dong hd.

1.2.2: Gia tri lwgng giac chia géc o

Cho diém M(z;y) tréen dudng tron lugng giac sao cho y
sd(OA,OM) = a: B
M (z;y)
® cosa=ux sinuclkff——‘
° SiIlO[:y A o i A
sin o 0 cosa T
o tana = =Y (x #0)
cosa T
cosa  x
e cota = == 0 :
sinay (y #0) B
Chu y

e sina, cos a xac dinh v6i moi gia tri cia a va ta co:

+) —1<sina<1l; —-1<cosa<l;
+) sin(a + k27) =sina;  cos(a + k2m) = cosa  (k € Z).

e tana xac dinh khi o # g +kn (keZ).

e cota xac dinh khi a # km  (k € Z).

1.2.3: D4u cia cac gia tri lugng giac

Dau ctia céac gia tri luong gidc ciia mot géc luong giac phu thudce vao vi tri diém biéu dién
M trén duong tron lugng giac.
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Géc phan tu Y
T |IT|1IIT |1V I1
GTLG
COS (v + | =] = +
sin o |+ = | - A T
tan o + | — | + -
cot « + | =] + —
11

1.2.4: Hang ding thic lugng giac co ban

1 s
_ k;)
cos? o (a7é2+ T

1
o l+cot?a=— (v # k) e tana-cota =1 (a#kg)
sin” «v

o sin’a+cos’a=1 (Va) o 1 +tanla =

1.2.5: Gia tri lwgng giac ctia cac goc dac biét

m T T T
: ° ()| () (G) | o (5)
Géc a 0° (0) 30 (6) 5 (7) | 60° (3 90° (3
sin « 0 1 @ ﬁ 1
2 2 2
. V3 V2 1 0
COS (¢ 5 5 5
tan o 0 \gg 1 V3 Khong xac dinh
3
cot o Khong xac dinh V3 1 \3[ 0

1. Géc déi nhau (—a va a):

e cos(—a) = cosa e sin(—a) = —sina

e tan(—a) = —tana e cot(—a)=—cota
2. G6c bu nhau (7 — a va «a):

e sin(m—a) =sina o cos(m—a)=—cosa

e tan(m —a) = —tana e cot(m —a)=—cota

3. G6c phu nhau <g —a va a):

. m .
® SIH<§—04>:COSO( L COS(——O[)ZSIHCY
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m T
° tan(——a):cota e cot (——a)ztana
2 2
4. G6c hon kém 7 (7 + a va «):
e sin(m+a)=—sina e cos(m+ o) = —cosa
o tan(m+ a) =tana e cot(m+a)=cota

5. G6c hon kém g (g + a va oz):

™ .
° s1n<——|—a):cosa ° cos(§—|—oz>:—sma
s s
° tan<§+a>:—cotoz ° cot(§+a>:—tana
Bang tong két
Goéc Go6c doi | Géc bu | G6éc phu | Hon kém 7 | Hon kém g
s T
GTLG (—a) (m— ) (5 - a) (m+ ) (5 + a)
sin —sin « sin «v Ccos & —sin« COS &
cos Cos & —cos« sin o —cos —sin«
tan —tan o —tan o cot a tan « —cota
cot —cota —cota tan o cot o —tana

Than chii ghi nhé:
"Cos-do6i, Sin-bu, Phu-chéo,
e P ﬂ- Pd 4
Khac 7 Tan, Khac 3 Chéo-sin"

Giai nghia cau than chu:
e Cos-doi: Hai goc d6i nhau (—a va «) thi chi ¢6 cos bang nhau, con lai déu doi dau.
e Sin-bui: Hai g6c bt nhau (7 — « va ) thi chi ¢6 sin bang nhau, con lai déu doi dau.

T
e Phu-chéo: Hai gbc phu nhau (5 —ava a) thi gia tri lugng giac "chéo" nhau (sin
thanh cos, cos thanh sin, tan thanh cot, cot thanh tan).

e Khac 7 Tan (va Cot): Hai goc hon kém nhau 7w (7 + « va «) thi tan va cot gitt
nguyeén, sin va cos mang dau am.
e Khac g Chéo-sin: Hai goc hon kém nhau g (g + a va a) thi chéo nhau, riéng

. m £ . N . PN
Sin <§ + 04) = 4 cos v (mang dau duong), céc gid tri con lai mang dau am.
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1.3 Coéng Thic Luogng Giac

1.3.1: Cong thirc cong

e sin(a+b) =sinacosb=+ cosasinb
e cos(a+b)=cosacosbFsinasinb

tana = tanbd

t +bh)=—"84—4¥——
o tan(a+?) 1Ftanatanb

Than chi ghi nhé: Cos ciing loai khac dau, Sin cting dau khac loai.

1.3.2: Cong thirc nhan d6i & Ha bac

Nhan doi:
e sin2a = 2sinacosa

e cos2a=cos?a—sin’a=2cos’a—1=1-2sin’a

2tana
o tan2a= ———
1 —tan“a
Ha bac:
. 9 1 — cos2a 9 1+ cos2a
° s1na:T ° COS@:T

1.3.3: Coéng thitc bién d6i Tich thanh Téng

1

e cosacosh= E[cos(a —b) + cos(a + b)]
1

e sinasinb = 5[008(& —b) —cos(a +b)]

1
e sinacosb= i[sin(a —b) +sin(a + b)]

1.3.4: Cong thitc bién d6i Téng thanh Tich

x x —
® cosxT + cosy = 2cos —;ycos 2y
. Tty . Ty
® Ccosx —cosy = —2sin sin
2 2
x x —
e sinx +siny = 2sin ;ycos 2y
. . Ty . Ty
e sinx —siny = 2cos 5 sin 5
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1.4 Ham sb luong gidc co ban

1.4.1: Hdm s6 chan, Ham so6 lé va Ham so6 tuan hoan

a) Ham s6 chin, ham s 1&: Cho ham s6 y = f(r) c6 tap xac dinh D( théa man D
la tap do6i xing).
e D goi la tap dbi xing khi va chi khi Vo € D = —xz € D.
e Ham sb chin: néu f(—x) = f(x) v6i moi € D. Do thi dbi xiing qua truc
tung Oy.
e Ham s6 18: néu f(—2) = —f(x) v6i moi x € D. D6 thi dbi xting qua gbc toa
s O.
b) Ham s6 tuan hoan: Cho ham s6 y = f(r) c6 tap xac dinh D.

e Ham s6 f(x) goi la tuan hoan néu ton tai s6 T # 0 sao cho v6i moi = € D:
r+TeD, z—-Te€D va f(z+T)=f(x)

e S6 duong T' "nhé nhat" théa man dieu kién trén duge goi 1a "chu ky" ctia ham
sO tuan hoan.

e Cac ham s6 luong giac sinx, cos z, tanz, cot z déu 1a cdc ham s6 tuan hoan.

Céng thiic xac dinh nhanh chu ky 7} ctia ham sé lugng giac:

a) Dang sin(axz + b) va cos(ax + b):

2
Vidu:y=cos(ex+1) = Ty = g =.

b) Dang tan(ax + b) va cot(ax + b):

Vi du: y = tan (320—%) = 1) = %

Tim chu ky ham s tong/hiéu: Néu ham s6 y = f(z) £ g(z) ¢6 f(z) tuan hoan
v6i chu ky 11 va g(z) tuan hoan véi chu ky Ty, thi chu ky Ty ctia ham s6 tong/hieu
12 boi chung nhé nhat cta T va Tb.
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1.4.2: Ham s6 y = sinx

a) Tap xac dinh & Gia tri:

e Tap xac dinh: D = R.

e Tap gid tri: [—1;1] (nghia la —1 <sinz < 1).
b) Tinh chat & Su bién thién:

e Ham s6 1& (d6i xting qua O), chu ky T' = 2.

e Dong bién trén <—g + k2m; g + k27r>.

sin

I

COSs

3| —
2

Nghich bién (\,) Dong bién ()

SIE]

1.4.3: Ham sb y = cosz

a) Tap xac dinh & Gia tri:
e Tap xac dinh: D =R.

e Tap gia tri: T = [—1;1] (nghia la —1 <

cosx < 1).
b) Tinh chat & Su bién thién:

e Ham s6 chdn (d6i xiing qua Oy), chu ky T =
2m.

e Dong bién trén (—7 + k27; k27).

e Nghich bién trén (k2m; 7 + k27).

Nghich bién (\,)
sin

COS

Déng bién ()
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1.4.4: Ham s6 y = tanz

a) Tap xac dinh & Gia tri: Dong bién (/) trén (-3;3)
o Tap xac dinh: D:R\{gﬂm}. It
e Tap gia tri: T'=R.

b) Tinh chat & Su bién thién: 5 cos

e Ham s6 1& (d6i xting qua O), chu ky T' = 7.

e Luon dong bién trén timg khoang xac dinh
s ™ s
(——+k’7r;——|—k7r). . ) -5

2 2 Déng bién () trén (Z; )

V]
il I
ME]
v
i

1.4.5: Ham sb y = cot z

Nghich bién (\,) trén (0;7)

a) Tap xac dinh & Gia tri: sin

e Tap xac dinh: D =R\ {kr}.
e Tap gia tri: T'=R.
b) Tinh chat & Sy bién thién: T 0

Cos
e Ham s6 1é (ddi xiing qua O), chu ky T' = 7.

e Luon nghich bién trén timg khodng xac
dinh (km; 7 + kn).

Nghich bién (") trén (—m;0)

W
(SIE]
ol

w0
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1.5 Phuong Trinh Luong Giac Co Ban

1.5.1: Cac phuaong trinh lugng giac cg ban

. r=oa+ k27
1. sinz =sina < T — a4 kon (keZ)

2. cosx =cosa v =xa+k2r (kelZ)
3. tanz =tana e r=a+kn (k€ Z)

4. cotr=cota s r=a+kr (k€Z)

1.5.2: Phuong trinh lugng giac co ban (Tu tinh gbc)

a) Phuong trinh sinz = m:
e Phuong trinh sinz = m c¢6 nghiém khi va chi khi |m| < 1.
e Khi |m| <1, sé ton tai duy nhat a € [—g; g] thoa man sin o = m. Khi dé:
T =o+ k271

sinx =m < sinz =sina < (keZ)
r=m—oa+k2r

b) Phuong trinh cosz = m:
e Phuong trinh cosx = m ¢6 nghiém khi va chi khi |m| < 1.

e Khi |m| <1, sé ton tai duy nhat a € [0; 7] thod man cosa = m. Khi do:

r=o+ k21
COST = M < COST = COS (¥ & (keZ)
r=—a+ k2w

¢) Phuong trinh tanz = m:
e Phuong trinh tan x = m ludn ¢6 nghiém v6i moi m € R.
T

e V6i mdi m € R, sé ton tai duy nhat o € (—5; §> thoa méan tan a = m. Khi doé:

tanx =m < tanr =tana < v =a+kr (k€ Z)

d) Phuong trinh cotz = m:
e Phuong trinh cot x = m ludn c6 nghiém véi moi m € R.

e Vi mdi m € R, sé ton tai duy nhat a € (0;7) thod méan cot a = m. Khi do:

cotr=m&cotr=cotasr=a+kr (keZ)
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Cac trudng hop dac biét (1 ho nghiém):

sinmzl@x:g—i—k%r sinx:—1<:>x:—z+k27r sinr =0& x =kn

cosr =12 =K2nx cosr=—-1<z=rm+k2n COS.%'=0<:>.%':E+I€7T

1.5.3: Phuang trinh lugng giac bién d6i vé cuing loai

Dé gii cac phuong trinh lugng gidc chua ciing loai (khac ham hosic chita dau trit), ta &p
dung cac cong thitc goc lien quan (goc ddi, goc bit, goc phy) dé bién doi vé phuong trinh
cd ban clung tén.

1. Xt 1y dau trir (khit dau tri):

e sin f(z) = —sing(z) < sin f(z) = sin (—g(x))

e cos f(z) = —cosg(x) & cos f(x) = cos (m — g(x))
e tan f(z) = —tang(z) < tan f(z) = tan (—g(z))
o cot f(z) = —cotg(z) & cot f(z) = cot (—g(x))

2. Chuyén dbéi khac tén ham (diing géc phu):

e sin f(z) = cosg(z) < sin f(z) = sin (E — g(z))

2
e cos f(x) =sing(z) < cos f(z) = cos <g — g(x))
e tan f(z) = cotg(x) < tan f(x) = tan (g — g(x))
e cot f(z) = tang(x) < cot f(x) = cot (g - g(:c))

3. Két hop vira khac tén vira chita dau tru:

o sin f(r) = — cosg(r)  sin f(x) = sin (g() ~ 7
e cos f(zr) = —sing(x) < cos f(x) = cos (g(m) + g)
e tan f(r) = —cotg(r) & tan f(z) = tan (g(x) + Z)

2
e cot f(z) = —tang(z) < cot f(z) = cot (g(x) + g)
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Chuong 2

Day so

Chuong day s6 c6 kha it cong thitc, yéu cau tap chung 6 mot s6 dang co ban.

17
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2.1 Day sb

2.1.1: Day sb va céc tinh chit cd ban

1. Pinh nghia day sb:

e Day s6 v6 han:
+) Mbi ham s6 u xac dinh trén tap cic so6 nguyen duong N* duge goi 1a mot day
s6 v6 han (goi tat 1a day s6), ky hicu 1a u = u(n).
+) Ta thudng viét u, thay cho u(n) va ky hiéu day s6 u = u(n) bdi (u,).
+) Dang khai trién: uy, us, us, ..., Uy, . . .
+) S6 uy goi la s hang dau, u, la s6 hang thi n va goi 1a s6 hang téng quat
clia day so.
e Day s6 hitu han:
+) Mdi ham s6 u xac dinh trén tap M = {1;2;3;...;m} véi m € N* dugc goi la
mot day sé hitu han.
+) Dang khai trién ctia day s6 hitu han 1& uy, uy, . . . , Upy,.
+) S6 uy goi la s6 hang dau, sb u,, goi la s hang cubi.

e Chi y: Néu u,, = ¢, Vn € N* (¢ 1a hing s6) thi (u,) dugc goi 1a day s6 khong déi.
2. Cac cach cho mot day sb:

e Mot day s6 c6 thé cho bang cac cach sau:
+) Liet ke cac s6 hang (chi dung cho céc day s6 hitu han va c6 it sb hang).
+) Céng thiic clia s6 hang tong quat.
+) Phuong phap mo té.
+) Phuong phép truy hoi.

3. Day sb6 tiang, day sb giam va day s6 bi chin:

e Day sb ting, day sb giam:
+) Day s6 (u,) dugc goi la day sd tang néu ta co u,41 > u, véi moi n € N*.
+) Day s6 (u,) dugc goi la day sb gidm néu ta co u,q1 < u, v6i moi n € N*,
+) Day s6 tang hodc day s6 gidm goi chung la day don dieu.
e Day sb bi chin:
+) Day s6 (u,) dugc goi 1a bi chan trén néu ton tai mot s6 M sao cho u, < M
vl moi n € N*.
+) Day s6 (u,) dugce goi 1a bi chdn dudi néu ton tai mot s6 m sao cho u, > m véi
moi n € N*.
+) Day s6 (u,) dugc goi 1a bi chin néu né vita bi chan trén vita bi chan dudéi, tic
14 ton tai cac s6 m, M sao cho m < u, < M véi moi n € N*.
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2.2 Cap s6 cong

2.2.1: Cép sb cong

1. Dinh nghia:

e Cap s6 cong la mot day s6 (hitu han hay vo han), trong d6 ké tit s6 hang thit hai,
mdi s6 hang déu bang s6 hang ding ngay trudc n6 cong véi mot sé khong doi d.

e S6 d dugc goi 1a cong sai clia cap so cong.
e Cép sb cong (u,) v6i cong sai d duge cho bdi he thite truy hoi:

Up = Up—1+d VvGin>2

2. S6 hang téng quat:

e Néu cap sb cong (u,) c6 sd hang dau u; va cong sai d thi sé hang tong quat u,
cua n6 duge xac dinh theo cong thiic:

Uy, =u1 + (n—1)d

3. Téng n sb hang dau ctia mot cip sb cong:
e Cho cap sb cong (u,) v6i cong sai d. Dat S, = uy + uy + - -+ + u,,. Khi do:

n

Sn
2

[2uy + (n — 1)d]

e Cht y: Stt dung cong thiic u, = u; + (n — 1)d, ta c¢6 thé viét tong S, dusi dang:

n(uy + uy)

Sy = 5
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2.3 CAap s6 nhan

2.3.1: C4p sb nhan
1. Dinh nghia:

e Cap s6 nhan la mot day s6 (hitu han hay vo han), trong dé ké tit s6 hang thit hai,
mdi s6 hang déu 1a tich ctia s6 hang ding ngay trudc né véi mot so6 khong déi q.

e S6 g dudc goi 1a cong bodi clia cap so nhan.

e CAp s6 nhan (u,) v6i cong boi ¢ duge cho béi hé thiic truy hoi:
Up =Up_1-q VOGN >2
2. S6 hang téng quat:

e Néu mot cip sé nhan c6 sé hang dau uy va cong boi ¢ thi sd hang téng quéat u,
cua n6 duge xac dinh bdi cong thic:

Up =uy - ¢ véin > 2
3. Tong n s6 hang dau ctia mot cip sb nhan:

e Cho cap sb6 nhan (u,,) véi cong boi ¢ # 1. Dat S, = ug +us + - - - + u,,. Khi do:
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3.1 Mau s6 liéu ghép nhém

3.1.1: MAu sb liéu ghép nhém va cic dang Bang Tan S6

1. Gidi thiéu vé mau sb liéu ghép nhém:
e Khai niém: Mau s6 lieu ghép nhém 13 mau s6 lieu cho dudi dang bang tan sb clia
cac nhom s6 lieu. Méi nhom s6 lieu 1a tap hop gom cac gia tri ciia so lieu duge ghép
nhém theo mot tieu chi xac dinh. Nhém s6 lieu thuong duge cho dudi dang [a;b),
trong d6 a 1a dau mut trai, b 14 dau mat phai.
e Nhan xét:
+) Mau s6 lieu ghép nhém duge dimg khi ta khong thé thu thap duge s6 licu chinh
xac hoic do yéu cau clia bai toan ma ta phai biéu dién mau sb lieu dudi dang
ghép nhém dé thuan lgi cho viéc t6 chiic, doc va phan tich sé lieu.

+) Trong mot s6 trudng hop, nhém sb ligu cudi ciing c6 the lay dau mut ben phai
[a; b].

2. Céach ghép nhém méu sé liéu:

e Quy trinh chuyén tir mau sé liéu khéng ghép nhém sang ghép nhém:
+) BuGc 1: Chia mién gia tri cia mau s6 lieu thanh mot s6 nhom theo tieu chi cho
trudce.
+) Bu6c 2: Dém s6 gia tri cia mau s6 lieu thuoc mdi nhém (tan s6) va lap bang
thong ké cho mau s6 lieu ghép nhém.
e Do dai cia nhém: Do dai ctia nhém [a;b) 1a b — a.
e Luu y khi ghép nhém:
+) Khong nén chia thanh qua nhiéu nhém hodc qua it nhom.
+) Céac nhom khong giao nhau.
+) Céac nhém nén c6 do dai nhu nhau va tong do dai cdc nhém 16n hon khoang bién
thién.

3. Bang tan s6 mau s6 liéu ghép nhém

Nhém | [ay;a0) | [ag;as) | ... | [ax; apyl] | Tong
Tan sb ny o Nk n

4. Bang tém tat cac dai luong

Nhém (Khoang) | Gia tri dai dién (z;) | Tan s6 (n;) | Tan so6 tich liay (cf;)
[al; (12) T = # n, Cfl =
[ay; as) To = % o cfo=mn1 +ny
[ai§ai+l) T; = % n; cfi=ny+ -+ ny
g; Qg pp = Bk ny, cfr=n
+ 2
Tﬁng — n _
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3.2 Cac s6 diac trung do xu thé trung tam

3.2.1: Céac sb dic trung do xu hudng trung tam

1. S6 trung binh(z):

e Cong thic tinh:

k
. Mmx +noxo + - -+ NpTg 1
T = = - E n;x;
n
=1

n

e Y nghia: S6 trung binh ctia mau s6 lieu ghép nhém xap xi cho s6 trung binh ctia
mau so lieu goc, né cho biét vi tri trung tam clia mau so lieu va c¢6 thé dung de dai
dién cho mau sb lieu.

2. Trung vi (M,):

e Nhom chita trung vi: La nhom [a,; a,41) dau tién 6 tan s6 tich lay cf, >

SIE

e Cong thirc tinh:
n

E - Cfpfl
M, = ap+2—"" (11— )

Ny
e Y nghia: Trung vi ciia mau s6 lieu ghép nhém xap xi cho trung vi ctia mau s6 liéu
gbc, n6 chia mau s6 lieu thanh hai phan, mdi phan chita 50% gia tri.

3. Tw phﬁn Vi (Qb Q27 Q3):
e Cong thic téng quat xac dinh T phan vi thd r (Q, véi r € {1;2;3}):
+) T phan vi tht r duge xac dinh nhd tinh chat: 6 khodng (%) gid tri nhé

hon t@ phan vi nay.
X . PR Z 4z ~ r-n
+) Nhém chia @, 1a nhém [a,; an,41) dau tién cé tan so tich lay cf,, > e

+) Cong thitc tinh tong quat:

r-n

R S S
Qr = 0 + (am—H am)

Nm
e Cac trudng hgp cu thé:
+) Tt phan vi thit nhat @, (r = 1): Nhém chiia Q; 1a nhém [a,; a,yq) dau tien
n
) -
co cfy > 1 i
Z - Cfp—l

n, ) (aerl - ap)

+) T& phan vi thi hai Qy (r = 2): Q2 = M..
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> —
cfr > 1

4. Mét (M,):

e Cong thic tinh:

e Luu y:

bang nhau.

khong c6 mot.

MOICLJ'+

+) T phan vi thi ba Q3 (r = 3): Nhom chia Q3 1a nhém [a,; a,41) dau tién c6

3
Zn - Cfr—l

QS = a, +
ny

e Y nghia: Cac td phan vi ciia miu sb lieu ghép nhém xap xi cho cac t phan vi cta
mau so6 lieu goc, chiing chia mau s6 liéu thanh 4 phan, mdi phan chita 25% gia tri.

e Nhém chita mét: La nhom [a;;a,,1) ¢6 tan s6 16n nhat n; (hodc ky higu m;).

n; —nj—1

: (arJrl - ar)

e Quy uéc nhém vugt qua gidi han:
+) Néu nhém chita mét 1a nhém dau tien (j = 1) thi quy ude ng = 0.

+) Néu nhém chita mét 1a nhom cubi cung (5 = k) thi quy ude ny,q = 0.

e Y nghia: Mdt ctia mau s6 lieu ghép nhém xap xi cho mdt clia mau s6 lieu goc, noé
duge diing de do xu thé trung tam ctia mau s6 lieu.

+) Nguoi ta chi dinh nghia mét cho mau s6 lieu ghép nhém c6 do dai cac nhom

+) Mot mau s6 ligu c6 thé khong c6 mét hodc ¢ nhidu hon mot mot.

+) Khi tan s6 cia tat cd cdc nhéom s6 lieu bang nhau thi mau so6 lieu ghép nhém

. a/ _CL.
=) & () (1T

3.2.2: Bang Tong Két Cong Thitc Cac S6 Dic Trung Do Xu Huéng Trung Tam

Dai luong Cong thic Diéu kién xac dinh nhém
S6 trung binh - _ T+ naly - A kT
(7) a n
2 —cf, ap; a 13 nhém dau tien
Trungvi (Me) Me:ap_i_Q—fpl.h [ 4 P+1)/ n
ny c6 cfy, > 5
Tt phan vi S Am: Am+1) 12 nhém dau tien
phan vi Q. —a,+ 4 f Loy [ +1) o
(QT) Nm CO Cfm Z T
M6t (M) M, —a,+ nj —nj_1 laj;a;41) 1a n}iom c6 n; lén
(n; —nj1) + (nj — njn1) nhat
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4.1 Dinh nghia va tinh chit co ban ctia hinh khéng gian

4.1.1: Diém, dudng thang va mit phang trong khong gian

1. Mit phing trong khong gian
e Mt phing 1a mot khai niém co ban ctia hinh hoc khong gian, khong c¢é bé day va
khong c6 gidi han.
e Ky hiéu: Mit phing thuong dudce ky hieu bing cac chit cai hoa dat trong dau ngoac
don: (P),(Q), (R),... hoac (a),(B),. ..

e Diém thudc mat phang: Néu diém A thuoc mat phing (P), ta viét A € (P). Néu
diém B khong thuoc mat phang (P), ta viét B ¢ (P).

B

B¢ (P)

/

. A€ (P)
G2

2. Céac tinh chat thita nhan

e Tinh chéat 1: Cé mot va chi mot duong thang di qua hai diém phan biét.
A B

d

Tinh chat 2: C6 mot va chi mot mit phang di qua ba diém khong thang hang.

s

Tinh chat 3: Néu mot duong thang di qua hai diém phan biét ciing thudc mot mat
phang thi moi diém ctia duong thing déu thudc mat phing doé.

)

A

Tinh chat 4: Ton tai b6én diém khong ciing thuoc mot mit phing.

R p¢ o

v

Tinh chat 5: Néu hai mat phang phan biét ¢6 diém chung thi ching c¢6 mot duong
thang chung duy nhat chia tat ci cac diém chung clia hai mit phang d6 (duong
thang chung dé goi la giao tuyén ctia hai mit phang).
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e Tinh chat 6: Trén mdi mit phang, cac két qua da biét ctia hinh hoc phang déu
ding.

3. Cach xac dinh mot mit phang

e Ba diém khong thing hang A, B, C' xac dinh duy nhat mot mat phang, ky hicu la
(ABC).

e Mot dudng thing d va mot diém A ¢ d xac dinh duy nhat mot mit phang, ky hiéu
1a (A, d) hodc mp(A,d).

e Hai dudng thang cit nhau a va b xac dinh duy nhat mot mat phang, ky hicu 1a (a, b)
hodc mp(a,b).

o) [

Qua 3 diém Diém va dudng thing Hai duong cat nhau

4. Hinh chép va Hinh t& dién

e Hinh chép:

+) Dinh nghia: Cho da gidc 16i A;A,... A, vi diém S ndm ngoai mit phing
chita da gidc d6. Néi S véi cac dinh Ay, As,..., A, dé dugc n tam giac
SA Ay, SAAs, ..., SA,A;. Hinh gom n tam gidc d6 va da giac A1 4, ... A, dude
goi 1a hinh chép, ky hiéu la S.A1A4,... A,.

+) Thanh phan:
o Diém S la dinh.
o Da giac A1As ... A, 1a mat day.
o Cac tam giac SA1 Ay, SA3 A3, ..., SA, Ay 1a cac mat béen.
o Céc doan thing SA,,SA,,...,SA, la cac canh bén.
o Cac canh cia da giac day A;As, AsAs, ..., A, Aq 1a cac canh day.

+) Tén goi: Tén ctia hinh chép duge goi dya theo tén ctia da giac day (vi du: hinh
chép c6 day 1a tu gidc goi 1a hinh chép ti giac).
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Dinh

Canh bén (5A
anh ben (SA) Mit ben (SBC)

Canh day (AB) Mat day (ABCD)

C
B
Hinh choép ta giac S ABCD

e Hinh tw dién:
+) Dinh nghia: Cho bén diem A, B, C, D khong dong phang. Hinh gom bén tam
giac ABC, ACD, ABD va BCD dugc goi 1a hinh t@ dién, ky hiéu la ABCD.
+) Thanh phan:
o Céc diém A, B, C, D la cac dinh.
o Céc doan thing AB, BC,CD,DA, AC, BD la cac canh.
o Cac tam giac ABC, ACD,ABD, BCD la cac mat.
+) Cac khai niém lién quan:
o Hai canh khong c6 dinh chung goi 1& hai canh doi dién.
o Dinh khong nam trén mot mat goi 1a dinh doi dién véi mit do.
o Hinh ti dién c6 4 mat 1a cac tam giac déu goi la hinh ti dien deéu.
+) Nhan xét: Hinh t¢ dién 1a mot hinh chop tam gidc ma méat nao cia hinh t
dién ciing c6 thé dudc coi la mit day.

AC va BD la
hai canh dbi dién

Canh BD

Mit bén ABC

Hinh t& dién ABCD
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4.2 Quan hé song song trong khong gian

4.2.1: Hai dudng thang song song trong khong gian

1. Vi tri tuong d6i ctia hai dudng thang trong khong gian
Cho hai dudng thang a va b trong khong gian.
e Trudng hop 1: Ciing nim trong mét mit phang (Dong phang)
+) a va b khong ¢6 diém chung = a//b (Song song).
+) a va b c6 duy nhat mot diém chung P = anb= {P} (Cit nhau).
+) a va b c6 vo s6 diém chung = a = b (Trung nhau).

= £ £

a//b anb={P}

e Truong hop 2: Khong ciing nim trong bat ky mit phing nao (Khong
déng phing)

+) a va b khong cling nim trong bat ki mit phang nao = a va b chéo nhau.

— <

IA
\ECL

[
a va b chéo nhau

2. Tinh chit ctia hai dudng thing song song
e Trong khong gian, qua mot diem nam ngoai mot dudng thang cho trude, c6 mot va
chi mot duong thang song song v6i duong thang do.

e Hai duong théang phan biét ciing song song v6i mot duong thing thi ba thi song
song véi nhau:

al/c
{b//c = a//b

3. Tinh chéit vé giao tuyén ctia ba mat phang

e Néu ba mat phang doi mot cit nhau theo ba giao tuyén phan biét thi ba giao tuyén
do6 hodc dong quy, hodc doi mot song song.

(P)N(@)=c a,b,c dong quy
@nm)=b = |5
(7)1 (P) = a //b//
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C

b

T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
-~

Bt

Ba giao tuyén dong quy Ba giao tuyén song song

e Hé qua: Néu hai mat phang lan lugt chia hai duong thing song song thi giao tuyén
ctia chiing (néu cd) ciing song song vdi hai dudng thing dé (hodc tring véi mot
trong hai dudng thang do).

aC (a),bC (B) df/a//b
a/ /b — d=a
()N (B) =d d=b

> <

Giao tuyén d//a//b

4.2.2: Dudng thang va mit phing song song

1. Vi tri tuong d6i ctia dudng thing va mit phang
Cho duong thang a v& mat phang (a). C6 3 vi trf tuong doi gitta a va (a):

e a cit (a): Duong thang a vi mat phang (o) c6 duy nhat 1 diém chung, ky higu
an(a) =M hay an(a) = M.

e o nam trong (a): Dudng thang a v& mat phang () c6 nhiéu hon mot diém chung
(khi d6 diém thudc a déu thude («)), ky hi¢u a C ().

e a song song véi (a): Duong thang a va mat phang («) khong c6 diém chung, ky
hieu a//(«). Ta c6: a//(a) <= aN(a) =&.

L /Z\M =

2. Dau hiéu nhan biét dudng thing song song véi mat phang
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e Néu duong thang a khong nam trong mat phang (a) va song song véi mot dusng
thang b nim trong () thi dudng thing a song song véi mit phang ().

ad (a) “
bC () = a//(a)
a//b

e Cho hai dudng thang chéo nhau a va b. Khi d6, ton tai duy nhat mot mit phing
() chita a va song song véi b.

aC ()

¥//b (W Na={M}) 5//(a)

(@) = (a,V')

a,b chéo nhau
{ (mit phang () 1a duy nhat)

3. Tinh chat véi giao tuyén

e Cho dudng thang a song song véi mit phang (o). Néu mat phang (3) chita a va cit
(a) theo giao tuyén d thi d song song véi a.

a//(@)
aC (B
(

( = a//d
(a) N

)
p)=d

4.2.3: Hai mat phang song song

1. Pinh nghia hai mit phing song song
Hai mat phang (a) va (8) dudc goi 1a song song véi nhau néu chiing khong c6 diém

chung. Ki hi¢u («)//(8).

(@)//(B) <= (a)N(B) =2
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ya—
L/

2. DAu hiéu nhan biét hai mit phing song song

e Néu mit phang () chiia hai dudng thang cit nhau a,b va cling song song véi mat
phéng () thi mit phing («) song song v6i mat phang (3).

aC (o), bC ()
anb={Il}
a//(B)

b//(B)

(=)
L/

3. Tinh chéit ctia hai mat phang song song

= (a)//(B)

e (Qua mot diém): Qua mot diém A nim ngoai mat phang (P), c6 mot va chi mot
mat phang song song véi (P).

¢ (Giao tuyén vé6i mit phang thit ba): Cho hai mat phing song song () va (3).
Néu mat phang (v) cat (a) theo giao tuyén a va cit (5) theo giao tuyén b thi a song
song véi b.

(a)//(B)
(v) N () =a
(MN@B)=b

= a//b
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Lo/
A1/

e Bic cau: Néu hai mat phing phan biét cling song song véi mat phing tht ba thi
ching song song véi nhau.

(@)//(7)
B/ = (a)//(B)
(@) # (8)

e Dudng thing trong mat phang: Cho hai mat phing song song (o) va (3), dudng
thang d C () thi d//(B) (Hiéu ring néu mot dudng thang nim trong mot trong hai
mit phang song song thi duong thing dé song song v6i mat phang con lai).

4. Dinh ly Thales trong khong gian
Ba miit phang doi mot song song chin trén hai cét tuyén phan biet bat ky nhitng doan
thang tuong tng ti le.

(P)//(Q)//(R)
A A
dQﬂ(P) :A27 dQﬂ(Q) :BQ, dgm(R):OQ

[
s "

5. Hinh lang tru

e Dinh nghia: Cho hai mit phang song song (a) va (/). Trén («) cho da giac 16i
A1 Ay ... A,. Qua cac dinh Ay, As, ..., A, vé cac duong thang doi mot song song va
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cat mat phang (o) tai A}, A, ..., A’ Hinh gdm hai da giac A, Ay ... A,, ALA, .. A"
va cac ti gidc A1 AJAL A, AsALALA;s, ... AL AL AT A, dude goi 1a hinh lang tru va
k¢ hiou 1a A Ay ... Ay ALAL . AT

e Cac yéu td ctia hinh lang tru:
+) Dinh: Cac diem Ay, Ay, ..., A, va A} AL AL
+) Canh bén: Cac doan thang A; A}, Ay AS, ... A, AL
+) Canh day: Céac doan thang A; Ay, Ay As, ..., A Ay va Aj AL, ALAL .. AL AL
+) Mat day: Hai da giac A1 Ay... A, va AJA, .. A
+) Mt ben: Céc tit gidc A AL A, Ay, Ay AL AL Ay, .. AL AL AL A,

e Tinh chét:
+) Céc mat beén ctia hinh lang tru déu la cac hinh binh hanh.
+) Céc canh bén doi mot song song va c6 do dai biang nhau.
+) Hai mat déy la hai da gidc bang nhau vA nim trén hai mit phang song song.

e Chu y: Tén cta hinh lang tru dude goi dua theo tén cua da giac day (vi du: lang
tru tam gidc, lang tru t giac,...).

6. Hinh hop
e Dinh nghia: Hinh lang tru ti gidc ABC'D.A’B'C'D’ ¢6 hai day la hinh binh hanh
dugce goi la hinh hop.
e Cac yéu tb ctia hinh hop:
+) Dinh dbi dién: Hai dinh khong cting thuoc bat ky mat ndo ctia hinh hop (cac
cap ditm Ava C’, Bva D', Cva A, D va B').
+) Dudng chéo: Céc doan thang ndi hai dinh déi dien gom AC’, BD',C A’ va DB’
+) Mat déi dién: Hai mat khong c6 diém chung (cac cip ti giac ABCD va
A'B'C'D', ADD'A" va BCC'B', ABB'A" va DCC'D).
e Tinh chat:
+) Tat cd 6 mat ctia hinh hop déu la cac hinh binh hanh.
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+) Cac mit doi dién ctia hinh hop song song véi nhau, biang nhau va c6 thé coi la
hai day ctia hinh hop.

+) Cac dudng chéo ctia hinh hop ciing di qua trung diém ctia mdi dusng (dong quy
tai trung diém ctia méi duong).

4.2.4: Phép Chiéu Song Song

1. Phép chiéu song song
Cho mit phang (a) va dudng thing A cit ().

e V6i mdi diém M trong khong gian:
— Néu M € A thi hinh chiéu M’ 1a giao diém ctia (a) va A.
— Néu M ¢ A thi hinh chiéu M’ 1 giao diém ctia (o) va duong thang qua
M song song véi A.
e Diém M’ dugc goi la hinh chiéu song song ctia diém M trén mit phéng (a)
theo phuong A.
e Mit phing () goi la mit phang chiéu, duong thing A goi la phuong chiéu.
e Cho hinh #H. Tap hop H' gdm cac hinh chiéu M’ ctia moi diem M € H qua

phép chiéu song song dudc goi 1a hinh chiéu ctia H qua phép chiéu song song
do.

2. Tinh Chat Cta Phép Chiéu Song Song
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Dé6i tuong Tinh chat bao toan qua phép chiéu song song

Bién 3 diém thang hang thanh 3 diém thing hang

Diém va khong lam thay ddi thit tu ciia 3 diém do.

Puong thing, | Bién duong thing thanh dudng théng, tia thanh tia,
tia, doan thing doan thang thanh doan théng.

Bién hai duong thang song song thanh hai duong

Song song thing song song hoic triing nhau.

Gitt nguyen ti s& do dai ciia hai doan thing ciing
Ti s6 do dai nim trén mot duong thang hodic nim tren hai
duong thang song song.

3. Hinh biéu dién ctia mot hinh trong khong gian

e Khai niém: Hinh biéu dién ctia mot hinh trong khong gian 1a hinh chiéu song
song ciia hinh dé trén mot mit phing theo mot phuong chiéu nao dé hosic hinh
dong dang véi hinh chiéu do.

e Quy tic vé hinh biéu dién:

a) Biéu dién dudng thang bing dudng thing, doan thing bing doan thang.

b) Biéu dién hai dudng thang song song (hodc cit nhau) bing hai dudng thang
song song (hodc cit nhau).

c) Giit nguyen ti s6 do dai ctia cac doan thang nam trén cac duong thing
song song ho#c trung nhau.

d) Dung nét lién dé biéu dién cho dudng nhin thay va nét dit cho dudng bi
che khuat.

4.3 Quan hé vudng goéc trong khong gian

4.3.1: Hai dudng thiang vudng géc

1. Géc gita hai dudng thing

e Dinh nghia: Goc gitta hai duong thang m va n trong khong gian, ki hi¢u (m,n), 1a
gbc gitta hai duong thang a va b ciing di qua mot diém va tuong ing song song véi
m va n.
ay:
+) Dé x4c dinh goc giita hai dudng thang chéo nhau a va b, ta c6 thé lay mot diem
O thuoc duong thing a va qua dé ké dudng thing b’ song song véi b. Khi dé
(a,b) = (a,b).

+) V6i hai dudng thang a,b bat ki: 0° < (a,b) < 90°.

+) Néu a song song hoiic tring véi a’ va b song song hogc trung véi b’ thi (a,b) =
(@', b).

2. Hai dudng thing vuodng géc
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e Dinh nghia: Hai dudng thing a, b dugc goi la vudng géc véi nhau, ki hieu a L b,
néu goc gitta ching bang 90°.
e Tinh chat
+) Néu duong thing a vuong géc véi dudng thang b thi a ciing vuong goc véi moi
duong thang song song véi b:

alb

10l L

4.3.2: Dudng thang vudng goéc véi mit phang

1. Dinh nghia

e Dinh nghia: Dutng thang d dugc goi 1a vuong goéc véi mit phang (o) néu d vuong
gbc véi moi duong thing a nim trong mit phang («).

e Ki hiéu: d L («) hoidc (a) L d.
2. Diéu kién dé dudng thing vudng géc véi mit phing
e Néu mot duong thing vuong goc véi hai dudng thang cit nhau cling thudc mot miit

phang thi né vuong géc v6i mat phang doé.

dla

dLlb
a.b C (a) =d 1 («).

aﬂb:{O} Cl>‘<b
0
!

e C6 duy nhat mot mat phang di qua mot diém cho trude va vuong géc véi mot dudng
thing cho trudc.

3. Tinh chat

e Néu ba duong théng doi mot phan biét a, b, ¢ cing di qua diém O va cliing vudng
goc véi duong thang A thi a, b, ¢ cting ndm trong mit phing di qua O va vuong géc
véi A.

e Mat phang trung truc: Mit phing di qua trung diém clia doan thing AB va
vuong goéc véi dusng thing AB dudc goi la mit phang trung truc clia doan
thing AB. Mit phang trung truc ctia doan thing AB la tap hop cac diém cach déu
hai diém A, B.

e C6 duy nhat mot dudng thang di qua mot diém cho trude va vuong géc véi mot miit
phéng cho trude.

4. Lién hé gita quan hé song song va quan hé vuong goéc

e Gitta hai dudng thing song song va mit phang:
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+) Néu duong thiang a vuong goc véi mit phang (P) thi cac dudng thang song song
v6i a ciing vudng goc véi (P):

al (P)
b//a

+) Hai duong thiang phan biét cliing vudng goc v6i mot mat phang thi song song
v6i nhau:

}:>bL(P)

al (P)
bL(P) »=a//b
a#b

e Giita dudng thing va hai mat phing song song:

+) Néu duong thing A vuong géc véi mat phang (P) thi A ciing vuong goc véi cac
mit phang song song véi (P):

AL (P)
@)//(P) } »ALQ)

+) Hai mat phang phan biét ciing vuong géc véi mot duong thing thi song song
v6i nhau:

(P) LA
@ LA = (P)//Q)
(P) #(Q)
e Giita dudng thing song song v4i mat phing va dudng thang vuong géc:
+) Néu dusng thang A vuong géc véi mat phang (P) thi A vudng goc véi moi
duong thang song song v6i (P):
A L (P)
a//(P)

+) Néu duong thing a va mit phang (P) ciing vudng goc véi mot dudng thang A
thi @ ndm trong (P) hodc song song véi (P):

P 1a } - [ Z/%i?

}:>AJ_(1

4.3.3: Phép chiéu vudng géc. Goc giita duong thang va mit phing

1. Phép chiéu vuodng goc

e Dinh nghia: Phép chiéu song song lén mit phang (P) theo phuong A vudng goc
v6i (P) duge goi 1a phép chiéu vudng goéc len mit phang (P).
e Nhan xét:
+) Vi phép chiéu vuong goc len mot mit phang 1a mot truong hop dac biét cta
phép chiéu song song nén né c6 moi tinh chat clia phép chiéu song song.
+) Phép chiéu vuong géc lén mit phang (P) con dude goi don gian 1a phép chiéu
len mit phang (P). Hinh chiéu vuong géc H' ctia hinh H trén mat phiang (P)
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con duge goi 1a hinh chiéu ciia H trén mat phang (P).

+) Néu A ¢ (P) va A’ 1a hinh chiéu ctia A trén (P) thi dudng thang AA’ 1 (P).

+) Néu duong thang a L (P) thi hinh chiéu ctia a trén (P) 1a mot diém (chinh 1
giao diem a N (P)).

e Dinh li ba duong vudng goc

+) Cho dudng thing a va mit phang (P) khong vuong goc véi nhau. Khi d6, mot
duong thang b ndm trong mat phang (P) vuodng goc véi dusng thang a khi va
chi khi b vuong géc véi hinh chiéu vuong goc o’ clia a trén (P):

0 L (P)
bC (P) =0blasbld)
a’ = hinh chiéu cta a lén (P)

2. Géc giita dudng thing va mat phing

e Dinh nghia:
+) Néu duong thang a vuong goc véi mit phang (P) thi géc gitta duong thang a va
mit phang (P) bang 90°.
+) Néu duong thing a khong vuong géc véi mat phang (P) thi géc gitta dudng
thang a va hinh chiéu o’ ctia né trén (P) dugc goi la géc gitta dudng thang
a va mat phang (P).
e Chuy
+) Néu a la géc gitta dudng thang a va mat phang (P) thi 0° < o < 90°.
+) Cho diém A c¢6 hinh chiéu H trén mat phang (P). Ly diéem O € (P) (O # H).
Khi d6 goc gitta dudng thang AO va mat phang (P) biang géc AOH.

4.3.4: Hai mat phing vudng géc

1. Géc gitta hai mit phang, hai mat phing vuong goéc

e Géc giita hai mit phing:
+) Cho hai mat phang (P) va (Q). Lay cac dudng thang a,b tuong ing vuoéng géc
v6i (P), (Q). Khi d6, goc gitta a va b khong phu thude vao vi tri cia a, b va duge
goi la géc gitta hai mat phang (P) va (Q).
+) Ki hiéu: ((P),(Q)) hodc ((P),(Q))-
+) Cht ¥: Néu ¢ la goc giita hai mat phang (P) va (Q) thi 0° < ¢ < 90°.
e Hai mit phing vuéng gbc
+) Dinh nghia: Hai mit phang (P) va (Q) dugc goi la vudng géc v6i nhau néu
géc gitta ching bang 90°.
+) Ki hiéu: (P) L (Q) hoac (Q) L (P).
e Céach xac dinh géc gitta hai mat phang cit nhau
+) Cho hai mat phang (P) va (Q) cat nhau theo giao tuyén A. Lay hai duong thang
m,n tuong tng thuoc (P), (Q) va cing vudéng goc véi A tai mot diém O (noéi
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cach khac, lay mot mat phang vuong géc véi A, cat (P), (Q) tuong ting theo cac
giao tuyén m,n).

+) Khi d6, goc gitta (P) va (Q) bang goc gitta m va n:
((P),(Q)) = (m,n)
+) Dac biét: (P) vuodng goc v6i (Q) khi va chi khi m vudng goc véi n (m L n).
2. Diéu kién hai miat phing vuéng goc

e Hai mat phing vuong géc véi nhau néu mat phang nay chita mot dudng thing vuong
goc véi mat phing kia.

+) Dé chitng minh (P) L (Q), ta chi can chiing minh:

3. Tinh chit hai mit phing vudng géc

e V6i hai mit phang vuong géc v6i nhau, bat ki duong théng nao nim trong mit
phing nay ma vuong goc véi giao tuyén ciing vuong géc véi mat phing kia:

(P) L(Q)
(P)N(@Q)=A o =al(Q)
aC (P),alA

e Cho hai mat phang (P) va (Q) vuong goc véi nhau. Mdi duong thang qua diém O
thuoc (P) va vuong géc véi mat phing (Q) thi duong thing dé thudc mat phing
(P).

e Néu hai mat phéng cit nhau va cling vuong géc véi mot mat phing thi ba thi giao
tuyén ctia chiing vuong géc v6i mit phang thit ba dé:

(P) L (R)
(Q) L (R) =a L (R)
(P)N(Q) =a

4. G6c nhi dién

e Dinh nghia g6c nhi dién:
+) Hinh gom hai nita mat phang (P), (Q) c¢6 chung bd a duge goi 1a mot géc nhi
dién, ki hiéu la [P, a, Q).
+) Duong thang a goi la canh va cac ntta mat phang (P), (Q) goi la cac mat cla
gbc nhi dién do.
+) Néu hai diém M, N khong thuoc dusng thang a, ta ki higu [M, a, N| 1 géc nhi
dién c6 canh a va cac mat tuong ting chtia M, N.
e Géc phang ciia géc nhi dién:
+) Tu mot diém O bat ki thude canh a cia gée nhi dien [P, a, Q], vé céc tia Oz, Oy
tuong tng thuoc (P), (Q) va vudng goéc véi a.
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+) Goe 20y duge goi 1a goc phing ctia géc nhi dien [P, a,Q] (goi tat 1a goc
phéng nhi diéen).

+) S6 do cta goc x/O\y khong phu thuoc vao vi tri ciia O trén a, dude goi la sé do
ctia gbc nhi dién [P, a, Q).

e Chu y:

+) S6 do ctia géc nhi dien c6 thé nhan gia tri tit 0° dén 180°. Géc nhi dien duge goi
13 vuong, nhon, til néu né c6 sé6 do tuong ting bang, nhé hon, 16n hon 90°.

+) Mat phang chita géc phang nhi dien 2Oy cia [P, a, Q] vuong géc véi canh a.

+) Hai mat phang cit nhau tao thanh bén géc nhi dien. Néu mot trong bén goc
nhi dién do6 la goéc nhi dién vudng thi cac géc nhi dién con lai cling la gbc nhi
dién vuong.

4.3.5: Mot s6 hinh ling tru dic biét

1. Hinh lang tru ding
e Dinh nghia: Hinh lang tru ding la hinh lang tru c6 cac canh bén vuéng goc véi
mat day.
e Tinh chat: Hinh ling tru diing cé cac mit bén la cac hinh chit nhat va vuong géc
v6i mat day.
2. Hinh lang tru déu

e Dinh nghia: Hinh ling tru déu 13 hinh ling tru ding c6 day la da gidc déu.
e Tinh chat: Hinh ling tru déu c6 cac mit bén la cac hinh chit nhat c¢é cting kich
thudce.
3. Hinh hop ding

e Dinh nghia: Hinh hop ding la hinh lang tru ding c6 day la hinh binh hanh.
e Tinh chét: Hinh hop ding c6 cac mat bén la cac hinh chit nhat.
4. Hinh hop ch@ nhat
e Dinh nghia: Hinh hop ch nhat 1a hinh hop ding ¢6 day 1a hinh chit nhat.
e Tinh chat:
+) Hinh hop chit nhat ¢6 cac mat bén 1a hinh chit nhat (cd 6 mat déu 1a hinh chit
nhat).
+) Céac duong chéo clia hinh hop chit nhat ¢6 do dai bang nhau va ching cit nhau
tai trung diém ctia mdi duong.
5. Hinh lap phuong
e Dinh nghia: Hinh lap phuong 1a hinh hop chit nhat c6 tat ca cic canh bang nhau.

e Tinh chéat: Hinh lap phuong c6 céc mit 1a cac hinh vuong.
6. Cha y

e Khi day cta hinh lang tru ding (déu) 1a tam giac, ti gidc, ngi giac,... doi khi ta
cling tuong ting goi 16 1a hinh lang tru ding (déu) tam gidc, ti giac, ng giac,...
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4.3.6: Hinh chép déu va hinh chép cut déu

1. Hinh chép déu

e Dinh nghia: Hinh chép déu 1a hinh chép c6 day 1a da giac déu va cac canh bén
bang nhau.
e Diéu kién can va da: Mot hinh chép 1a déu khi va chi khi day clia né 1a mot hinh
da giac déu va hinh chiéu clia dinh trén mat phang déy triing véi tam ctia mat day.
e Chu y:
+) Khi day ctia hinh chép déu la tam gidc déu, hinh vuong, ngi gidc déu,... doi khi
ta cling goi 1o tuong tng 13 hinh chép tam gidc déu, hinh chép tit giac déu, hinh
chop ngil giac deu,...

2. Hinh chép cut déu

e Dinh nghia:
+) Hinh chép cut déu A Ay ... A,.B1By... B, 1a phan con lai ctia hinh chép déu
S.A Ay ... A, sau khi cit bd di hinh chép déu nhé S.B1 B, ... B, bdi mot mat
phing song song v6i mat phéng day (A1 A4, ... A,).
+) Hinh nay dugc gi6i han béi hai da giac déu Ay A, ... A, BB, ... B, va cac hinh
thang can AlAQBgBl, AQAngBQ,..., AnAlBan
e Cac thanh phan ctia hinh chép cut déu
+) Mat day: Hai da giac déu A1 A, ... A, va BBy ... B,.
Mét bén: Céc hinh thang can AlAngBl, AQAngBQ, . ,AnAlBan.
Canh bén: Cac doan théng A By, AsBs, ..., A, B, (ching c6 do dai bang nhau).
Canh day: Cac canh cta hai mat da giac day.

+ + + +

)
)
)
) Dudng cao va chiéu cao: Doan thing HK ndi tam ctia hai da giac day dugc

goi 1a duong cao; do dai clia doan thang HK dudc goi 1a chiéu cao ctia hinh chép
cut deu.

\

4.3.7: Khoang cach

1. Khoang cach tir mot diém dén mot dudng thang, dén mot mit phing

e Khoang cach tir mot diém dén mot dudng thing

+) Khoang cach tit mot diem M dén mot dudng thang a, ki hieu d(M, a), 14 khoéng
cach gitta M va hinh chiéu H ctia M trén a.

e Khoang cach tir mot diém dén mot mat phing

+) Khoang cach tit mot diém M dén mot miat phang (P), ki hieu d(M, (P)), 1a
khoang cach gitta M va hinh chiéu H ctia M trén (P).

e Nhan xét: Khoang cach tit M dén dudng thing a (mat phing (P)) 1a khoang cach
nhé nhat gitta M va mot diem thuoc a (thuoc (P)).

e Chu ¥:
+) d(M,a) =0 M €a; d(M,(P))=0< M € (P).
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+) Khoéang céch tit dinh dén mit phang chita mat day ctia mot hinh chop dude goi
la chiéu cao ciia hinh chop do.

2. Khoang cach giita cac dudng thing va mit phang song song, gitta hai mit
phing song song
e Khoang cach giita dudong thing va mit phing song song

+) Khoang céach gitta duong thang a va mat phang (P) song song vé6i a, ki hiéu
d(a, (P)), 1a khoang cach tit mot diem bat ki trén a dén (P).

e Khoang cach giita hai mit phing song song

+) Khoang cach giita hai mat phang song song (P) va (Q), ki hieu d((P), (Q)), 1a
khoang cach tit mot diem bat ki thudc mat phang nay dén mat phang kia.

e Khoang cach giita hai dudng thang song song
+) Khoéng cach gitta hai duong thang song song m va n, ki hiéu d(m,n), 14 khodng
cach tit mot diém thuoc duong thang nay dén duong thing kia.
e Chu y: Khoang céch giita hai day ctia mot hinh ling tru dude goi la chiéu cao ctia
hinh lang tru do.
3. Khoang cach giita hai dudng thang chéo nhau

e Doan vuéng géc chung va khoang cach
+) Dudng thing A cit hai dudng thing chéo nhau a,b va vuong goéc véi ci hai
duong thang dé dude goi la dudng vudng géc chung clia a va b.
+) Néu dusng vuong goc chung A cit a, b tuong tng tai M, N thi do dai doan thang
MN dugce goi 1a khoang cach gitta hai dudng thang chéo nhau a, b, ki hieu
d(a,b).
e Nhan xét
+) Khoang céch giita hai dudng théng chéo nhau bing khoéng cach gitta mot trong
hai duong thing dé dén mit phang song song véi n6 va chita duong thang con
lai:
d(a,b) = d(a,(P)) (bC (P), a//(P))
+) Khoang cach giita hai dudng thang chéo nhau bing khodng cach giita hai mat
phéng song song, tuong tng chita hai duong thing do:

d(a,b) = d((P),(Q)) (aC(P),bC (@), (P)//(Q))

\ J

4.3.8: Thé tich

1. Khai niém vé khéi da dién

e Phan khong gian duge giéi han bdi hinh chép, hinh chép cut déu, hinh ling try,
hinh hop tuong tng dude goi 1a khdi chép, khéi chép cut déu, khdi lang tru,
khdi hop.

e Dinh, mat, canh, dudng cao ctia cac khéi hinh d6 lan lugt 1a dinh, mit, canh, duong
cao ctia hinh chép, hinh chép cut déu, hinh lang try, hinh hop tuong tng.
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2. Coéng thic tinh thé tich cac khdi hinh

e Thé tich khéi chép: Thé tich V' ctia khéi chép c6 dien tich day S va chiéu cao h
la:

1
V==:-h-8
3

e Thé tich khéi chép cut déu: Thé tich V ctia khéi chép cut déu ¢ dien tich day
l16n S, dieén tich day bé S’ va chiéu cao h la:

V:%-h-<S+S’+m>

e Thé tich khdi lang tru: Thé tich V clia khéi ling tru c6 dién tich day S va chiéu
cao h la:
V=h-S8

3. Nhan xét

e Thé tich khéi tit dien bang mot phan ba tich ctia chiéu cao tit mot dinh va dien tich
mat déi dién véi dinh do.

e Thé tich ctia khoi hop bing tich clia dién tich mot méit va chiéu cao ctia khéi hop
ing v6i mat do.
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GIOI HAN. HAM SO LIEN TUC

Thach thiic gigi han. Doi héi ban nhé kién thiic chuan chi.
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5.1 Gié6i han

5.1.1: Gi6i Han Cha Day S6

1. Giéi Han Hitu Han Cua Day S6

e Dinh nghia: Day s (u,) ¢6 gi6i han 1a 0 khi n tién t6i duong vo ciic néu |u,|
c6 thé nhé hon mot sé duong bé tuy ¥, ké tit mot s6 hang nao dé trd di.

lim u,=0 hoac limu, =0
n—-+o0o

e Day s6 (u,) c¢6 gidi han hitu han 1a s6 thyc a néu lirf (u, —a) = 0, ky hieu
n——+0o0
liI}_l u, = a hay u,, — a khi n — +oc.
n—-+0o0

e Mot s6 gisi han dac biét:
. 1 11 £ _

ngrfoo v 0 (v6i k la s6 nguyén duong).
lim ¢" =0 (v6i |g| < 1).

n—-+o0o

+

_|_

)
)
+) Néu |u,| < v, v6i moin >1va lim v, =0thi lim wu,=0.
n—-+o0o n—-+o0o
)

lim ¢ = ¢ (v6i ¢ 1a hing 6).
n——+oo

+

2. Cac Phép Toan Ve Gisi Han Hitu Han

e Néu lim u, =ava lim v, =b thi

n——+00 n——+00
lim (u, +v,) =a+1b; lim (u, —v,) =a—1¥;
n—+00 n—+00
lim ( )=a-b lim % =2 (néub+#0)
Jim (un o) = a-b; lim o b néu :

e Néu u, >0 véimoinva lim wu, =a thi
n—4o0o

a>0 va lim u, =+a.

n—-+o0o
3. Tong Cua Cap S6 Nhan Lui Vo6 Han
e Cap s6 nhan vo han (u,) c6 cong boi ¢ théa man |¢| < 1 dugc goi 1a cap s6
nhan lui vé han.
e Cong thiic tinh tong:

u
S=uitust byt = _1q (lal <1)

4. Gidi Han Vb6 Cuc Cua Day Sb

e Dinh nghia:
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+) Day s6 (u,) dudc goi la c6 gi6i han +oo khi n — 400 néu u, c6 thé
16n hon mot sé duong bat ky, ké tit mot s6 hang nao do trd di, ky hieu
lim w, = +oo hay u,, — 400 khi n — +oc.
n—-+0o00
+) Day s6 (u,) dugce goi 1a c¢6 giéi han —oo khi n — +oo néu lim (—u,) =
n——+00
400, ky hieu lim wu, = —oo hay u,, - —oo khi n — +oc.
n——+0o00
e Mot s6 gisi han dac biét:
+) lim n* = 400, véi k 1a s6 nguyen duong;
n——+0o00
+) lim ¢" = 400, v6i ¢ > 1.
n——+o0o
e Mot s6 quy tac tinh gisi han vé cuc:
£ . ~ . [ . N L] u
+) Néu lim u, =ava lim v, =+oo (hoic lim v, = —oo)thi lim — =
n—-+00 n—-+00 n—-+o0o n—+o00 Uy,
0.
. U
+) Néu lim w, =a >0, lim v, =0 vh v, > 0 v6i moi n thi lim — =
n—-+4o0o n—-+o0o n—-+4o0o Un,
+00.
+) Néu lim u, = +oo va lim v, =a>0thi lim wu,v, = +oo.
n—-+00 n—-+o0o n——+o00

5.1.2: Bang Tong Két Ly Thuyét Giéi Han Ca Ham Sé

1. Giéi Han Hitu Han Cua Ham S6 Tai Mot Diém

e Dinh nghia: Gi stt (a;b) 1a mot khoang chita diém zy va ham s6 y = f(x)
x4c dinh trén khoang (a;b), c6 thé trit diém x. Ta n6i ham sé f(x) c6 gidi
han 1a s6 L khi x dan t6i zg néu véi day sb (z,) bat ki, z,, € (a;b), z,, # x¢ V2
T, — T, ta co f(x,) — L.

Ky hieu: lim f(z) =L hay f(z)— L khiz — .
Tr—T0
e Mot sb gisi han dic biét:

+) lim ¢ = ¢ (v6i ¢ la hing s6);
Tr—xT0

+) lim 2" =z (v6in € N).

Tr—xT0
e Céac quy tic tinh gisi han ctia ham sé tai mot diém:
a) Néu lim f(z) =L va lim g(z) = M thi
Tr—xTQ

Jim [£(2) + g(a)] = L+ M; Jim [£(z) — g(@)] = L= M;
i -g(x)| =L - M; im m = £ néu
Jim [£(2) - g(a)] = L M; lim = g7 (éw M £0)

b) Néu f(z) > 0 v6i moi = € (a;b) \ {xo} va lim f(z) = L thi
Tr—xTQ

L>0va lim \/f(z)=VL

T—T0
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e Gidi han mot bén:
+) Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén khoang (zo;b). Ta né6i sd L 1a gidi
han bén phai ctia f(z) khi  — z néu vé6i diy s6 (x,) bat ki thod man
o < T, < bva x, — xg, ta cé f(x,) — L, ky hiéu lim+ f(z) = L.
+) Cho ham s6 y = f(z) xac dinh trén khoang (a;xg). Ta néi s6 L 1a gidi
han bén trai cia f(z) khi z — zo néu véi day sb (x,,) bat ki thod man
a <, < Ty VA T, = Tg, ta c6 f(x,) — L, ky hieu lim f(z) = L.

CL’*)IL'O

e Moi lién hé: lim f(z) = L +— lim, f(z) = lim f(z)= L.

T—x0 T T—=Ty
2. Giéi Han Hitu Han Ctia Ham S Tai V6 Cuc

e Dinh nghia:
+) Cho ham s6 y = f(x) x4c dinh trén khoang (a; +00). Ta néi ham s6 f(z)
c6 gi6i han 1a 86 L khi # — +o0o néu vé6i day s6 (z,,) bat ki, z,, > a va z,, —
+o0, tacod f(x,) — L, ky hiéu hIJP f(z) = Lhay f(x) — L khi 2 — +o0.
T—>+00

+) Cho ham s6 y = f(z) xac dinh trén khoang (—oo;b). Ta néi ham s6 f(x)
c6 gi6i han 1a s6 L khi  — —oo néu véi day s6 (x,) bat ki, z, < b
va z, = —oo, ta ¢ f(z,) — L, ky hieu lim f(z) = L hay f(z) —

T—r—00
L khi x — —o0.
e Cac quy tic va gidi han dac biét:

+) Céac quy tac tinh gidi han hitu han tai mot diém ciing dung cho giéi han
httu han tai vo cuec.

+) Véi ¢ la hang s6: lim ¢=¢, lim c=c.

T—>+00 T—r—00

B} 1 1
+) V6i k 1a mot s6 nguyéen duong: lir}ra — =0, lim —=0.
T—+00 U

3. Giéi Han V6 Cuc Ciia Ham S6

e Dinh nghia giéi han +o0o0 va —oo:

+) Gia stt khodng (a; b) chita xy va ham s6 y = f(x) xac dinh trén (a;b) \ {0}
Ta néi ham s f(x) ¢6 gii han +oo khi x — x néu véi day s6 (z,,) bat ki,
zn € (a;0) \ {zo}, xn, — xg, ta co f(z,) — +00, ky hieu lim f(z) = +oo.

T—T0

+) Ta néi ham s6 f(z) c¢6 gidi han —oo khi  — x¢, ky hi¢u lim f(x) = —oo,

Tr—xQ

néu llm [—f(x)] = +oc.

+) Giéi han mot bén lim, f(z) = 400, lim f(z) = +4oo cing nhu

=T =T
lim f(z) = —o0, lim f(x) = —o0 va cac gi6i han tai vo cyc lim f(z) =
m—)mg' T—=T) z——+00
+oo, lim f(z) = o0 duge dinh nghia tuong tu.

T—r—00
e Mot s6 gidi han dac biét tai vo cuc:

+) lim 2" = +o0 véi k nguyen duong;

T—-+00
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+) lim 2" = +o00 véi k 1a s6 nguyen duong chin;
Tr——00
+) lim 2" = —o0o véi k 1a s6 nguyén duong 1é.
T—r—00
e Mot s6 quy tac tinh gisi han vo cuc:
+) Quy tac tim giéi han ctia tich f(z)g(r): Gid sit lim f(x) = L # 0 va
Tr—xQ
lim g(z) = 400 (hodic — 0).
Tr—T0
Jim f(z) Jim g(x) Jim f(z)g(2)
+00 +00
L>0
—00 —00
+00 —00
L <0
—00 +00
P . f(=z),
+) Quy tac tim gidi han ciia thuong —=:
g(x)
lim f(z) lim g(z) Dau cua g(x) lim fx)
=T T—To T—20 g(x)
L +o0 Tuy ¥ 0
+ 400
L>0 0
— —00
+ —00
L <0 0
- 400
(Cdc quy tac trén van ding cho cdc truong hop x — xf, © — x5, T — +00 va
T — —00).

5.2 Ham sb lién tuc

5.2.1: Bang Téong Két Ly Thuyét Ham Sé Lién Tuc

1. Ham S6 Lién Tuc Tai Mot Diém

e Dinh nghia: Cho ham s6 y = f(z) x4c dinh trén khoang (a;b) chita di¢m z.
Ham s6 f(x) duge goi la lién tuc tai diém z, néu

lim f(z) = f(xo)

T—TQ

e Ham sé gian doan: Ham s6 f(x) khong lién tuc tai 2o duge goi la gian doan
tai diem do.

2. Ham S6 Lién Tuc Trén Mot Khoang

e Lién tuc trén khoang: Ham s6 y = f(z) dugc goi 1a lién tuc trén khoang
(a;b) néu né lien tuc tai moi diém thude khodng nay.
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e Lién tuc trén doan: Ham s6 y = f(z) dugc goi la lién tuc trén doan [a; D]

néu né lién tuc tren khodng (a;b) va

lier f(x) = f(a), lim f(x)= f(b).
T—a z—b
e Chi y: Céac khai niéem ham s6 lien tuc trén nita khoang nhu (a; b], [a; +00), ...
duge dinh nghia theo cach tuong ty. Do thi ctia ham s6 lién tuc trén mot
khodng 1a mot duong lién trén khoang do.
e Tinh lién tuc ctia cac ham sb s cap cd ban:
+) Ham s6 da thitc va cac ham s6 y = sinz, y = cosz lién tuc trén R.
+) Cac ham s6 y = tanx, y = cot x, y = v/ vd ham phan thic hitu ti (thuong
ctia hai da thic) lien tuc trén tap xac dinh clia ching.

3. Mot S6 Tinh Chat Co Ban
e Phép toan trén ham sb lién tuc: Gia sit hai ham s6 y = f(z) va y = g()
lién tuc tai diém xy. Khi do:
+) Céc ham sby = £(z) + g(x), y = F(x) — g(z) va y = f(zx)g(x) lien tuc tai
Zo;
/() lien tuc tai zg néu g(zg) # 0.
9(x)
e Su ton tai nghiém
+) Néu ham s6 y = f(z) lien tuc trén doan [a;b] va f(a)f(b) < 0 thi ton tai
it nhat mot diém ¢ € (a;b) sao cho f(c) = 0.

+) Ham s6 y =
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HAM SO MU - HAM SO LOGARIT

Chuong nay md ra hai ham s6 mdéi gan lién v6i nhiéu van dé thuc tién.
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6.1 Luy thua - Logarit

6.1.1: Bang Tong Két Ly Thuyét Liiy Thira VSi S6 Mii Thuc

1. Liay Thita Véi S6 Mi Nguyén
e Dinh nghia:

+) Cho n 1a mot s6 nguyén duong. Vé6i a 1a s6 thyc tuy y:

a"=g-a---q
——
n thita s6

+) V6i a 1a s6 thue khac 0:

+) Trong biéu thitc a™, a goi l1a cd s6, m goi 1a s6 mil.
+) Chii y: 0° va 07" (v6i n € N*) khong c6 nghia.
e Tinh chat ctia luy thira véi sé mii nguyén:

+) V6ia # 0,b# 0 va m,n la cac s6 nguyeén, ta co:

a™
am gt = am+n’ - amfn’ (am)n _ amn7
am
a\™ a™
(ab)™ = a™b™; <—> = —
b b

+) So sanh luy thita véi s6 mii nguyén:
* Néua > 1thia™ > a" < m > n.
¥ Néeu0 <a<1thiadm>a" < m<n.

2. Liay Thira Vé6i S6 Ma Hitu Ti
e Khai niém can bac n:
+) Cho s6 thuc a va s6 nguyén duong n. S6 b dugde goi 1a can bac n cia s6 a
néu b" = a.
+) Nhan xét:
x Khi n 1a s6 18, mdi s6 thyc a chi ¢6 mot can bac n va ki hieu la /a.
(Can bac 1 ctia s6 a chinh 1a a).

* Khi n & s6 chan, mdi s6 thyc duong c6 ding hai can bac n 1a hai s6
ddi nhau, gia tri duong ki higu 14 {/a (goi la can sé hoc bac n ctia
a), gia tri am ki hieu 1a — /a.

x /0 =0 (véi n € N¥).

* S6 am khong c6 can bac chin.
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+) Tinh chét ctia cin bac n: Gia st n, k 1a cac sé nguyen duong, m 1a s
nguyén (gia thiét cac bicu thiic déu c6 nghia):

n n {a a
a - Vb= Vab; \/ =
va AL
(e — Y o {a khi 16

la| khin chin’

a™ =
\/ Vo= K/a; (a)" = a.
e Khai niém luy thira véi s6 mi hitu ti:
Z £ 2 m P2 N ~ L ~ N
+) Cho s6 thuc a duong va s6 hitu ti r = —, trong dé m la mot s6 nguyén va
n
n 1 s6 nguyén duong. Luy thita clia a v6i s6 mil r, ki hiéu 13 a”, xac dinh
béi:

n

r — Ygm

a =a

m
n

+) Chii g: Luy thita v6i s6 mii hitu ti (ctia mot s6 thyc duong) c6 day du cac
tinh chat nhu luy thita v6i s6 mii nguyeén.

3. Lity Thira Vé6i S6 Mii Thuc

e Khai niém luy thira véi sé6 mii thuc:

+) Cho a la s6 thue duong va a 1a mot s6 vo ti. Xét day s6 htu ti (r,) ma

liril r, = a. Khi d6, day s6 (a™) c6 gi6i han xac dinh va khong phu thuoc
n—-+00

vao day sb hitu ti (r,) da chon.
+) Gi6i han d6 goi 1 luy thita ctia a véi s6 mil «, ki higu 1a a®:
a®= lim a™
n—-+oo
e Tinh chét: Luy thita v6i s6 mil thuc (clia mot s6 duong) c6 day di céc tinh
chat nhu luy thita véi s6 mii nguyén da néu.

6.1.2: Bang Tong Két Ly Thuyét Lbgarit

1. Khai Niém Logarit

e Dinh nghia: Cho a 14 mot s6 thiic duong khac 1 va M 1a mot s6 thuc duong.
S6 thuc a dé a® = M dudce goi la 16garit ca s6 a ctia M va ki hieu 1a log, M.

a=log, M < a*" =M

e Chi1 y: Khong c6 logarit ctia s6 am va s6 0. Co sb clia logarit phai duong va
khac 1.
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e Tinh chat: V6i 0 <a # 1, M > 0 va o 1a s6 thie tuy ¥, ta co:
log, 1 =0; log,a =1;
a8 M — M log, a® = a.
2. Tinh Chat Cua Légarit

e Quy tic tinh logarit: Gia sit a la s6 thyc duong khac 1, M va N la cac s
thyc duong, a 1a s6 thye tuy y. Khi do:

log,(MN) = log, M + log, N;

M
log,, <W> = log, M — log, N;

log, M* = alog, M;
1

log, b =
log, a

(a,b# 1);
1

log,e M = —log, M (a # 0).
«

e Doi co sb ciia logarit: Véi cac co s6 logarit a va b bat ki (0 < a # 1,
0<b#1)va M lasé thyc duong tuy ¥, ta luon co:

log, M
log, a

log, M =

3. Logarit Thap Phan Va Logarit Ty Nhién
e Logarit thap phan: Logarit co s6 10 clia mot s6 duong M goi 1a l6garit
thap phan cta M, ki hiéu la log M hoac 1g M.
e S6 e va Loégarit tu nhién:
+) S6 e: S6 e duge dinh nghia qua gisi han:
. 1\*
e = lim (1 + —) ~ 2,7183

T—+400 €T
+) Céng thitc 1ai kép lién tuc: Véi s6 von ban dau 1a P, theo thé thiic i
kép lien tuc, 1ai suat hing nam khong doi 1a » thi sau ¢ nam, so tién thu

dudc ca von 1an 1ai sé la:

A= Pe

+) Logarit tu nhién: Logarit cd s e cia mot s6 duong M goi la 1ogarit tu
nhién ciua M, ki hiéu la In M.
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6.2 Ham so mu va ham so logarit

6.2.1: Bang Tong Két Ly Thuyét Ham S6 Mii Va Ham Sé Logarit

1. Ham S6 Mua

e Dinh nghia: Cho a la s6 thuc duong khac 1. Ham s6 y = a* dudc goi 13 ham
s6 mil co sb a.

e Tinh chit ctia ham s6 mii y = a”:
+) Co6 tap xac dinh 1a R va tap gia tri 1la (0; +00).
+) Dong bién trén R khi @ > 1 v& nghich bién trén R khi 0 < a < 1.
+) Lién tuc trén R.
+) C6 do thi di qua cac diém (0;1), (1;a) va luon nim phia trén truc hoanh.

e Dang d6 thi ctia ham sé mii y = a®:

2. Ham S6 Loégarit

e Dinh nghia: Cho a 1a s6 thuc duong khac 1. Ham s6 y = log,  dugc goi 1a
ham sb 16garit co sb a.
e Tinh chat ctia ham sb logarit y = log, =:
+) Cé tap xéac dinh 1a (0; +00) va tap gia tri la R.
+) Dong bién trén (0;+o0c) khi @ > 1 va nghich bién trén (0; +o00) khi 0 <
a<1.
+) Lien tuc trén (0; +00).
+) C6 d6 thi di qua cac diém (1;0), (a;1) va luon ndm bén phai truc tung.

e Dang do thi cia ham sé légarit y = log, z:

a>1 O<axl
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3. Bang Tém Tat Va So Sanh Tinh Chéat

Diac diém Ham s6 mii y = a® Ham sé légarit y = log, =
Tap xac dinh D=R D = (0; +00)
Tap gia tri T = (0;+00) T=R

Tinh bién thién

Dong bién khi a > 1, Nghich bién khi 0 < a < 1

Diém thudc do thi

(0;1) va (1;a)

(1;0) va (a;1)

Vi tri d thi

N&m phia trén truc hoanh (Ox)

N&m bén phai truc tung (Oy)

6.3 BAat phuong trinh Mi va Logarit

6.3.1: Bang Tong Két Ly Thuyét Phuong Trinh, B4t Phuong Trinh Mii Va Légarit

1. Phuong Trinh Mi

Y
b

e Phuong trinh mi co ban c¢6 dang a® = b (v6i 0 < a # 1).

+) Néu b > 0 thi phuong trinh ¢6 nghiem duy nhat x = log,, b.
+) Néu b < 0 thi phuong trinh vo nghieém.

e Minh hoa bang dé thi minh hoa giao diém ctia y = a® va y = b (b > 0):

\

b

N

log,
(

e Dua vé ciing c¢o s6: Néu 0 < a # 1 thi a* = a’ <= u = .
2. Phuong Trinh Loégarit
e Phuong trinh 16garit co ban c6 dang log,z =b (0 < a # 1).

e Phuong trinh l6garit co ban log, = b luon c¢6 nghiem duy nhat » = a®.

e Minh hoa bing dd thi giao diém ctia y = log, = va y = b:
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e Dua vé ciing cd s6: Néuu,v > 0va0 < a # 1 thilog, u = log,v <= u =v.
3. Bat Phuong Trinh Mii
e Bit phuong trinh mii cd ban c6 dang a® > b (hodic a® > b,a® < b,a® < b)
v6ia > 0,a # 1.
e Xét bat phuong trinh dang a” > b:
+) Néu b < 0 thi tap nghiém ctia bat phuong trinh 1a R.
+) Néu b > 0 thi bat phuong trinh tuong duong véi a® > a'°8-°:
* V6i a > 1, nghiém ctia bat phuong trinh la x > log, b.
* V6i 0 < a < 1, nghiém ctia bat phuong trinh 1a x < log,, b.
e Dua vé ciing ca sb:
+) Néua > 1thi a* > a" < u>v.
+) Néu 0 <a<1thia">a" < u<o.

4. Bat Phuong Trinh Logarit
e Bit phuong trinh loégarit cd ban c6 dang log, v > b (hoac log, v >
b,log, x < b,log, x <b) v6i a > 0,a # 1.
e Xét bat phuong trinh dang log, = > b:
+) Néu a > 1 thi nghiém ctia bat phuong trinh 1 2 > a’.
+) Néu 0 < a < 1 thi nghiém ctia bat phuong trinh 13 0 < z < a’.
e Dua vé ciing cd sb:

+) Néu a > 1 thi log, u > log,v <= u > v > 0.
+) Néu 0 <a <1 thilog,u>log,v <= 0<u<uw.
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XAC SUAT

Day la chuong doi héi hoc sinh tinh thong doc hiéu, nam vimg kién thic cin ban.
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7.1 Bién co hop - Bién co6 giao - Bién co doc lap - Bién
co xung khac

7.1.1: Bang Tong Két Ly Thuyét Bién C6 Hdp, Bién Cb Giao, Bién C6 Xung Khic,

Bién Cb6 D6i Va Bién C6 Déc Lap

1. Bién C6 Hop
e Dinh nghia: Cho A vA B 13 hai bién c6. Bién c6: “A hodc B xay ra” dugc goi
13 bién c¢6 hgp clia A va B, ki hic¢u la AU B.

e Tinh chat tap hop: Bién c6 hop clia A va B 1a tap con AU B ciia khong gian
mau €.

e Minh hoa bing sd dé6 Ven (Hinh 8.1):

2. Bién C6 Giao

e Dinh nghia: Cho A va B la hai bién c6. Bién c6: “Ca A va B déu xay ra” duge
goi 1a bién ¢b giao ctia A va B, ki hieu 1a AB.

e Tinh chat tap hop: Bién cb giao ciia A vi B la tap con A N B clia khong
gian mau ).

e Minh hoa bing so do Ven (Hinh 8.2):

3. Bién C6 Xung Khic
e Dinh nghia: Bién c¢6 A va bién ¢6 B dudce goi la xung khic néu A va B
khong dong thoi xay ra.
e Diéu kién tap hgp: Hai bién c6 A va B xung khéc khi va chi khi ANB = @.
e Minh hoa bing so do Ven (Hinh 8.3):
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4. Bién Cb Déi
e Dinh ngl,ﬁa:‘Cho bién c¢6 A. Bién c6 “Khong xay ra A”, ki hieu 1a A, duge goi
la bién co doi cta A.
e Tinh chét tap hgp: A = CoAd = Q\ A.
e Mbi quan hé: A va A la hai bién ¢ xung khic, dong thai AU A = Q.
e Minh hoa bang so dd Ven:

A

5. Bién C6 Doc Lap

e Dinh nghia: Cip bién c6 A va B dugdc goi 1a doc lap néu viéc xiy ra hay
khong x3y ra ctia bién c6 nay khong anh hudng t6i xac suat xay ra ctia bién c6
kia.

e Chii y: Néu A va B doc lap thi cac cap: A va B; A va B; A vi B ciing doc
1ap.

6. Bang Tém Tat Khai Niéem Va Mbi Quan Hé Tap Hop

Bién cb Ky hiéu Diéu kién
Bién c6 Hop AUB Co6 it nhat mot trong hai bién c6
A hoidc B xay ra.
Bién c6 Giao AB (ho@c AN B) C4 hai bién c6 A va B cung xay
ra.
Bién c6 Xung khic ANB=g A va B khong thé dong thai xay
ra.
Bién c6 Dbi A=0Q\A Bién c6 "Khong xay ra A"
(ANA=0;,AUA=0Q).
Bién c6 Poc lap Bien CO.:4 d?C lap vei Su xdy ra cua A khong anh
bien co B , S £, 2 ,
huéng t6i xac suat xay ra cta B.

7.2 Coéng thic cong, Cong thiic nhan

7.2.1: Cong Thirc Cong Xac Suat

1. Pinh Ly Céng Thitc Céng Xac Suat

e Hai bién c¢6 xung khic: Néu A va B la hai bién ¢ xung khic (AN B = @)
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thi xac suat dé A hoiac B x4y ra bing tong xac suat clia A va B:
P(AUB) = P(A) + P(B)

e Trudng hdp téng quat (Hai bién cbé bat k¥ ): V6i hai bién c6 A va B tuy
¥, ta luon c6 cong thitc cong tong quat:

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AB)
2. Hé Qua (Xac Suat Cua Bién C6 D6i)
e Do A va A la hai bién ¢6 xung khic va AU A = Q, ta cé:
P(A)=1—-P(4) < PA)+PA=1

3. Bang Tong Két Cac Cong Thiic Tinh Xac Suit

Mbi quan hé Coéng thic xac suat Ghi chi / Diéu kién

Hai bién co

xung khic P(AUB) = P(A)+P(B) | An B = & (khong dong thoi xay ra)

Hai bién co doi

nhau P(A)=1-P(A) A=Q\A
Hai bién cb bat P(AUB) = ‘ PSP
Ky P(A) + P(B) — P(AB) Ap dung cho moi ciip bién ¢6 A, B

bat k¥

Hai bién co doc

lap P(AB) = P(A)- P(B) Su xdy ra ctia A khong dnh hudng

t6i B

7.2.2: Céng Thi'c Nhan X4c Suit Cho Hai Bién C6 Doc Lap

1. Pinh Ly Céng Thitc Nhan Xac Suat

e Néu hai bién c6 A va B ddc 1ap v6i nhau thi xac suat dé ca A va B cung xay
ra bang tich xac suat ctia A va B:

P(AB) = P(AN B) = P(A) - P(B)

e M3 rong cho nhiéu bién cb: Néu cac bién cb A;, Ao, ..., A, doc lap véi
nhau thi:
P(A1Ay. .. Ay) = P(Ay) - P(Ay) ... P(A,)

2. Hé Qua Cho Cac Bién Cb Déi

e Néu A va B 1a hai bién c6 doc lap thi cac cip bién ¢ sau ciing doc lap véi
nhau:

— Avi B = P(AB)
— Ava B = P(AB)

P(A) - P(B)
P(A) - P(B)
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— Ava B = P(AB) = P(A)- P(B)

3. So b6 Cay Cho Hai Bién C6 Doc Lap
Xét hai bién c¢6 doc lap A va B véi P(A) = p va P(B) = ¢. Khi d6 P(A) =1—p va

P(B)=1-q.
P(A) P(4)
B B
AB AB AB

Quy Tic Nhan Trén So Do Cay

e Quy tac tich (Tinh theo dudng di): Xac suat clia bién ¢ két qua & cudi
mdi nhanh bang tich cac xac suat trén cdc nhanh thanh phan tao nén duong
di do.

e Quy tic tong (Tinh theo cac nhanh): Xac suit ctia mot bién cb phitc hop
bang tong xac suat ciia cac két qua thuan 1gi cho bién c6 dé & cudi cac nhanh
tuong ing.

Bang Tong Két Xac Suat Cac Nhanh So Do Cay

Kétn?lgi li:uc‘)i Cong t;ll?:n’;lich cac ¥ nghia bién cb
AB P(AB) = P(A)- P(B) Ca A va B cung xay ra
AB P(AB) = P(A) - P(B) A x&y ra va B khong xay ra
AB P(AB) = P(A) - P(B) A khong xay ra va B xay ra
AB P(AB) = P(A)- P(B) C& A va B déu khong xay ra
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Chuong 8

DAO HAM

Chuong nay rat quan trong, can ching ta nhé cong thiic, cach tinh.
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8.1 Dinh nghia va y nghia cia dao ham

8.1.1: Dao Ham Cua Ham S6

1. Pao Ham Cta Ham S6 Tai Mot Diém
Cho ham s6 y = f(x) x4c dinh trén khodng (a;b) va diem xy € (a;b). Néu ton tai
gi6i han hitu han
@)~ f()
T—x0 T — X

thi giéi han dé dugc goi 1a dao ham citia ham s6 y = f(z) tai diém z, ki hieu la
f'(xo) (hodc y'(x)), tic la:

2. Quy tic tinh dao ham bang dinh nghia

e Budc 1: Tinh f(x) — f(=xo).
f(x) = f(wo)
f(@) = f(xo)

e Bué6e 3: Tim gi6i han lim ——————=.
T—x0 r — Xy

e Bud6c 2: Lap va rit gon ti s6 voi x € (a;b),x # x.

e Cach tinh theo s6 gia h = x — x¢:

: +h) = f(zo)
! — 1 f(xo
1) T h
3. Dao Ham Cuia Ham S6 Trén Mot Khoang
Ham s6 y = f(x) dugc goi 1a c6 dao ham trén khoang (a;b) néu né c¢6 dao ham f'(x)
tai moi diém z thuoc khoang dé, ki hidu la 3/ = f/(z).
4. Y Nghia Hinh Hoc Cta Pao Ham
e Hé s6 goc cua tiép tuyén: He s6 goc ciia tiép tuyén ctia do thi ham so
y = f(z) tai diém P(xo; f(20)) 12 dao ham f'(z).
e Phuong trinh tiép tuyén: Néu ham s6 y = f(z) c6 dao ham tai diém o thi

phuong trinh tiép tuyén ctia do thi ham s6 tai diém P(zq;y0) 1

y —yo = ['(x0)(x —x0) trong d6 yo = f(xo)

8.2 Dao ham cua cac ham sad cap

8.2.1: Tém Tit Quy Tic Va Bang Tinh Dao Ham Cta Cac Ham So Cép

1. Cac Quy Tiac Tinh Pao Ham (Toéng, Hiéu, Tich, Thuong)
Gid sit cac ham s6 u = u(x), v = v(z) ¢6 dao ham trén khoang (a;b).
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Tong va hieu: (u+v) =u' +v; (u—v) =u -

Tich: (u-v) = u'v+uv'.
/

u\’  uv—uv
e Hing s6 nhan: (k-u) =k -u (k€R).
. . 1\’ v
e Nghich dao: (5> = (v="uv(x) #0).

2. Quy Tac Pao Ham Ham S6 Hop
Néu ham s6 u = g(z) c6 dao ham v/, tai x va y = f(u) c6 dao ham 3/, tai u thi ham
hop y = f(g(z)) c6 dao ham y/, tinh theo cong thic:
Yo = Yo Us

3. Bang Dieu Kién Xac Dinh Va Khoang Ton Tai Pao Ham Cua Ham S6

So Cap
Ham sb Tap xac dinh (D) Khoang ton tai dao ham
y=a" (n € N¥) R R
y =2 (¢ Z) (05 4-00) (0; 4-00)
y=+r [0; +00) (0; +00)
y=sinz, y = R R
cos x
s s
y =tanx R\{E—i—kw,keZ} R\{§+kﬂ,k62}
y = cotx R\ {km,k € Z} R\ {kr,k € Z}
y=a"*(0<a#1) R R
y=log,z (0 < : :
0 £ 1) (05 4+00) (0; 4+00)

4. Bang DPao Ham Cac Ham S6 Co Ban Va Ham Hogp
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Dao ham ciia ham sé so cap Dao ham ciia ham s6 hop u = u(x)
(™) =n-2" ! (n€N¥) (u™) =n-urtu
(Vi) = g (@50 (Vi) = 5o (> 0)
2y 2V
(sinz) = cosx (sinu) =u'-cosu
(cosz) = —sinz (cosu) = —u' - sinu
1 9 o
(tanzx) = e 1+ tan*z (tanu) = -
u/
(cotz) = ——5— = —(1 + cot?*z) (cotu) = ———
sin® z sin® u
(e) = e* (ev) =/ - et
(@) =a"lna (0<a#1) (@) = -a"lna
/ 1 !/ u,
(nz) =— (z>0) (Inu) =— (u>0)
T u
(log, z)" = ! (x>0,0<a#1) (log, u)" = v (u>0)
@ zlna ’ @ ulna
(Injz])' = — (Vz #0)
(¢)) =0 v6i ¢ 1a hang s6
5. Khai Niéem Dao Ham Cap Hai
Gia st ham 86 y = f(x) c¢6 dao ham tai méi diem x € (a; b).
Néu ham s6 y' = f'(z) lai ¢6 dao ham tai z thi ta goi dao ham ctia 3’ 1a dao ham
cap hai ctia ham s6 y = f(z) tai o, ky hiéu 1a v” hodc f”(x).
y'= () hay ['(z)=[f()]

8.3 Dao ham trong thuc tién

8.3.1: Dao ham trong phuong trinh chuyén déng

Mot chuyén dong c6 phuong trinh quing dudng s = f(t) biéu dién theo thsi gian ¢:

e Van tdc titc thdi clia chuyén dong tai thoi diém ¢ 1a dao ham cap mot ciia quang
duong:

SPT: 0359.609.114 68 Facebook ca nhan


https://www.facebook.com/vu.quang.truong.780964?locale=vi_VN

Vi Quang Truong We Love Math Thuan theo tu nhién

e Gia t6c titc thoi ctia chuyén dong tai thoi diém ¢ 1a dao ham cap mot ctia van téc,
tuong tng 14 dao ham cap hai ciia quang duong:

a(t) =v'(t) = s"(t) = f"(t)
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