CHUYEN DE: UNG DUNG CUA CAP sO
TRONG BAI TOAN HINH HOC

Tac gia: Thai Nguyén
Ngay 23 thang 6 nam 2026

Té6m t&t ndi dung

Ban c6 bao gid tu hdi lam thé nao dé do ludng va tinh todn su v6 han? Trong thé gisi
hinh hoc, cé nhitng cdu tric ky diéu mang tinh tu déng dgnﬂ - ndi mot chi tiét nhd bé
lai chinh 13 ban sao hoan h3o clia toan bd hinh khéi. Tit nhitng chiéc 14 duong xi trong tu
nhién, béng tuyét Koch tuyét m§, cho dén nhitng bai toan day tam gic, hinh vudng long
nhau chang chit, tit c& déu an chita mdt quy ludt todn hoc rat quen thudc: cip sb nhan.

(a) Duong xi Barnsley (b) Béng tuyét Koch (c) TAm tham Sierpinski

Chuyén dé nay sé cung cip cho ban chiéc chia khéa dé két nbi hai phan moén tudng
chimg biét 1ap: Hinh hoc va Cip sb. Bang cich nhan dién ti s déng dang, ching ta sé
bién bai toan tinh téng chu vi, dién tich ctia vd s6 hinh phitc tap thanh bai toin tinh
téng ciia mot cip sé nhan quen thudc. Hi vong tai liéu sé cung cip cho ban huéng tu duy
mach lac dé giai quyét cic cAu hoi phén loai trong cac ky thi va déng thoi mé ra cho ban
mdt géc nhin day tinh thim m§ vé Toan hoc.

IMic dit c6 nhic dén nhung day khong phai tai liéu vé hinh hoc Fractal.
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Chuyén dé: Ung dung cdp sé vdo bdi todn hinh hoc Trung tém luyén thi 29Edu

1 BaAi toan md dau

Liéu c6 mot hinh nao c¢6 dién tich hitu han nhung lai ¢6 chu vi v6 han khong?

Béng tuyét Von Koch (dugc nha toan hoc ngusi Thuy Dién Helge von Koch gidi thiéu nim
1904) 1& mot trong nhitng hinh cé ciu tric tu déng dang dau tién duge md td. N6 dudc tao
thanh bang cac budc sau day:

« Buéc 1 (n=1): Bit ddu v6i mot tam gidc déu canh 1 don vi.

« Buéc 2 (n = 2): Chia mdi canh ciia tam gidc thanh 3 doan bang nhau. Xéa doan & giita
va thay thé bang hai doan thang tao thanh mét tam gidc déu nhd huéng ra ngoai.

o Bu6c n (n > 3): Tiép tuc lip lai qué trinh trén, thay thé doan thing & gitta clia mdi
canh bang mo6t "miii nhon"tam gidc déu huéng ra ngoai.

n=2 n=3 n=4

Goi P, v S, 1an lugt 13 chu vi va dién tich clia bong tuyét & budc thit n, thi bang cc bién ddi
toan hoc, ta sé co:

n=1

n—1 4 e
P=Fiog =3 ()
5, = 2V3 33 (‘_1)"‘1
"5 20 \9

Néu ban thit tinh giéi han khi ta 1§p lai cdc budc trén vo s6 1an (n — oo) thi limP, = co con
limS,, = %ﬁ Tttc 1a: mac du dién tich ctia hinh nay la hitu han nhung chu vi ctia né lai 16n
t6i mitc khong thé do dém dugc. That ki diéu phai khéng? Ta sé cling tim hiéu va chitng minh
nhé!
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Chuyén dé: Ung dung cdp sé vdo bdi todn hinh hoc Trung tam luyén thi 29FEdu

2 Cd sd ly thuyét

2.1 Tinh lap lai

Gibng nhu bai toan Béng tuyét Von Koch, cich tao ra cic hinh khéi c6 tinh tu dong dang
s& yéu cau ban phai lip di lip lai mot hanh dong nhiéu lan, day chinh 1a tinh 18p lai: tao ra
hinh méi bang cach bién ddi hinh cii theo mdt quy tic ndo d6. N6 gibng nhu viéc ban tim sb
hang ctia day sb bang cong thitc truy hdi: upy = f(u,) trong d6 f 1a mét phép bién dbi, mot
quy téc ndo dé cho trude.

35353

n=1 n=2 n=3
A B A A2 B A 4 B, A 4z B
D 4 p: /D, \ s
— D B —> D, B — D C,<>A4 B: —>
Ie B o5 B
D/ C Dy o C D 7 C DI 7 C
n=1 n=2 n=3 n=4

Nhiém vu ciia ban 13 doc hiéu ki quy téc lip lai ma bai cho va tra 15i cAu héi: khi qua phép
bién ddi nhu vAy, hinh méi sé lién hé véi hinh cii nhu thé nao? Tt d6 tim ra sb hang téng quat
va tinh todn yéu cau dé bai.

2.2 Phép ddng dang

Diém méu chét clia mot sb cdu tric tu ddng dang chinh 13 phép ddng dang, nén ta sé on lai
mét chit vé phép bién d6i hinh hoc nay théng qua dinh nghia bén dudi.

Phép dong dang <

Phép bién hinh F dugc goi 14 phép ddng dang ti s6 k (k > 0) néu véi hai diém M, N bat
ky va &nh M’, N’ tuong tng cia ching, ta ludn cé:

M'N' =k-MN

N gpng deng, dong dang

\ ------ . P A >
&
M’
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Chuyén dé: Ung dung cdp sé vdo bdi todn hinh hoc Trung tam luyén thi 29FEdu

Chai 1j: Phép dong dang khac v6i phép vi tu can tdm O va ti sb k(k # 0), phép dong dang chi
quan tAm dén ti 16 khodng cich tuong dbi giita cac diém ma khéng cAn mét tAm bién hinh cu
thé.

Dinh Iy vé ti sb dién tich va thé tich cta cac hinh ddng dang N

Néu hai hinh phéng (ho#ic khéi hinh trong khéng gian) H va H’ ddng dang v6i nhau theo
ti sd k (k > 0) thi:
o Ti sb giita cdc doan thang tuong ting (hodc chu vi tuong ttng P va P') bang k:

P/

iz k

o Ti sb gitta hai dién tich tuong tmg S va S’ bang binh phuong ti s6 dong dang:

S/

k2
S

o Ti sb gitta hai thé tich tuong tmg V va V' bang lap phuong ti s dong dang:

V/
— =k3
|4

\\ J

Hé qua ttng dung vao Cip sb nhan: Khi mo6t ciu tric hinh hoc duge tao nén bing cach
18p lai lién tiép mot phép dong dang vdi ti s6 k (k # 0):

1. Day cac chu vi tuong tng tao thanh mot cAp sb nhan véi cong boi g = k.
2. Day céc dién tich tuong ttng tao thanh mot cip s6 nhan véi cong bdi ¢ = k2.

3. Day céc thé tich tuong tng tao thanh mot cAp sb6 nhan véi cong boi ¢ = k3.

2.3 Cép sb nhan

Dé tinh todn dudc tong chu vi hay dién tich ciia mot day cac cdu tric hinh hoc lip lai dén vé6
han, kién thitc nén tang vé dai s6, cu thé 13 cip sb nhén, 14 cong cu khéng thé thiéu.

Cip s6 nhan N

Cép sb6 nhan 1a mot day sb (hitu han hodic v6 han), trong d6 ké tit s6 hang thit hai, mdi s6
hang déu bang sb hang dtng ngay trudc né nhan véi mdt sd khong ddi g. S6 ¢ dude goi 1a
cong boi ctia cAp sb nhan.

Un4+1 = Up - q (nzl)

Néu mot cip s6 nhan c6 sb6 hang dau u; va coéng bdi g, thi sb hang tdng quat u, dudc xac
dinh theo cong thitc:
U =u1-¢"" (n>2)
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Chuyén dé: Ung dung cép sé vdo bai todn hinh hoc Trung tam luyén thi 29Edu

Tong n sé hang dau ciia cap s6 nhan N

Cho cép s6 nhan (u,) c6 cong bdi g # 1. Tdng n s6 hang dau tién S, = u; +ug +- - +u,
dugc tinh bdi cong thitc:

1 _ N
S, = ui (1 —q")
1-g¢
Néu ¢ = 1 thi day sb trd thanh day khong d6i va S, = n - us.
g J

Chai 4j: Véi cAp s6 nhan lui v6 han (|g| < 1), khi s6 lugng s6 hang n tién t6i duong vo cuc
(n — 400) thi gi6i han ciia ¢" tién vé 0. Do d6, tdng ciia tit c& vo s6 cic sb hang trong cip sb
nhan lui v6 han nay (ki higu 13 S) s& hoi tu vé mot gia tri hitu han:

u
S=utugtug+ -+, o= —

1—g¢q

3 Céc md hinh bai toan hinh hoc cip sb dién hinh

3.1 Bai toan tAm tham Sierpinski

Vi du 1: TAm tham Sierpinski

Mbt hinh vuéng cé canh bing a. Chia hinh vudng d6 thanh 9 hinh vuéng bing nhau va
bé di hinh vudng & chinh gitta. V6i mdi hinh vudéng nhé hon chua bi bé di, lai chia thanh
9 hinh vuéng bing nhau va bd di hinh vudng & chinh giita. Cit thé, qué trinh trén dude
18p lai. Tinh chu vi v& dién tich phan con lai céia hinh vuéng ban dau sau vd han lan
chia?

Loi giai:
O O O
| |
O O O
n=20 n=1 n=2

a) Khao sat chu vi ctia tAm tham
Chu vi cia tAm thdm & buéc thtt n (P,) bao gébm chu vi hinh vuéng 16n bén ngoai cong vdi
téng chu vi clia tit ca céc 16 hong hinh vudéng da bi loai bd tinh dén budc dé.
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Chuyén dé: Ung dung cdp sé vdo bdi todn hinh hoc Trung tém luyén thi 29Edu

« Goi Py 13 chu vi hinh vudng bién ngoai ban dau: Py = 4a.
« Lan 1: Ta tao ra 115 héng hinh vuéng canh %. Chu vi tang thém la:

4a
AP, =4.- =
! 3 3

IS

« Lan 2: Ta tao thém 8 15 hdng hinh vuéng canh g. Téng chu vi ting thém & budc nay la:

a 32a 4a /8
ap=s-(1:5) =5 =3 (3)

s < X 12 x. 1x 12 a .
e Lan n: S6 luong 16 hong tao thém 14 8", mdi 16 hong cé canh 3 Tong chu vi tang

thém la: g1 4g /gyn-l
APn=8n_1(4g):4 . =_CL(_)
3) = e T3 \3
Day cac chu vi ting thém AP, AP,,..., AP, 13 mot cAp s6 nhan géom n sb hang, v&i sb

hang dau u; = ga va cong boi g = 3

e Tong chu vi sau n lan chia:

sa (8) -1
Pn=P0+AP1+AP2+“'+APn=4(J,+§-8—1
-
4a (%)n_l 4a [ /8\"
:4 —.—=4 - _ _1
oty e =tat 2 (5) -1
oo, da(8y"
5 5 \3

« Sau v6 han lan chia (n — +00): Vi g > 1 nén lim,,_, (%)n = +4o00. Suy ra:
lim P, =+o0

n—-+o0o

b) Khao sat dién tich phan con lai
Dé giai quyét bai toan nay, ching ta c6 thé tinh téng dién tich cdc phan da bi loai bo, rdi ldy
dién tich hinh vudng ban dau tri di.

« Lan 1: B3 di 1 hinh vudng c¢6 canh g. Dién tich bi bo di la:

2
()b

« Lan 2: Con lai 8 hinh vuéng, m&i hinh vuéng ta bd di 1 hinh vudng nhd & giita c6 canh
a 2 s TTAL 1N
9 Dién tich bi b6 di thém la:
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Chuyén dé: Ung dung cdp sé vdo bdi todn hinh hoc Trung tam luyén thi 29FEdu

« Lan 3: Con lai 8 x 8 = 64 hinh vuéng nhé hon, mdi hinh ta bé di 1 hinh vuéng c6 canh
a
77 Dién tich bi bé di thém la:

a\?2 64 8\ 2
= 4 D — = — 2 = . (—)
us =6 (27) 720 ~ " 9

o Lan n: C6 thé thay day dién tich bi loai bd & ting budc (u,) 14p thanh mdt cp s6 nhan

1.2

o)
v6i s0 hang dau u; = ga® va cong bai ¢ g

« Téng dién tich bj bé di sau v6 han 1an: Vi |¢/| = § < 1, day 14 mot cap s6 nhan lui
v6 han. Téng dién tich cic phan bi khoét di la:

Sbs =u1 +uz +uz+---= = =3 =a
9

o K&t luan: Sau vd han budc, tong dién tich cdc phan bi khoét bd di ding bing dién tich
hinh vuéng ban dau (a?). Do d6, dién tich phan thdm con lai 1a:

2 2
Scf)n lai = Sban dau — Sb6 =a"—a"=0

3.2 Bai toin béng tuyét ctia Von Koch

Vi du 2: Bong tuyét ciia Von Koch

Ta bit dau véi mot tam gidc déu canh a (don vi d6 dai) va thuc hién qué trinh 1ip:
o Budc 1 (n = 1): Bét dau véi mot tam gisc déu.

« Buéc 2 (n = 2): Chia mdi canh clia tam gi4c thanh 3 doan bang nhau. Xéa doan
& giita va thay thé bang hai doan thang tao thanh moét tam gidc déu nhd huéng ra
Ngoai.

« Budc n (n > 3): Tiép tuc lip lai qua trinh trén, thay thé doan thing & giita ciia
mdi canh bang mét "miii nhon'"tam gidc déu hudng ra ngoai.

n=1 n=2 n=3 n=4

Goi P, v S, 1an luot 14 chu vi va dién tich clia béng tuyét & budc thit n.

a) Hay thiét 14p coéng thitc tinh chu vi P,. Tinh sb buéc 1§p n nhé nhit dé chu vi
bong tuyét vudt qua 1000a don vi do dai.

b) Hay thiét 14p cong thitc tinh dién tich S,. Khi qué trinh 1§p tiép din mai mai
(n — +00), dién tich ctia bong tuyét tién tdi gid tri ndo?
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Chuyén dé: Ung dung cdp sé vdo bdi todn hinh hoc Trung tém luyén thi 29Edu

L gidi:
a) Tinh chu vi va tim n & P, > 1000:

« O bude 1, tam gidc déu ban dau c6 3 canh, mdi canh dai a. Chu vi P, = 3a.

« Qua mdi budc, mdt doan thang dude chia lam 3 phan, x6a phan & giita va thay bing 2
doan thang méi c6 cling d6 dai (tao thanh "miii nhon') nén 1 doan thang s& bién thanh
4 doan thang méi, mbi doan c6 d6 dai bang % doan cii.

/\

Do d6, chu vi ctia hinh méi luén bing 3 chu vi clia hinh & budc trude. Day sb chu vi (P,)
13 mot cip s6 nhan c6 s6 hang dau P, = 3a va cong bdi g = %.

N4

e Cong thitc chu vi 6 budc thit n la:

4 n—1
Po=Piq =3 (3)

« Dé chu vi vuot qua 1000 don vi d6 dai, ta di gidi bat phuong trinh sb mii:

4\"1 4\t 1000
B 1 = -
3-(5) >wwe(5) >

Léy logarit co s6 3 hai v&, ta duge:

1
n—1>log§ ($>z20,19¢n>21,19

Vay ké tit bude thit n = 22, chu vi clia béng tuyét sé 16n hon 1000a.
Nhdt zét: Khi n — +o0, thi chu vi ctia béng tuyét cling tién t6i vo han.
b) Tinh dién tich khi n — 4o0:

a?v/3
1

o Dién tich tam gidc déu canh a ban dau: S; =
« Qua mbi budc, sé canh clia bong tuyét ting lén 4 1an nhung chiéu dai mdi canh lai gidm
di 3 1an. Nhu vdy, s6 canh clia béng tuyét & budc thit n (n > 2) 14 N,, = 3-4""! canh va

X 7 A \ . Tl—l
mdi canh c6 dd dai a (%) .

()" (2)"
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Chuyén dé: Ung dung cdp sé vdo bdi todn hinh hoc Trung tam luyén thi 29FEdu

Va v6i mdi canh clia hinh cii, ta thém vao mdt phan dién tich clia mot tam gidec déu nho

n—1 ~ n—172
c6 d6 dai canh méi 13 a (%) . Dién tich mdi tam gisc dé 1a \/Tg [a (%) ]

\ 4

M3 hinh cii 13 hinh ¢6 N,_; = 3 - 4"2 canh, vy tong dién tich céc tam gidc nhé dugc
thém vao 6 bube n la:
V3

ASn = (3 . 4n—2) . T a

<1>n—1 2_302\/§ 4n—2_S 1 (é)n—Z
3 T4 o1 13\

« Dién tich S, clia béng tuyét & budc n 1a téng dién tich ban dau va cdc phan dién tich
tang thém:

Sn=Sl+AS2+AS3++ASn

1 1 4 1 4\? 1 4\"2
=Sl+§51+551‘(§)+551'<§> ++§Sl(§)

1 4 (42 4\"2
=5 1+§(1+§+(§> +---+(§) )

~ J/
-~

Téng clia cip sb nhan c6 n—1 sb hang
. N 7 R oA z ’ R X X A \ .
o Khi n — 400, thi (n — 1) — 400, ta ¢6 gidi han dién tich 4p dung tong cap s6 nhan lui
v0 han:

U 1 1 8
1 )=Sl’(1+§'1_é)
9

. 1
S =l S =i (L gy

e Thay gi4 tri S; = #5, dién tich toan phan ciia bong tuyét khi n — 400 la:

a2\/§_2a2\/§
4 5

8
Soo =1 -
5
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Chuyén dé: U'ng dung cap s6 vao bai todn hinh hoc Trung tam luyén thi 29Edu

4 Bai tap tu luyén

Cau 1[29Edu]: Cho mdt doan thing ban dau c6 d6 dai bing a = 1. Ta thuc hién cic budce
sau:
1. Chia doan thing nay thanh 3 phan bing nhau vi x6a di phdn doan thing & chinh giita
(khong bao gom hai miit). Khi d6 ta con lai 2 doan th&ng, mdi doan c6 d6 dai 3
2. Vi mbi doan thdng cdn lai, ta tiép tuc chia lam 3 phan bdng nhau va x6a di doan & chinh
giita. Khi d6 ta con lai 4 doan thdng, mbi doan c6 d6 dai 5
3. Lap lai qué trinh trén nhiéu lan.

n=1 n=2 n=3 n=4

Hay tinh tdng d6 dai ca tit ci cdc doan thing di bi x6a di sau 8 bude. Lam tron dén hang
phan chuc

Dién dap an:

Cau 2[29Edu|: M6t hinh vudng c6 canh bang 3. Chia hinh
vudng d6 thanh 9 hinh vudng bang nhau va t6 mau hinh vuéng
& chinh gitta. V6i mdi hinh vudng nhé chua duge t6 mau, lai
chia thanh 9 hinh vuéng bang nhau va t6 mau hinh vuéng
chinh giita. Ctt nhu thé, qué trinh trén dugc 18p lai. Tinh dién
tich phan dugc t6 mau sau 3 1an chia. Lam tron dén hang
phan chuc.

Dién dap an:

Cau 3[29Edu]: Khéi dau v6i mot tam gidc déu, ta thuc hién cic budc sau:
1. Chia nhd tam gidc nay thanh 4 tam gidc déu bing nhau, sau d6 ta loai bd tam gidc &
chinh gitta (trung tam).
2. Lap lai budc trén cho cac tam giac con lai.
Qué, trinh nay c6 thé tién ra vo han, va ta dugc mot fractal, duge goi 13 tam gidc Sierpinski.
Tinh dién tich phan con lai sau 10 1an chia. Lam tron dén hang phan chyc.

n=1 n= n=3
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Chuyén dé: Ung dung cép sé vdo bai todn hinh hoc Trung tam luyén thi 29Edu

Cau 4[29Edu]: M6t hinh 14p phuong ¢6 canh bang 9, ta thuc hién cic budc sau:

1. Chia khéi 14p phuong ban dau thanh 27 khéi 14p phuong nhé hon, bang nhau, tuong tu
nhu ciu tric ciia mét khéi Rubik kich thude 3 x 3 x 3.

2. Loai bd khéi 14p phuong nhd nam & chinh giita (trung tam ciia khéi 16n) va 6 khéi lap
phuong nhé nam & trung tdm ctia 6 mat. Tic 13 ta loai bd tdng cong 7 khbi va giit lai 20
khéi 1ap phuong nhd.

3. Lip lai quy trinh trén déi v6i mdi khéi 14p phuong nhd con lai.

Khi quéa trinh nay dugc 18p lai nhiéu 1an, hinh khéi con thu dugc chinh 13 bot bién Menger.
Tinh thé tich khéi bot bién sau 20 lan chia. Lam tron d¢én hang phan chuc.

X 132
NN l NN ll' RN ceo
1i:

n=1 n=2 n=3

Dién dap an:

Cau 5[29Edu]: Mot tam gidc déu ABC c6 canh AB = 1, dién tich S;. Néi 3 trung diém
Ai, By, C; theo thit tu cia 3 canh AB, BC, C A ta dudc tam gidc déu thit hai 1a A; B;C; cé dién
tich S,. Tiép tuc nhu thé ta dugc tam gidc déu thit ba A, B,C, c6 dién tich S5 va cit tiép tuc
nhu thé, ta dudc dién tich Sy, Ss,... Tinh S = 51 + So + S5+ - -+ + S100. Lam tron dén hang
phan chuc
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Chuyén dé: Ung dung cdp sé vdo bdi todn hinh hoc Trung tam luyén thi 29FEdu

Cau 6[29Edu]: Cho mot hinh vusng A;B;iCiD; o6 do dai canh 1a A, B, = 1 va dién tich 1a
S;. Trén céc canh A; By, BiC1, C1Dq, D1 A; 1an ludt 14y cc diém A,, By, Cs, D, sao cho tit giac
AsB,CD, 13 mot hinh vudng va géc A;A; Dy = 30°. Hinh vudng A2 BoCyDs ¢6 dién tich 1 So.

Tiép tuc 1ip lai qua trinh nay: trén cdc canh cla hinh vudng A;B,CoD, lay céc diém
As, B3, C3, Dy dé tao thanh hinh vudng thit ba c6 dién tich S, v& ctt tiép tuc nhu thé ta thu
dude day dién tich Sy, Sy, Ss, ..., S, ...

Tinh tong dién tich ctia 100 hinh vuéng dau tién S = S; + Sy + - - - + Sigo. Lam tron dén
hang phan chuc.

A B A A2 s A A: s A A2 B;
30° D:s D3
D> D: Dk Cy R
— — — —
BZ C3 Bz C3 A 4 Bz
B3
Bs B3
D G ! C: ! D: C Ci D C: C
n=1 n=2 n=3 n=4

Dién dap an:

Cau 7[29Edu]: M6t hinh vuéng ABCD cé canh AB = a, dién tich S;. Néi 4 trung diém
Ay, By, Cy, Dy theo thit tu ctia 4 canh AB, BC,C D, DA ta dudc hinh vuéng thit hai la A; B;C1 D,
cé dién tich S,. Tiép tuc nhut thé ta dudc hinh vudng thit ba A;B,CoDs c6 dién tich S5 va ctt
tiép tuc nhu thé, ta dugc dién tich Sy, Ss. Tinh S = Sy + S5 + S5+ - - - + Sigo, lam tron dén
hang phan chuc.

A B, Ai A2 B, Ar A2 B, Ai A B,
D;s As Ds Da \ 45
D) B: —> D, B — D, C4©A4 B:—> -
Cs B; G\ B, / Bs
Di o Di o G Di o G D s G
n=1 n=2 n=3 n=4
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Chuyén dé: Ung dung cdp sé vdo bdi todn hinh hoc Trung tém luyén thi 29Edu

Cau 8[29Edul: Mot ngii gidc déu A;BiC1D1E; ¢6 dién tich S; = 1 don vi dién tich. N&i 5
trung diém ctia 5 canh lién tiép ta dugc ngii gidc déu thit hai 1a A3 B,Cy Do Ey 6 dién tich S,.
Tiép tuc qud trinh nhu thé ta duge ngii gidc déu thit ba c6 dién tich S5 va cit tiép tuc, ta duge
dién tich Sy, Ss,... Tinh téng S = S; + Sy + S5 + - - - + S100, lam tron d&n hang phan chuc.

A A;
E2

E; B E; B

n=1 n=2

Dién dap an:

Cau 9[29Edu|: Dé trang tri cho quén tra sita sip mé ciia
minh, ban Viét quyét dinh t6 mau mot mang tudng hinh vuéng
canh bang 1m. Phan t6 mau du kién 13 céc hinh vuéng nhé
dugc danh s6 1an lugt 14 1,2,3,n (cdc hinh vudng duge t6
mau den), trong d6 canh ciia hinh vudng ké tiép bang mot
ntta canh hinh vuéng truéc d6 (hinh vé). Gid st qué trinh t6
mau ciia Viét c6 thé dién ra nhiéu gid. Hbi ban Viét t6 mau
dén hinh vuéng thtt miy thi dién tich cta hinh vudng dudc to

< P 2 1 2
bat dau nhé hon 555 (m?)?

Piéen dap an:

Cau 10[29Edu]: Véi hinh vuéng A; B;C;D; nhu hinh vé bén, A B;
céch t6 mau nhu phan gach soc dudce goi 1 cach t6 mau "dep". :
Mot nha thiét ké tién hanh t6 mau cho mét hinh vudng nhu
\ A \ 'AZ BJ'
hinh bén, theo quy trinh sau: —

1. Bué6e 1: T6 mau "dep'cho hinh vuéng A;B;C1D;. Ds

2. Budc 2: T6 mau "dep'cho hinh vuéng Ay BoCo D5 14 hinh
vubng & chinh gitta khi chia hinh vudng A; B;C; D, thanh
9 phan bang nhau nhu hinh vé. Ds &

3. Budce 3: T6 mau "dep'cho hinh vuéng A3 B3C5D5 1a hinh
vudng 6 chinh gitta khi chia hinh vudng A, BoCy D5 thanh
9 phan bing nhau. Ctt tiép tuc nhu vay.

Héi can it nhit bao nhiéu budc dé tdng dién tich phan dugc
t6 mau chiém 49, 99%?
Pién dap an:
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Chuyén dé: Ung dung cdp sé vdo bdi todn hinh hoc

Trung tam luyén thi 29FEdu

Cau 11[29Edu]: B4c Binh muén trang trf moét bitc vach gb
hinh vuéng kich thuéc 6 m, bac dé xuat y tudng: coi bitc vach
ban dau 13 hinh vuéng ABCD, vé& i dudng tron tdm B, ban
kinh AB va phti 16p keo epoxy mau cho phan giita cung tron
v6i hinh vuéng ABCD. Tit giao diém N citia dudng chéo BD
va cung tron, dung hinh vuéng BMNE va tiép tuc vé ; dudng
tron tdm B, ban kinh BM rdi phii keo cho phan giita cung
tron méi va hinh vuébng BM NE (hinh vé). Qué trinh nay 14p
lai cho dén khi phii keo dudc 5 mang mau. Tinh tdng sb phan
dién tich can phti keo theo don vi m? (1am tron két qud dén
hang phan mudi).

Pién dap an:

Cau 12[29Edu]: Mot loai gach men ¢6 kich thuéce hinh vudng
60 x 60 cm. Ngudi ta thiét ké hoa vin cho vién gach bang céch
tao dudng tron (C)) noi tiép hinh vudng ban dau, phan nam
ngoai dudng tron (C;) ma thudc vién gach thi duge t6 mau
dam. Tiép theo ho tao ra mdt hinh vudng noi tiép dudng tron
(C1), bén trong hinh vudéng nay lai c6 mdt dudng tron ndi tiép
(Cy); vA ho tiép tuc t6 mau ddm cho phan ndm ngoai dudng
tron (C3) ma thudc hinh vudng ndy. Quy ludt ndy cit thé tiép
tuc v han 1an (tham khdo hinh v&). Héi tong dién tich thudc
vé vién gach dugc t6 mau dam 13 bao nhidu cm vudng? (Két
qud dugc lam tron dén hang don vi cia cm vuéng.)

DPién dap an:

A D
M N
B 5 C

Cau 13[29Edu]: Tt mét tAm vai hinh bdn nguyét dudng kinh 1m. Ngudi nghé nhan muén vé

mét bitc tranh tritu tugng bang cich td mau theo quy luit sau:

1. Dung hai hinh ban nguyét c6 dudng kinh bang ban kinh ctia hinh ban nguyét ban dau,
sau d6 dung mdt dudng tron tiép xic ngoai véi 2 hinh ban nguyét méi va tiép xtc trong

v4i hinh ban nguyét cii va t6 mau cho né.

2. Lap lai v6i hai hinh ban nguyét méi vita dung.

Téng dién tich phan t6 mau 1 bao nhiéu m?. Lam tron dén hang phan trim.

Pién dap an:

bPang ky hoc toan HSA/SPT/THPT: 037 752 9025
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Chuyén dé: Ung dung cdp sé vdo bdi todn hinh hoc Trung tém luyén thi 29Edu

Cau 14[29Edu]: M6t vién gach hinh vudng A;B1C1D; c¢6 canh AB = 1. Ngudi ta bat dau
trang tri vién gach bing cich t6 mau nhu sau:

1. Néi 4 trung dlém AQ, Bg, 02, D, theo thit tu cia 4 C@Ilh AlBl, BlCl, ClDl, DlAl ta dlIQC
hinh vu6ng thit hai 1a A3;B;CyD; va 4 tam gidc vudng cin, ngusi ta t6 mau 4 tam giac
vudng can nay.

2. Néi 4 trung diém As, B3, C3, D3 theo thit tut clia 4 canh Ay By, BoCy, Co Dy, Dy Ay ta duge
hinh Vu6ng tht 3 1a A3B3C3D3.

3. N&i 4 trung diém A4, By, Cy, D4 theo thit tu ciia 4 canh A3Bs, BsCs, C3Ds, D3 Az ta dugc
hinh vuéng thit hai 1a A4B,C4D,4 va 4 tam gidc vudng cén, ngusi ta t6 mau 4 tam giac
vudng can nay.

4. Lip lai céc bube trén vo han 1an. (Tham khdo hinh v&)

2 oA ’ X A N 7 m s A A N 7
Tong dién tich phan t6 mau c6é dang — v6i m,n nguyén to cung nhau. Tinh m +n
n

Ar B, A A B Az Az B, A Az B,
Ds As Ds/ Ds 3
— D B: — D: B: — D, aQ& B:—> -
Cs Bs G\ B: /Bs
D: C D C Ci D G Ci D; C, C:

Piéen dap an:

Cau 15[29Edul: Cho hinh chit nhat AB;C1D; c6 @ dai canh AD; = 2AB; = 20 cm. Piém
E; thudc doan AD; sao cho AE, = 3E;D;. Lay diém F; sao cho tam gidc Fy E;C; vudng cin
tai Fy (F; v& D; khic phia nhau so v6i dudng thing C1E,), sau d6 t6 dam tit gidc C1 D1 E1Fy
(hinh 1). Tiép theo liy diém B, trén doan AB;, diém C, trén doan E,F; vA diém D, trén doan
AE; sao cho AD, = 2AB, va thod mén AB>C,D, 13 hinh chit nhit. Piém E, thuéc doan AD,
sao cho AE, = 3E,D,. Ly diém F, sao cho tam gidc F5FE,Cs vudng cin tai Fy (Fy va Dy khéc
phia nhau so v6i dudng thing CyE,), sau d6 t6 dam tit gidc Co Do E»Fy (hinh 2). Ctt tiép tuc
nhu vy, tinh tong v6 han cic hinh tt gidc duge t6 dadm 14 T'(cm?), tinh 467

E: E E:
A D 4 : D D
B, F> .
Fi Fi 7
B Ci B Ci

Dién dap an:
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Chuyén dé: Ung dung cép sé vdo bai todn hinh hoc Trung tam luyén thi 29Edu

Cau 16[29Edu]: Trén truc Oz lay cic diém A, A,,..., A,,... sao cho OA, = n, v6i mdi sb
nguyén duong n. Trong cling mot nita mit phing cé bd 1a dudng thing chita truc Oz, vé cic
nita duong tron duong kinh OA, v6in=1,2,3,...

Ki hiéu:

e w; la dién tich clia nita hinh tron duong kinh OA;.

e u, la dién tich cla hinh gidi han béi nita dudng tron dudng kinh OA,,_;, nita dudng tron
dudng kinh OA, va tia Oz, v6i mdi n = 2,3, ... (tham khdo hinh v&).

Héi khi n bzing bao nhiéu thi téng Uy + Uy + - - - + u,, b&t dAu 16n hon 19837

U1 Uz u3 Ug us Ug

o 1 2 3 4 5 6
Ar A> As A+ As As

>
>

Dién dap an:

Cau 17[29Edu]: Trén mét mit phang, cho
doan théng OA, c6 dd dai bing 1. Ngudi ta
dung mot chudi cdc tam gidc vudng lién tiép
OAoAl,OAlAQ,...,OAn_lAn,... theo quy luét
sau:

o Tam gidc dau tién 1a AOAyA; vudng tai Ay va
co géC AooAl = 35°.

o Tam gidc thit hai la AOA;As vudng tai A;, st
dung canh huyén clia tam gidc truéc 1dm mot
canh géc vudng, va c6 goc A;OA; = 35°.

« Tong quéat, tam gidc thtt n 13 AOA, 1A,
vuong tai A,_;, nhdn canh huyén OA,_; cia
tam gidc thit n — 1 lam mdot canh géc vuong,

—

va c6 gbc A,_10A, = 35°.

Goi h,, 13 d6 dai canh huyén ciia tam gidc vudng thit
n (ttc 13 h, = OA,). Hay tinh tong d6 dai 29 canh
huyén ciia 29 tam gidc dau tién dudc tao ra. (Lam
tron két qud dén hang don vi).

Pién dap an:
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Chuyén dé: Ung dung cdp sé vdo bdi todn hinh hoc

Trung tam luyén thi 29FEdu

Cau 18[29Edu]: Cho hinh tam gidc ABC vudng tai A vA BC = 2AB = 4. Tt A hinh chiéu
xudng canh BC tai A;, tit A; hinh chiéu xudng canh AC tai Aj, ctt thé 15p lai v6 han lan ta
thu dugc Az, Ay, As, ... Tinh do dai dudng gp khic AA;A2As ..., lam tron dén hang phan

chuc.

A

A As A4

Dién dap an:

Cau 19[29Edu|: Mot Pikachu khdm phd "mé cung ky
la'"trong mit phing Ozy, xut phat tit O va budc di vé han
buéc theo quy luat sau:

- Bubc dau tién: Dai 8 don vi theo tia Oz.

- Céc buéc sau: Ludn ré trai 90° so véi budc lién trude va dai
bang 0.75 budc lién trude. (tham khéo hinh bén).

Biét rang, v6i hanh trinh nhu trén thi Pikachu sé tién dén diém
M. D6 dai doan thing OM bing bao nhiéu don vi? Lam tron
dén hang phan trim

Pién dap an:

Cau 20[29Edu]: Mot Pikachu khdm phd "mé cung ky
la"trong mit phing Oxy, xudt phat tit O va budc di v han
buéc theo quy luat sau:

- Bubc dau tién: Dai 9 don vi theo tia Oy.

- Budc thit 2: Ré phai 90° va di mdt doan c6 d6 dai bang budc
trudce. 4
- Budc thit 3: Ré phai 90° va di mot doan c6 do dai bang 5
budc trudce.

- Budc thit 4: Ré phai 90° va di mdt doan c6 d6 dai bang budc
trudce.

- Céc budc sau: Lip lai theo quy luat, budc chan cé6 do dai
bang budc 18 trudec d6, con bude 1é s& c6 d6 dai bang % bing
budc chén trudc dé. (tham khdo hinh bén).

Biét rang, v6i hanh trinh nhu trén thi Pikachu sé tién dén diém
M. Db dai doan thdng OM bing bao nhiéu don vi? Lam tron
dén hang phan trim

Pién dap an:
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Chuyén dé: Ung dung cdp sé vdo bdi todn hinh hoc Trung tém luyén thi 29Edu

Cau 21[29Edu]: M6t Pikachu kham ph4 "mé cung k¥ la'trong mit phing Oxy, xudt phét tit
O va budc di vo han budc theo quy luat sau:

- Bubc dau tién: Dai 9 don vi theo tia Oy.

- Buéc thit 2: Ré phai 90° va di mot doan cé do dai bang budce trude.

- Buéc thit 3: Ré trai 90° va di mot doan c6 dd dai bang g buée trude.

- Buéc thit 4: R& phai 90° va di mot doan c6 do dai bang bude trude.

- Céc bude sau: Lip lai theo quy luét, budc chin ludn doc theo Oz c6 db dai bing budc 18
trude do, con bude 18 ludn doc theo Oz sé c6 dd dai bang % bang buéc chdn trude d6. (tham
khao hinh dudi).

Biét ring, v4i hanh trinh nhu trén thi Pikachu sé tién dén diém M. Do dai doan thing OM
bang bao nhiéu don vi? Lam tron dén hang phan trim

‘ky

\ 4

A 4

VH

Diéen dap an:

Cau 22[29Edu|: Mot chit diém chuyén déng quanh gbc O trén truc Oz, xudt phat tit Ag cb
toa d0 x = 5 va theo quy luat sau:
- Budc dau tién: Dai 9 don vi theo chiéu 4m cla truc Oz t6i A;.
R N 9
- Buée thit 2: Quay dau va di mot doan c6 d6 dai bang 10 buée trude t6i A,.
- Céc bube sau: Lap lai theo quy ludt(tham khéo hinh duéi).
Biét rang, v4i hanh trinh nhu trén thi chit diém s& 8 Ay sau 10 bude. P dai doan thang OA;g
bang bao nhiéu don vi? Lam tron dén hang phan trim

Dién dap an:
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Chuyén dé: Ung dung cdp sé vdo bdi todn hinh hoc Trung tam luyén thi 29FEdu

Cau 23[29Edul: Mot chit diém chuyén déng trong ving dugc gidi han bdi hinh vuéng
Ay Ay AsAy 6 canh bing 1 (A4 tring gbe O), trén mit phang Ozy, theo quy ludt sau:

- Buéc dau tién: Di tit O t6i As véi As 13 trung diém A; A,.

- Budc thit 2: Di tit As t6i Ag v6i Ag 13 trung diém A, As.

- Budc thit 3: Di tit Ag t6i A7 v6i A7 1a trung diém AsAy.

- Buéc thit 4: Di tit A; t6i Ag v6i Ag 13 trung diém A4 As.

- Céc bude sau: Lip lai theo quy ludt(tham khdo hinh dudi).

Biét ring, v6i hanh trinh nhu trén thi chit diém sé & P sau v han budc. D6 dai doan thing
OP bang bao nhiéu don vi? LAm tron dén hang phan chuc.

Ay
A, 4s A
Ao
As As
) X
A4 A7 A3 g

Pién dap an:

Cau 24[29Edu]: Cho hinh chit nhit ABCD c¢6 AB = 2AD = 2 don vi. Dung 2 géc phan tu
cung tron (S;) tdm A va (S;) tdm B, ta lan lugt dyng céc hinh tron:

- (C)) tiép xtic v6i CD va (S1), (S2).

- (Cg) tlép xac voi (Cl) va, (Sl), (52)

- (03) tlép xuc véi (Cg) va (Sl), (Sz)

- C4c budc sau: Lip lai vo han 1an theo quy ludt(tham kh&o hinh duéi).

Tinh tong dién tich tt ci céc hinh tron (Cy), (Cy), (Cs) - - - ?Lam tron dén hang phan chuc.

A M B
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Chuyén dé: Ung dung cép sé vdo bai todn hinh hoc Trung tam luyén thi 29Edu

Cau 25[29Edu]: Cho tam gidc déu AABC canh 1 don vi. Dung lan lugt cdc hinh tron tiép
xtic nhau va tiép xtc véi cdc canh clia tam gisc (tham khdo hinh v&)
Tinh téng dién tich tit cd cdc hinh tron d6?Lam tron dén hang phan chuc.

Dién dap an:

SR © § 7y (R
Moi déng gép, 1 kién vui long gii vé fanpage: Trung tdm luyén thi 29Edu.
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Chuyén dé: Ung dung cép sé vdo bai todn hinh hoc Trung tam luyén thi 29Edu

Tai liéu tham khao
o James Stewart, Calculus.
e Michael F. Barnsley, Fractal Everywhere.
« D& thi thit t6t nghiép THPT 2026 lan 2 mén Toan sé GD va DT Péng Nai.

« D& khdo sat chit lugng Toan 11 ndm 2025 — 2026 s GD va DT Ha Nai.
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