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CHƯƠNG 1: HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC VÀ PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 

BÀI 1:GÓC LƯỢNG GIÁC. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT GÓC LƯỢNG GIÁC 

A. TÓM TẮT KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. GÓC LƯỢNG GIÁC 

1) Góc hình học và số đo của chúng 

Góc (còn được gọi là góc hình học) là hình gồm hai tia chung gốc. Mỗi góc có một số đo, đơn 
vị đo góc (hình học) là độ. Cụ thể như sau: Nếu ta chia đường tròn thành 360 cung tròn bằng 
nhau thì góc ở tâm chắn mỗi cung đó là 1o . 

Số đo của một góc (hình học) không vượt quá 180 .  

Một đơn vị khác được sử dụng nhiều khi đo góc là radian (đọc là ra-đi-an). 
Nếu trên đường tròn, ta lấy một cung tròn có độ dài bằng bán kính thì 
góc ở tâm chắn cung đó gọi là góc có số đo 1 radian, gọi tắt là góc 1 radian 
(Hình 2).  

1 radian còn viết tắt là 1 rad. 

 Nhận xét:  

Ta biết góc ở tâm có số đo 180o  sẽ chắn cung bằng nửa đường tròn ( có độ dài bằng R  ) nên 

số đo góc 180o bằng  rad
R
rad

R


  

Do đó, ' ''180
1 57 17 45  và 1 0,0175

180

o

o orad rad rad




   
      
   

  

Chú ý: người ta thường không viết chữ radian hay rad sau số đa của góc. Chẳng hạn,  rad
2



cũng được viết là  
2


 

2) Góc lượng giác và số đo của chúng 

a)Khái niệm  

Việc quay tia Om quanh điểm O trong mặt phẳng, ta cần chọn một chiều quay gọi là chiều 
dương. Thông thường, ta chọn chiều dương là chiều ngược chiều quay của kim đồng hồ và chiều 
cùng chiều quay của kim đồng hồ gọi là chiều âm. 

Cho hai tia Ou, Ov. Nếu tia Om quay chỉ theo chiều dương (hay chỉ theo chiều âm) xuất phát 
từ tia Ou đến trùng với tia Ov thì ta nói: Tia Om quét một góc lượng giác với tia đầu Ou và 
tia cuối Ov, kí hiệu là (Ou, Ov). 

Khi tia Om quay góc   thì ta nói góc lượng giác mà tia đó quét nên có số đo   ( hay 
180

a
rad



) .  Vì thế, mỗi một góc lượng giác đều có một số đo, đơn vị đo góc lượng giác là độ hoặc radian.  
Nếu góc lượng giác (Ou,Ov)  có số đo bằng   kí hiệu là ( , )sđ Ou Ov   hoặc  ,Ou Ov  . 
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Mỗi góc lượng giác gốc 0 được xác định bởi tia đầu Ou, tia cuối Ov và số đo của góc đó. 

b) Tính chất  

Nhận xét: Quan sát Hình 7 ta thấy:  

 

  

Tia Om quay (chỉ theo chiều dương) xuất phát từ tia Ou đến trùng với tia Ov rồi quay tiếp 
một số vòng đến trùng với tia cuối Ov; 

 Tia Om quay (chỉ theo chiều dương) xuất phát từ tia ' 'Ou Ou  đến trùng với tia ' 'Ov Ov  
rồi quay tiếp một số vòng đến trùng với tia cuối ' 'Ov Ov  . 

Sự khác biệt giữa hai góc lượng giác ( Ou,Ov), ' ' ' '( , )Ou Ov  chính là số vòng quay quanh điểm 

O. Vì vậy, sự khác biệt giữa số đo của hai góc lượng giác đó chính là bội nguyên của 360° khi 
hai góc đó tính theo đơn vị độ (hay bội nguyên của 2  rad khi hai góc đó tính theo đơn vị 
radian). 

Cho hai góc lượng giác  ( , ), ,Ou Ov O u O v     có tia đầu trùng nhau Ou O u  '), tia cuối trùng 

nhau  Ov O v  . Khi đó, nếu sử dụng đơn vị đo là độ thì ta có: 

 ( , ) , 360Ou Ov O u O v k      với k là số nguyên 

Nếu sử dụng đơn vị đo là radian thì công thức trên có thể viết như sau: 

 ( , ) , 2  Ou Ov O u O v k       với k là số nguyên 

Người ta có thể chứng minh được định lí sau, gọi là hệ thức Chasles (Sa-lơ) về số đo của góc 
lượng giác: 

Với ba tia tuỳ ý , ,Ou Ov Ow ta có 

( , ) ( , ) ( , ) ( 2 )( ).Ou Ov Ov Ow Ou Ow k k     

II. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA GÓC LƯỢNG GIÁC 

1.  Đường tròn lượng   

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, ta quy ước: Chiều ngược chiều quay của kim đồng hồ là chiều 
dương và chiều quay của kim đồng hồ là chiều âm. Như vậy, mặt phẳng toạ độ Oxy đã được 
định hướng. 

Trong mặt phẳng toạ độ đã được định hưỡng Oxy, lấy điểm (1;0)A . Đường tròn tâm O , bán 

kính 1OA   được gọi là đuờng tròn lượng giác (hay đuờng tròn đơn vị) gốc A . 

Chú ý: Các điểm ' '(0;1), ( 1;0), (0; 1)B A B   nằm trên đường tròn lượng giác 

2.  Giá trị lượng giác của góc lượng giác 

- Hoành độ x  của điểm M  được gọi là côsin của  , kí hiệu là cos , cos .  x  

- Tung độ y  của điểm M  được gọi là sin của  , kí hiệu là sin  , sin  y  
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- Nếu cos 0  , tỉ số sin

cos




 được gọi là tang của  , kí hiệu là cot , sin

tan
cos





  

- Nếu sin 0  , tỉ số cos

sin




 được gọi là côtang của  , kí hiệu là cot , cos

cot
sin





  

Dấu của các giá trị lượng giác của góc  ,OA OM  phụ thuộc vào vị trí điềm M trên đường 

tròn lượng giác (Hình 12). Bảng xác định dấu của các giá trị lượng giác như sau:  

 
2 2sin cos 1    với mọi    .cos 0

1
t san

cot
0, in


   

 2

2
0

1
1 tan

co
o

s
c s


   2

2

1
1 cot (sin 0)

sin
 


    

Bảng dưới đây nêu lên các giá trị lượng giác của các góc đặc biệt 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Giá trị lượng giác của các góc có liên quan đặc biệt  

Trên đường tròn lượng giác, cho hai điểm M, M’sao cho góc lượng giác 
(  ),OA OM  , góc lượng giác  ,  ' –OA OM  (Hình 13). 

Ta có các công thức sau cho hai góc đối nhau   và -  : 

sin( ) sin     tan( ) tan     
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cos( ) cos    cot( ) cot     

Ta cũng có công thức sau cho: 

Hai góc hơn kém nhau   và +     (Hình 14): 

sin( ) sin      tan( ) tan     

cos( ) cos      cot( ) cot .     

Hai góc bù nhau ( và )  (Hình 15): 

sin( ) sin     tan( ) tan      

cos( ) cos      cot( ) cot      

Hai góc phụ nhau  và 
2


 
 

 
 

  (Hình 16): 

sin cos
2


 

 
  

 
 tan cot

2


 

 
  

 
 

cos sin
2


 

 
  

 
 cot tan .

2


 

 
  

 
 

 

4.Sử dụng máy tính cầm tay để tính giá trị lượng giác của một góc lượng giác 

Ta có thể sử dụng máy tính cầm tay để tính giá trị lượng giác (đúng hoặc gần đúng) của một 
góc lượng giác khi biết số đo của góc đó. Cụ thể như sau:  
 Nếu đơn vị của góc lượng giác là độ  o , trước hết, ta chuyển máy tính sang chế độ 

"độ”. 

 
 Nếu đơn vị của góc lượng giác là radian (rad), trước hết, ta chuyển máy tính sang chế 
độ "radian". 
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B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1 : Đơn vị đo độ và rađian 

1. Phương pháp   
Dùng mối quan hệ giữ độ và rađian: 180  rad   

� Đổi cung a  có số đo từ rađian sang độ 180
.a


  

� Đổi cung x  có số đo từ độ ra rađian .
180

x





 

2. Các ví dụ minh họa. 
Ví dụ 1: a) Đổi số đo của các góc sau ra rađian: 0 0 072 ,600 , 37 45 ' 30 '' . 

b) Đổi số đo của các góc sau ra độ: 5 3
, , 4

18 5

 
 . 

Lời giải 

a) Vì 01
180

rad


  nên 0 02 10
72 72. ,600 600. ,

180 5 180 3

   
     

0 0 0

0 0 45 30 4531 4531
37 45 30 37 . 0,6587

60 60.60 120 120 180

     
             

     
 

b) Vì 
0

180
1rad



 
  
 

 nên 
0 0

5 5 180 3 3 180
. 50 , . 108 ,

18 18 5 5
o o   

 

   
      
   

 

0 0

0180 720
4 4. 2260 48

 

   
         

   
. 

Ví dụ 2: Đổi số đo cung tròn sang số đo độ: 

a) 3

4

   b) 5

6

   c) 32

3

   d) 3

7

   e) 2,3   

 f)5,6   

Lời giải 

a) 3
135

4


  . 

b) 5
150

6


  . 

c) 32
1920

3


  . 

d) 3 540

7 7


  
  
 

. 
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e) 2,3.180
2,3 131,78


  

  

f) 5,6.180
5,6 320,856


  


 

Ví dụ 3: Đổi số đo cung tròn sang số đo radian: 
a) 45   b) 150   c) 72   d) 75   

Lời giải 

a) 45
4


   b) 5

150
6


   c) 2

72
5


   d) 5

75
12


   

 

Dạng 2: Biểu diễn cung lượng giác trên đường tròn lượng giác 

1. Phương pháp   
Để biểu diễn cung lượng giác có số đo trên đường tròn lượng giác ta thực hiện như sau: 

- Chọn điểm  1;0A  làm điểm đầu của cung. 

- Xác định điểm cuối M  của cung sao cho AM 


 
Lưu ý:  

+ Số đo của các cung lượng giác có cùng điểm đầu và điểm cuối sai khác nhau một bội của 
2  là: 

sñ 2 ;AM k k   


 

Ngoài ra, ta cũng có thể viết số đo bằng độ: 

sñ 360 ,AM x k k    


 

+ Nếu ta có 2
; ,AM k k n

n


  


 thì sẽ có n  điểm ngọn. 

2. Các ví dụ minh họa. 

Ví dụ 1: Biểu diễn trên đường tròn lượng giác điểm ngọn của cung lượng giác có số đo là 25

4

  

Hướng dẫn giải 

Ta có 

25 24
sñ 6 2.3.

4 4 4 4 4
AM

    
       


 

Vậy điểm cuối M  của cung AM


 sẽ trùng với điểm ngọn của 

cung 
4

 . Suy ra M  là điểm chính giữa của cung nhỏ AB . 



 BÀI GIẢNG TOÁN 11-CÁNH DIỀU  WEB: Toanthaycu.com 

 

 
Bản word đề và lời giải vui lòng lh Zalo: Tràn Đình Cư: 0834332133        10 

G
V

: TR
Ầ

N
 Đ

ÌN
H

 C
Ư

 – 0
8

3
4

3
3

2
1

3
3

 

Ví dụ 2: Biểu diễn trên đường tròn lượng giác các điểm ngọn của cung lượng giác có số đo là 
1485   

Hướng dẫn giải 

Ta có  sñ 1485 45 4 .360AM        


 

Vậy điểm cuối M  của cung AM


 sẽ trùng với điểm ngọn của 
cung 45  .  

Suy ra M  là điểm chính giữa của cung nhỏ AB . 

 

Ví dụ 3: Biểu diễn trên đường tròn lượng giác các điểm ngọn của cung lượng giác có số đo là 

;
6 2
k k

 
   

Hướng dẫn giải 

 

Ta có 2
sñ

6 4
AM k

 
 


 nên có 4 điểm ngọn trên đường tròn lượng giác. 

0 sñ
6

k AM


  


 có điểm ngọn là M  

1 sñ
6 2

k AN
 

   


 có điểm ngọn là N  

2 sñ
6

k AP


   


 có điểm ngọn là P  

3
3 sñ

6 2
k AQ

 
   


 có điểm ngọn là Q  

4 sñ 2
6

k AR


   


 có điểm ngọn là R . Lúc này điểm ngọn R  trùng với M  

Vậy bốn điểm , , ,M N P Q  tạo thành một hình vuông nội tiếp đường tròn lượng giác 

Ví dụ 4: Biểu diễn trên đường tròn lượng giác các điểm ngọn của cung lượng giác có số đo là 

;
3
k k

  

Hướng dẫn giải 
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Ta có 2
sñ

6
AM k





 nên có 6 điểm ngọn trên 

đường tròn lượng giác. 

0 sñ 0k AM  


 có điểm ngọn là M  

1 sñ
3

k AN


  


 có điểm ngọn là N  

2
2 sñ

3
k AP


  


 có điểm ngọn là P  

3 sñk AQ   


 có điểm ngọn là Q  

4
4 sñ

3
k AR


  


 có điểm ngọn là R  

5
5 sñ

3
k AS


  


 có điểm ngọn là S  

6 sñ 2k AT   


 có điểm ngọn là T  

Lúc này điểm ngọn T  trùng với M  

Vậy sáu điểm ; ; ; ; ;M N P Q R S  tạo thành một lục giác đều nội tiếp đường tròn lượng giác. 

Dạng 3. Độ dài của một cung tròn 

1. Phương pháp giải 
Cung có số đo  rad  của đường tròn bán kính R  có độ dài là .I R  

2. Các ví dụ minh họa 
Ví dụ 1: Một đường tròn có bán kính 30 cm . Tìm độ dài của các cung trên đường tròn có số đo 

sau đây:  rad;70
15


  

Lời giải 

Gọi  , ,l R  lần lượt là số đo cung, độ dài cung và bán kính của đường tròn. Khi đó 30 cmR   

Độ dài cung có số đo  rad
15

  là: 

 

 

Độ dài cung có số đo 70  

Chuyển từ độ sang rađian: 7
70 70 .

180 18

 
   


 

 
   . 30. 2  cm

15
l R
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Độ dài cung:   
  

7 35
. 30.  cm

18 3
l R  

Ví dụ 2: Một cung lượng giác trên đường tròn định hướng có độ dài bằng một nửa bán kính. Số 
đo theo rađian của cung đó là 

A. 1
 rad

2
 B. 1 rad  C. 3

 rad
2

 D. 2 rad  

Lời giải 

Gọi , ,I R  lần lượt là số đo cung, độ dài cung và bán kính của đường tròn 

Vì độ dài bằng nửa bán kính nên 1

2
I R  

Ta có  
1

.
12. rad
2

R
I

I R
R R

       

Ví dụ 3: Bánh xe máy có đường kính kể cả lốp xe 55  cm. Nếu xe chạy với vận tốc 40  km/h thì 
trong một giây bánh xe quay được bao nhiêu vòng? 

Lời giải 

Ta có 40  km/h 10000

9
  cm/s. 

1 vòng bánh xe có chiều dài là 110  cm. 

Số vòng bánh xe quay được trong 1 giây là  
10000

: 110 3,2
9

  . 

Dạng 4 : Tính giá trị của góc còn lại hoặc của một biểu thức lượng giác khi biết một giá trị 
lượng giác. 

1. Phương pháp giải. 

 Từ hệ thức lượng giác cơ bản là mối liên hệ giữa hai giá trị lượng giác, khi biết một giá trị 
lượng giác ta sẽ suy ra được giá trị còn lại. Cần lưu ý tới dấu của giá trị lượng giác để chọn 
cho phù hợp. 

 Sử dụng các hằng đẳng thức đáng nhớ trong đại sô. 

2. Các ví dụ minh họa. 

Ví dụ 1: Tính giá trị lượng giác còn lại của góc   biết: 

a) 1
sin

3
   và 0 090 180  .    b)  2

cos
3

    và 3

2


   .  

c) tan 2 2     và 0       d) cot 2    và 3

2 2

 
   

Lời giải 

a) Vì 0 090 180   nên cos 0   mặt khác 2 2sin cos 1    suy ra 
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2 1 2 2
cos 1 sin 1

9 3
          

Do đó 

1
sin 13tan
cos 2 2 2 2

3





   



  

b) Vì 2 2sin cos 1    nên 2 4 5
sin 1 cos 1

9 3
           

Mà 3
sin 0

2


       suy ra 5

sin
3

    

Ta có 

5
sin 53tan

2cos 2
3







  


 và 

2
cos 23cot
sin 5 5

3







  



  

c) Vì tan 2 2  
1 1

cot
tan 2 2




     

Ta có 
 

2 2

22 2

1 1 1 1 1
tan 1 cos cos

cos tan 1 9 32 2 1
  

 
        

  
.   

Vì 0 sin 0       và tan 2 2 0     nên cos 0   

Vì vậy 1
cos

3
    

Ta có sin 1 2 2
tan sin tan .cos 2 2.

cos 3 3


   



 
       

 
. 

d) Vì cot 2    nên 1 1
tan

cot 2



   . 

Ta có 
 

2 2

22 2

1 1 1 1 1
cot 1 sin sin

sin cot 1 3 32 1
  

 
        

  
 

Do 3
cos 0

2 2

 
      và cot 2 0     nên sin 0   

Do đó 3
sin

3
  . 

Ta có cos 3 6
cot cos cot .sin 2.

sin 3 3


   


        

Ví dụ 2: a) Tính giá trị lượng giác còn lại của góc   biết 1
sin

5
   và tan cot 0      

b) Cho 4 4 1
3sin cos

2
   . Tính 4 42sin cosA    .  
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Lời giải 

a) Ta có 2 2

22

1 1
cot 1 25 cot 24

sin 1

5

 


     
 
 
 

 hay cot 2 6    

Vì tan , cot  cùng dấu và tan cot 0    nên tan 0,cot 0    

Do đó cot 2 6   . Ta lại có 1 1
tan

cot 2 6



   . 

cos 1 2 6
cot cos cot sin 2 6.

sin 5 5


   




       

b) Ta có  
2

4 4 4 21 1
3sin cos 3sin 1 sin

2 2
          

 4 2 4 4 26sin 2 1 2sin sin 1 4sin 4sin 3 0              

  2 2 22sin 1 2sin 3 0 2sin 1 0         (Do 22sin 3 0    ) 

Suy ra 2 1
sin

2
  . 

Ta lại có 2 2 1 1
cos 1 sin 1

2 2
       

Suy ra 
2 2

1 1 1
2

2 2 4
A

   
     
   

 

Ví dụ 3:  a) Cho 2
cos

3
    . Tính tan 3cot

tan cot
A

 

 





.   

b) Cho tan 3  . Tính 
3 3

sin cos

sin 3cos 2sin
B

 

  




 
 

c) Cho cot 5  . Tính 2 2sin sin cos cosC        

Lời giải 

a) Ta có 
2 2

2

2

2

1 1
tan 3 2

tan 3tan cos 1 2cos
1 1tan 1tan

tan cos

A


  


 

 


    


 

Suy ra 4 17
1 2.

9 9
A     

b) 
   

 

2 2
3 3

3 3 3 2

3 3 3

sin cos
tan tan 1 tan 1cos cos

sin 3cos 2sin tan 3 2 tan tan 1

cos cos cos

B

 
   

     
  

   
 

  
 

 

Suy ra    
 

3 9 1 9 1 2

27 3 2.3 9 1 9
B

  
 

  
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c) Ta có 
2 2 2

2 2

2 2

sin sin cos cos cos cos
sin . sin 1

sin sin sin
C

     
 

  

  
    

 
 

 
 

 2

22

1 1 6 5
1 cot cot 1 5 5

1 cot 61 5
 




      
 

 

Ví dụ 4:  Biết sin cosx x m   

a) Tìm sin cosx x  và 4 4sin cosx x          

b) Chứng minh rằng 2m   

Lời giải 

a) Ta có  
2 2 2sin cos sin 2sin cos cos 1 2sin cosx x x x x x x x       (*) 

Mặt khác sin cosx x m   nên 2 1 2sin cosm     hay 
2 1

sin cos
2

m
 


   

Đặt 4 4sin cosA x x  . Ta có 

     2 2 2 2sin cos sin cos sin cos sin cosA x x x x x x x x       

      
2 22 sin cos sin cos 1 2sin cos 1 2sin cosA x x x x x x x x        

2 2 2 4
2 1 1 3 2

1 1
2 2 4

m m m m
A
     

      
  

 

Vậy 
2 43 2

2

m m
A

 
  

b) Ta có 2 22sin cos sin cos 1x x x x    kết hợp với (*) suy ra  

 
2

sin cos 2 sin cos 2x x x x      

Vậy 2m   

Dạng 5: Xác định giá trị của biểu thức chứa góc đặc biệt, góc liên quan đặc biệt và dấu của 
giá trị lượng giác của góc lượng giác. 

1. Phương pháp giải.  

 Sử dụng định nghĩa giá trị lượng giác  

 Sử dụng tính chất và bảng giá trị lượng giác đặc biệt  

 Sử dụng các hệ thức lượng giác cơ bản và giá trị lượng giác của góc liên quan đặc biệt 

 Để xác định dấu của các giá trị lượng giác của một cung (góc) ta xác định điểm ngọn của 
cung (tia cuối của góc) thuộc góc phần tư nào và áp dụng bảng xét dấu các giá trị lượng 
giác. 
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2. Các ví dụ minh họa. 

Ví dụ 1: Tính giá trị các biểu thức sau: 

a) 7 5 7
sin cos9 tan( ) cot

6 4 2
A

  
        

b) 1 2sin 2550 cos( 188 )

tan 368 2cos 638 cos98
B

 

  


 


 

c) 2 2 2 2sin 25 sin 45 sin 60 sin 65C            

d) 2 3 5
tan . tan . tan

8 8 8
D

  
  

Lời giải 

a) Ta có  sin cos 4.2 tan cot 3
6 4 2

A
  

    
     

            
     

 

1 5
sin cos tan cot 1 1 0

6 4 2 2 2
A

  
              

b) Ta có 
 

 
   

0 0

0 0 0 0

2sin 30 7.360 cos(8 180 )1

tan 8 360 2cos 90 8 2.360 cos 90 8
B

 

  

 
 

     
 

 
 

 

 

00 0

0 00 0 0 0 0 0

0 0

0 0 0 0 0

1
2. cos82sin 30 cos81 1 2

tan 8 tan 82cos 8 90 sin 8 2cos 90 8 sin 8

1 cos8 1 cos8
0

tan8 2sin8 sin 8 tan8 sin8

B


    
   

    


 

c) Vì 0 0 0 0 025 65 90 sin 65 cos 25     do đó  

 
2 2

0
2 2 2 2 2 1

sin 25 cos 25 sin 45 sin 60 1
2 2

C   
   

             
 

Suy ra 7

4
C  . 

d) 3 5
tan .tan . tan tan

8 8 8 8
D

       
      
    

 

Mà 3 5 3 5
, tan cot ,tan cot

8 8 2 8 8 2 8 8 8 8

          
         

 
 

Nên tan .cot . tan cot 1
8 8 8 8

D
         

           
      

. 

Ví dụ 2: Cho 
2


   . Xác định dấu của các biểu thức sau: 

a) sin
2




 
 

 
                b) 3

tan
2




 
 

 
  



 BÀI GIẢNG TOÁN 11-CÁNH DIỀU  WEB: Toanthaycu.com 

 

 
Bản word đề và lời giải vui lòng lh Zalo: Tràn Đình Cư: 0834332133        17 

G
V

: TR
Ầ

N
 Đ

ÌN
H

 C
Ư

 – 0
8

3
4

3
3

2
1

3
3

 

c)  cos . tan
2


  

 
   
 

    d)  
14

sin .cot
9


   

Lời giải 

a)  Ta có 3

2 2 2

  
          suy ra sin 0

2




 
  

 
 

b) Ta có 3
0

2 2 2

  
             suy ra 3

tan 0
2




 
  

 
 

c) Ta có 0
2 2 2

  
          suy ra cos 0

2




 
   
 

 

 Và 0
2


     suy ra  tan 0    

Vậy  cos . tan 0
2


  

 
    
 

. 

d) Ta có 3 14 14
2 sin 0

2 9 9

  
    . 

3
2

2 2

 
           suy ra  cot 0   . 

Vậy  
14

sin .cot 0
9


   . 

Dạng 6: Chứng minh đẳng thức lượng giác, chứng minh biểu thức không phụ thuộc góc x , 
đơn giản biểu thức. 

1. Phương pháp giải. 

Sử dụng các hệ thức lượng giác cơ bản, các hằng đẳng thức đáng nhớ và sử dụng tính chất của 
giá trị lượng giác để biến đổi 

+ Khi chứng minh một đẳng thức ta có thể biến đổi vế này thành vế kia, biến đổi tương đương, 
biến đổi hai vế cùng bằng một đại lượng khác. 

+ Chứng minh biểu thức không phụ thuộc góc x  hay đơn giản biểu thức ta cố gắng làm xuất 
hiện nhân tử chung ở tử và mẫu để rút gọn hoặc làm xuất hiện các hạng tử trái dấu để rút gọn 
cho nhau. 

2. Các ví dụ minh họa. 

Ví dụ 1:  Chứng minh các đẳng thức sau(giả sử các biểu thức sau đều có nghĩa) 

a) 4 2 4cos 2sin 1 sinx x x       

b) 3 2

3

sin cos
cot cot cot 1

sin

x x
x x x

x


     

c) 
2 2 2 2

2 2 2 2

cot cot cos cos

cot .cot cos .cos

x y x y

x y x y

 
  
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d) 4 2 4 2sin 4cos cos 4sin 3 tan tan
3 6

x x x x x x
    

        
   

 

Lời giải 

a) Đẳng thức tương đương với  
2

4 2 2cos 1 2sin sinx x x     

 
2

4 2cos 1 sinx x    (*) 

Mà 2 2 2 2sin cos 1 cos 1 sinx x x x       

Do đó (*)  
2

4 2cos cosx x   (đúng) ĐPCM. 

b) Ta có 
3 2 3

sin cos 1 cos

sin sin sin

x x x
VT

x x x


    

Mà 2

2

1
cot 1

sin
x

x
   và sin

tan
cos

x
x

x
  nên 

 2 2cot 1 cot cot 1VT x x x    3 2cot cot cot 1x x x VP      ĐPCM. 

c) Ta có 
2 2

2 2

2 2 2 2

cot cot 1 1
tan tan

cot .cot cot cot

x y
VT y x

x y y x


      

                     
2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 cos cos
1 1

cos cos cos cos cos .cos

x y
VP

y x y x x y

   
          

  
 ĐPCM. 

d)    4 2 4 2sin 4 1 sin cos 4 1 cosVT x x x x       

       
2 2 2 22 2 2 2 2 2sin 4sin 4 cos 4cos 4 sin 2 cos 2x x x x x x           

     2 2 2 22 sin 2 cos 4 sin cos 3x x x x         

Mặt khác vì tan cot
3 6 2 6 3

x x x x
           
              

       
 nên  

3 tan cot 3
3 3

VP x x VT VP
    

        
   

 ĐPCM. 

Ví dụ 2: Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng  

3 3sin cos
2 2 tan .cot( )

2 2
cos sin

2 2

B B

A B C
A B C A B C

  
      

   
   

 

Lời giải 

Vì A B C     nên  

3 3 3 3

2 2
sin cos sin cos

2 2 2 2 sin cos 1
2 2sin coscos sin

2 22 2 2 2

B B B B
B B

VT
B BB B 

 
         

         
   
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   tan .cot tan . cot 1VP A A A A       

Suy ra VT VP . ĐPCM 

Ví dụ 3: Đơn giản các biểu thức sau(giả sử các biểu thức sau đều có nghĩa) 

a) 3 3
cos(5 ) sin tan cot(3 )

2 2
A x x x x

 
 

   
          

   
 

b) sin(900 ) cos(450 ) cot(1080 ) tan(630 )

cos(450 ) sin( 630 ) tan(810 ) tan(810 )

x x x x
B

x x x x

   

   

      


      
 

c) 
 

1 1 1
2 .

sin 2013 1 cos 1 cos
C

x x x
  

  
 với 2x    

Lời giải 

a) Ta có    cos(5 ) cos 2.2 cos cosx x x x            

3
sin sin sin cos

2 2 2
x x x x

  


     
             

     
 

3
tan tan tan cot

2 2 2
x x x x

  


     
           

     
 

 cot(3 ) cot cotx x x       

Suy ra    cos cos cot cot 0A x x x x         

b) Ta có    0 0 0sin(900 ) sin 180 2.360 sin 180 sinx x x x          

     0 0 0 0cos 450 cos 90 360 cos 90 sinx x x x        

 cot(1080 ) cot(3.360 ) cot cotx x x x         

0 0tan(630 ) tan(3.180 90 ) tan(90 ) cotx x x x         

   0 0 0sin( 630 ) sin 2.360 90 sin 90 cosx x x x        

0 0tan(810 ) tan(4.180 90 ) tan(90 ) cotx x x x          
0tan(810 ) tan(4.180 90 ) tan(90 ) cotx x x x          

Vậy 
 

sin sin cot cot 2sin

sin cos cot cot sin cos

x x x x x
B

x x x x x x

    
 

    
 

c) Ta có      sin 2013 sin 1006.2 sin sinx x x x            nên 

  
1 1 cos 1 cos

2 .
sin 1 cos 1 cos

x x
C

x x x

  
 

 
 

        
2 2

1 2 1 2 1
2 . 2 . 2 1

sin 1 cos sin sin sin sinx x x x x x

 
         

 

Vì 2 sin 0x x      nên  
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2

2

1
2 1 2 cot

sin
C x

x

 
    

 
 

Ví dụ 4: Chứng minh biểu thức sau không phụ thuộc vào x . 

a) 
6 6

4 4

sin cos 2

sin cos 1

x x
A

x x

 


 
 

b) 
  

2

2

1 cot 2 2cot

1 cot tan 1 tan 1

x x
B

x x x

 
 
  

 

c) 4 2 4 4 2 4sin 6cos 3cos cos 6sin 3sinC x x x x x x       

Lời giải 

a) Ta có Ta có  
2

4 4 2 2 2 2 2 2sin cos sin cos 2sin cos 1 2sin cos              

      
3 3

6 6 2 2 2 2 4 4 2 2sin cos sin cos sin cos sin cos sin cos                 

4 4 2 2 2 2 2 2 2 2sin cos sin cos 1 2sin cos sin cos 1 3sin cos                   

Do đó 
 
 

2 22 2

2 2 2 2

3 1 sin cos1 3sin cos 2 3

1 2sin cos 1 22 1 sin cos
A

  

   

 
  
  

 

Vậy A  không phụ thuộc vào x . 

b) Ta có 
 

2

2

2

1 2cos
1 2

tan sin
1 1

1 tan 1
tan sin

x

x xB
x

x x

 
 
 

 

 2 22 sin costan 1 tan 1 2
1

tan 1 tan 1 tan 1

x xx x

x x x

  
   

  
 

Vậy B  không phụ thuộc vào x . 

c)    
2 2

2 2 4 2 2 41 cos 6cos 3cos 1 sin 6sin 3sinC x x x x x x         

     

4 2 4 2

2 22 2

2 2

4cos 4cos 1 4sin 4sin 1

2cos 1 2sin 1

2cos 1 2sin 1

3

x x x x

x x

x x

     

   

   



 

Vậy C  không phụ thuộc vào x . 

C. GIẢI BÀI TẬP SÁCH GIÁO KHOA 

Bài 1. Gọi M,N,P là các điểm trên đường tròn lượng giác sao cho số đo của các góc lượng giác 

( , ), ( , ), ( , )OA OM OA ON OA OP  lần lượt bằng 7
; ;

2 6 6

  
 . Chứng minh rằng tam giác MNP là 

tam giác đều. 
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Lời giải 

- Ta có ( , )
2

OA OM


   là góc lượng giác có tia đầu là tia OA , tia cuối là tia OM và quay 

theo chiều dương một góc 
2

 , khi đó tia OM trùng với tia OB . Điểm M trên đường tròn 

lượng giác sao cho ( , )
2

OA OM


   được biểu  diễn trùng với điểm B . 

- Ta có 7
(OA,ON)

6 6

 
      là góc lượng giác có tia đầu là tia OA , tia cuối là tia ON 

và quay theo chiều  dương một góc 7

6

 . 

- Ta có (OA,OP)
6


    là góc lượng giác có tia đầu là tia OA , tia cuối là tia OP và quay 

theo chiều âm một góc 
6

 . 

Ba điểm M, N, P trên đường tròn lượng giác được biểu diễn như hình vẽ dưới đây: 

 

 

 

 

 

 

 

Bài 2. Tính các giá trị lượng giác của mỗi góc sau: 5 19 159
225 ; 225 ; 1035 ; ; ;

3 2 4
o o o   
   . 

Lời giải 

2
cos 225 cos 180 45 cos 45

2

2
sin(225 sin(180 45 sin(45

2

( ) ( ) ( )

) ) )

o o o o

o o o o

     

     
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 

(

sin 225
tan 225 1

cos 225

1
cot 225 1

tan 225

2
cos 5 cos 5 cos 6.360 45 cos 45 cos 45

2

2
sin( 10 )

( )
( )

( )

( )
( )

( 103 ) (103 ) (- ) ( )

)

5

) ) )

( 1

35 sin(1035 sin(6.360 45 sin( 4
2

03 )
( 10 )

5 sin(45

sin 5
tan

cos
3

o
o

o

o

o

o o o o o o

o o o o o o

o
o

 

 





    

     



   


103 )

( 103 )
( 1

1
5

1
cot 5 1

a 3 )t 0n 5

o

o

o




 



 

  2
cos 225 cos 5 cos 180 45 cos 45

2

2
sin( 225 sin(225 sin(180 45 sin(45

2

( ) (22 ) ( )

) ) ) )

o o o o o

o o o o o

  



   

  



  

 

sin 225
t 1

( )
an 225

co 2
(

2
)

)s( 5

o
o

o
     

1
cot 225 1

tan 225

5π 2π 2π 1
cos =cos π+ = cos =

3 3 3 2

5π 2π 2π 3
=sin π+ = sin =

3 3 3 2

( )
( )

sin

o

o
  

     
     

     

     
      

     



 

5

5 3
3

53
cos

3

sin

tan






 
 

      
  
 
 

 

5 1 3

53 3

3

19π 3π 3π π π
cos =cos 8π+ =cos =cos cos 0

2 2 2 2 2

19π 3π 3π π
=sin 8π+ = sin =sin = sin 1

2 2 2

1

si
2 2

9

2

19
cot

2

n

cot

tan

tan














 
   

  
 
 

         
            

         

         
            

         

 
 
 

 
 

 

19
cos

2
0

19
sin

2





 
 
  
 
 
 
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159 159 2
cos cos cos 40. cos cos

4 4 4 4 4 2

159 159 2
sin sin sin 40. sin sin

4 4 4 4 4 2

159
cos

159 4
tan

1594
sin

4

    


    







         
                
         

         
                   
         

 
 

      
    
 

1

159 1
cot 1

1594
tan

4




 
   

    
 

 

Bài 3. Tính các giá trị lượng giác (nếu có) của mỗi góc sau: 

a) 2 ( )
3

k k


   b) ( )k k  ; 

c) ( )
2

k k


   d) ( )
4

k k


  . 

Lời giải 

a)  

sin 2
1 3

cos 2 cos                                                   tan 2 3
3 3 2 3

cos 2
3

3
sin 2 sin                                           

3 3 2

k

k k

k

k




  
 




 


 
 

                 
        
 

   
     

   

1 3
       cot 2

3 3
tan 2

3

k

k







 
   

    
 

 

b) 

 

 

1 ; 2 1
cos

1 ; 2

sin 0

k n
k

k n

k





  
  



                                                                 

 
 
 

 

sin
tan 0

cos

cot

k
k

k

k








 
 

c) 

cos 0                                                                           tan
2 2

sin 1 ; 2 1
2

sin                                  c
2

sin 1 ; 2
2

k k

k n

k

k n

 
 








   
     

   

  
     
         

   
 

ot 0
2

k



 
  

 

 

d) 
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 Với 2 1k n  thì 

 

 

2
cos cos 2 1 cos 2 cos cos

4 4 4 4 4 2

2
sin sin 2 1 sin 2 sin  sin

4 4 4 4 4 2

k n n

k n n

    
    

    
    

         
                     

         

         
                     

         

 

tan 1
4

cot 1
4

k

k







 
  

 

 
  

 

 

 Với 2k n  thì 

 

 

2
cos cos 2 1 cos 2 cos cos

4 4 4 4 4 2

2
sin sin 2 1  sin 2 sin sin

4 4 4 4 4 2

tan 1
4

cot 1
4

k n n

k n n

k

k

    
    

    
    







         
                     

         

         
                     

         

 
  

 

 
  

 

 

Bài 4. Tính các giá trị lượng giác của góc   trong mỗi trường hợp sau: 

a) 15
sin

4
   với 

2


    

b) 2
cos

3
    với 0    ; 

c) tan 3   với 0    ; 

d) cot 2    với 0    .  

Lời giải 

a) 

 Ta có 2 2cos sin 1    mà 15
sin

4
   nên 

2

2 215 1
cos 1 cos

4 16
 
 
     
 

 

Lại có 
2


    nên 1

cos 0 cos
4

     . Khi đó sin 1 1
tan 15;cot

cos tan 15


 

 
       

b) 

Ta có 2 2cos sin 1    mà 2
cos

3
    nên 

2

2 22 5
sin 1 sin

3 9
 

 
    
 

 

Lại có 0     nên 5
sin 0 sin

3
     . Khi đó sin 5 1 2

tan ;cot
cos 2 tan 5


 

 
     

c) 
Ta có tan 3   nên 
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1 1
cot

tan 3



   

2 2 2

2

1 1
1 tan 1 3 10 cos

cos 10
 


        

Mà 2 2 2 9
cos sin 1 sin

10
       

Với 0     thì 9
sin 0 sin

10
      

Với 
2


      thì 1

cos 0 cos
10

      

và 0
2


    thì 1

cos 0 cos
10

     

d) 

Ta có cot 2    nên 1
tan

2
    

2 2 2

2

1 1
1 cot 1 ( 2) 5 sin

sin 5
 


         

Mà 2 2 2 4
cos sin 1 cos

5
       

Với 0     thì 1
sin 0 sin

5
     

Với 0
2


   thì 4

cos 0 cos
5

     

và 
2


    thì 4

cos 0 cos
5

     .  

Bài 5. Tính: 

a) 2 2 2 2sin 5 sin 10 sin 15 sin 85o o o oA      (17 số hạng). 

b) cos 5 cos10 cos15 cos175o o o oB      (35 số hạng). 

Lời giải 

a) 

     

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

sin 5 sin 10 sin 15 sin 85

  sin 5 sin 85 sin 15 sin 5 ... sin 5 sin 5 sin 5

1 17
   =1+1+...+1+

2 2

7 3 3 4

o o o o

o o o o o o o

A    

       



 

b) 

     
cos5 cos10 cos15 cos175

c

0

os5 cos175 cos s   = 10 cos170 co 85 cos95 co 0

   =0+0+...+0+0=

s9

o o o o

o o o o oo o

B    

       
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Bài 6.  Một vệ tinh được định vị tại vị trí A  trong không gian. Từ vị trí A , vệ tinh bắt đầu 
chuyển động quanh Trái Đất theo quỹ đạo là đường tròn với tâm là tâm O  của Trái Đất, bán 
kính 9000 km . Biết rằng vệ tinh chuyển động hết một vòng của quỹ đạo trong 2 h . 

a) Hãy tính quãng đường vệ tinh đã chuyển động được sau: 1h; 3h; 5h. 

b) Vệ tinh chuyển động được quãng đường 200000 km sau bao nhiêu giờ (làm tròn kết quả 
đến hàng đơn vị)? 

Lời giải 

a) Chiều dài một vòng của quỹ đạo là : 9000.2. (km) 
Quãng đường vệ tinh đã chuyển độ được sau 1 giờ là 

                                       
9000.2

6000 km
3





  

Quãng đường vệ tinh đã chuyển độ được sau 3 giờ là  18000 km  

Quãng đường vệ tinh đã chuyển độ được sau 1 giờ là 

                                          
9000.2

.5 30000 km
3





  

b)Vệ tinh chuyển động được quãng đường 200000 km sau sô giờ là : 

                                          200000
11  

6000
 (giờ) 

D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 

Câu 1: Khẳng định nào sau đây là đúng khi nói về ''đường tròn định hướng ''? 
A. Mỗi đường tròn là một đường tròn định hướng. 
B. Mỗi đường tròn đã chọn một điểm là gốc đều là một đường tròn định hướng. 
C. Mỗi đường tròn đã chọn một chiều chuyển động và một điểm là gốc đều là một đường 
tròn định hướng. 
D. Mỗi đường tròn trên đó ta đã chọn một chiều chuyển động gọi là chiều dương và 
chiều ngược lại được gọi là chiều âm là một đường tròn định hướng. 

Lời giải 
Chọn D 

Câu 2: Quy ước chọn chiều dương của một đường tròn định hướng là: 
A. Luôn cùng chiều quay kim đồng hồ. 
B. Luôn ngược chiều quay kim đồng hồ. 
C. Có thể cùng chiều quay kim đồng hồ mà cũng có thể là ngược chiều quay kim đồng 
hồ. 
D. Không cùng chiều quay kim đồng hồ và cũng không ngược chiều quay kim đồng hồ. 

Lời giải 
Chọn B 
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Câu 3: Trên đường tròn định hướng, mỗi cung lượng giác AB
þ

 xác định: 
A. Một góc lượng giác tia đầu OA , tia cuối OB . 
B. Hai góc lượng giác tia đầu OA , tia cuối OB . 
C. Bốn góc lượng giác tia đầu OA , tia cuối OB . 
D. Vô số góc lượng giác tia đầu OA , tia cuối OB . 

Lời giải 
Chọn D 

Câu 4: Khẳng định nào sau đây là đúng khi nói về ''góc lượng giác ''? 
A. Trên đường tròn tâm O  bán kính 1R , góc hình học AOB  là góc lượng giác. 
B. Trên đường tròn tâm O  bán kính 1R , góc hình học AOB  có phân biệt điểm đầu A  
và điểm cuối B  là góc lượng giác. 
C. Trên đường tròn định hướng, góc hình học AOB  là góc lượng giác. 
D. Trên đường tròn định hướng, góc hình học AOB  có phân biệt điểm đầu A  và điểm 
cuối B  là góc lượng giác. 

Lời giải 
Chọn D 

Câu 5: Khẳng định nào sau đây là đúng khi nói về ''đường tròn lượng giác ''? 
A. Mỗi đường tròn là một đường tròn lượng giác. 
B. Mỗi đường tròn có bán kính 1R  là một đường tròn lượng giác. 
C. Mỗi đường tròn có bán kính 1R , tâm trùng với gốc tọa độ là một đường tròn lượng 
giác. 
D. Mỗi đường tròn định hướng có bán kính 1R , tâm trùng với gốc tọa độ là một đường 
tròn lượng giác. 

Lời giải 
Chọn D 

Câu 6: Trên đường tròn cung có số đo 1 rad là? 
A. Cung có độ dài bằng 1. B. Cung tương ứng với góc ở tâm 060 . 
C. Cung có độ dài bằng đường kính. D. Cung có độ dài bằng nửa đường kính. 

Lời giải 
Chọn D 
Cung có độ dài bằng bán kính (nửa đường kính) thì có số đó bằng 1 rad. 

Câu 7: Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. 0 rad 1 .   B. 0 rad 60 .   C. 0 rad 180 .   D. 
0

180
 rad .



    
 

Lời giải 
Chọn C 

 rad  tướng ứng với 0180 . 
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Câu 8: Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. 01 rad 1 .  B. 01 rad 60 .  C. 01 rad 180 .  D. 
0

180
1 rad .



    
 

Lời giải 
Chọn D 
Ta có  rad  tướng ứng với 0180 . 

Suy ra 1 rad  tương ứng với 0x . Vậy 180.1
x


 . 

Câu 9: Nếu một cung tròn có số đo là 0a  thì số đo radian của nó là: 

A. 180 .a  B. 180
.

a

  C. .
180

a  D. .
180a

  

Lời giải 
Chọn C 

Áp dụng công thức .

180

a 
  với   tính bằng radian, a  tính bằng độ. 

Câu 10: Nếu một cung tròn có số đo là 03a  thì số đo radian của nó là: 

A. .
60

a  B. .
180

a  C. 180
.

a
 D. 60

.
a

 

Lời giải 
Chọn A 

Áp dụng công thức .

180

a 
  với   tính bằng radian, a  tính bằng độ. 

Trong trường hợp này là 3 .
3

180 60

a a
a

 
   . 

Câu 11: Đổi số đo của góc 070  sang đơn vị radian. 

A. 70
.


 B. 7
.

18
 C. 7

.
18

  D. 7
.

18
 

Lời giải 
Chọn C 

Áp dụng công thức .

180

a 
   với   tính bằng radian, a  tính bằng độ. 

Ta có . 70 7

180 180 18

a   
   . 

Câu 12: Đổi số đo của góc 0108  sang đơn vị radian. 

A. 3
.

5

  B. .
10

  C. 3
.

2

  D. .
4

  

Lời giải 
Chọn A 

Câu 13: Đổi số đo của góc 045 32'  sang đơn vị radian với độ chính xác đến hàng phần nghìn. 
A. 0,7947.  B. 0,7948.  C. 0,795.  D. 0,794.  

Lời giải 
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Chọn C 

Áp dụng công thức .

180

a 
   với   tính bằng radian, a  tính bằng độ. 

Trước tiên ta đổi 
0

0 32
45 32 ' 45

60

     
. 

Áp dụng công thức, ta được 
32

45 .
60

0,7947065861.
180





     
   

Câu 14: Đổi số đo của góc 040 25'  sang đơn vị radian với độ chính xác đến hàng phần trăm. 
A. 0,705.  B. 0,70.  C. 0,7054.  D. 0,71.  

Lời giải 
Chọn D 

Cách 1. Áp dụng công thức .

180

a 
   với   tính bằng radian, a  tính bằng độ. 

Trước tiên ta đổi 
0

0 25
40 25' 40

60

     
. 

Áp dụng công thức, ta được 
25

40 .
9760

0,705403906.
180 432






     
    

Câu 15: Đổi số đo của góc 0125 45  sang đơn vị radian. 

A. 503
.

720


  B. 503

.
720

  C. 251
.

360

  D. 251
.

360


  

Lời giải 
Chọn A 

Câu 16: Đổi số đo của góc  rad
12

  sang đơn vị độ, phút, giây. 

A. 015 .  B. 010 .  C. 06 .  D. 05 .  
Lời giải 

Chọn A 

công thức 
0

. .180

180

a
a

 




      
 với   tính bằng radian, a  tính bằng độ. 

Ta có 

0

0

0
.180

.180 12 15a




 

              
. 

Câu 17: Đổi số đo của góc 3
 rad

16


  sang đơn vị độ, phút, giây. 

A. 033 45'.  B. 029 30'.  C. 033 45'.  D. 032 55.  
Lời giải 

Chọn C 

Ta có 

0

0 0

0

3
.180

.180 13516 33 45'.
4

a




 

                       
 

Câu 18: Đổi số đo của góc 5 rad  sang đơn vị độ, phút, giây. 
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A. 0286 44 '28''.  B. 0286 28'44 ''.  C. 0286 .  D. 0286 28'44 ''.  
Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
0 0

0.180 5.180
286 28' 44 ''.a



 

              
 

Câu 19: Đổi số đo của góc 3
 rad

4
 sang đơn vị độ, phút, giây. 

A. 042 97 18 .   B. 042 58 .  C. 042 97 .  D. 042 58 18 .   
Lời giải 

Chọn D 

Câu 20: Đổi số đo của góc 2 rad  sang đơn vị độ, phút, giây. 

A. 0114 59 15 .   B. 0114 35 .  C. 0114 35 29 .   D. 0114 59 .  
Lời giải 

Chọn C 

Câu 21: Mệnh đề nào sau đây là đúng? 
A. Số đo của cung tròn tỉ lệ với độ dài cung đó. 
B. Độ dài của cung tròn tỉ lệ với bán kính của nó. 
C. Số đo của cung tròn tỉ lệ với bán kính của nó. 
D. Độ dài của cung tròn tỉ lệ nghịch với số đo của cung đó. 

Lời giải 
Chọn A 
Từ công thức R     và   tỷ lệ nhau. 

Câu 22: Tính độ dài   của cung trên đường tròn có bán kính bằng 20cm  và số đo .
16

  

A. 3,93cm.  B. 2,94cm.  C. 3,39cm.  D. 1,49cm.  
Lời giải 

Chọn A 

Áp dụng công thức 20.
16

3,93cm.R


    

Câu 23: Tính độ dài của cung trên đường tròn có số đo 1,5
 
và bán kính bằng 20 cm . 

A. 30cm . B. 40cm . C. 20cm . D. 60cm . 
Lời giải 

Chọn A 
Ta có 1,5.20 30R   cm. 

Câu 24: Một đường tròn có đường kính bằng 20 cm . Tính độ dài của cung trên đường tròn có số 

đo 035 (lấy 2  chữ số thập phân). 
A. 6,01cm . B. 6,11cm . C. 6,21cm . D. 6,31cm . 

Lời giải 
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Chọn B 

Cung có số đo 035  thì có số đó radian là 35 7

180 180 36

a  
   . 

Bán kính đường tròn 20
10

2
R   cm. 

Suy ra 7
.10 6,11

36
R


   cm. 

Câu 25: Tính số đo cung có độ dài của cung bằng 40

3
cm  trên đường tròn có bán kính 20 cm . 

A. 1,5 rad . B. 0,67 rad . C. 080 . D. 088 . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
40

23 0,67
20 3

R
R

      


 rad. 

Câu 26: Một cung tròn có độ dài bằng 2  lần bán kính. Số đo radian  của cung tròn đó là 
A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 4 . 

Lời giải 
Chọn B 

2
2

R
R

R R
     


 rad. 

Câu 27: Trên đường tròn bán kính R , cung tròn có độ dài bằng 1

6
 độ dài nửa đường tròn thì có 

số đo (tính bằng radian) là: 
A. / 2 . B. / 3 . C. / 4 . D. / 6 . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có 
1

6
6

R
R

R R




     


 . 

Câu 28: Một cung có độ dài 10cm , có số đo bằng radian là 2,5thì đường tròn của cung đó có bán 
kính là: 
A. 2,5cm . B. 3,5cm . C. 4cm . D. 4,5cm . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có 


    
10

4
2,5

l
l R R . 

Câu 29: Bánh xe đạp của người đi xe đạp quay được 2  vòng trong 5  giây. Hỏi trong 2  giây, bánh 
xe quay được 1 góc bao nhiêu? 

A. 8

5
.  B. 5

8
.  C. 3

5
.  D. 5

3
.  

Lời giải 
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Chọn A 

Trong 2  giây bánh xe đạp quay được 2.2 4

5 5
  vòng tức là quay được cung có độ dài là 

4
.

55

8
2 Rl R  . 

Ta có 
8

5 .
8

5

l
l

R
R

R R


       

Câu 30: Một bánh xe có 72  răng. Số đo góc mà bánh xe đã quay được khi di chuyển 10  răng là: 
A. 030 . B. 040 .  C. 050 . D. 060 .  

Lời giải 
Chọn C 

72 răng có chiều dài là 2 R  nên 10 răng có chiều dài 10.2 5

72 18

R
l R

 
  . 

Theo công thức 
5

518
18

R
l

l R
R R




       mà 0

5
180.

180 18 50a




 
   . 

Cách khác: 72  răng tương ứng với 0360  nên 10  răng tương ứng với 010.360
50

72
 . 

Câu 31: Cho góc lượng giác   0 022 30 ' 3, 60 .Ox O ky    Với giá trị k  bằng bao nhiêu thì góc 

  01822 0, 3 'Ox Oy  ? 

A. .k   B. 3.k   C. –5.k   D. 5.k   
Lời giải 

Chọn D 
Theo đề   0 0 0 01822 30' 22 30' .36, 0 1822 30' 5.Ox Oy k k       

Câu 32: Cho góc lượng giác 2
2

k


   . Tìm k  để 10 11 .     

A. 4.k   B. 5.k   C. 6.k   D. 7.k   
Lời giải 

Chọn B 

Ta có 19 21
2 5.

2 2
10 11 k k 

 
        

Câu 33: Một chiếc đồng hồ, có kim chỉ giờ OG  chỉ số 9  và kim phút OP  chỉ số12 . Số đo của góc 
lượng giác  ,OG OP  là 

A. 2 ,
2

k k


   . B. 0 0270 360 , .k k    C. 0 0270 360 ,k k 

. D. 9
2 ,

10
k k


  . 

Lời giải 
Chọn A 

Góc lượng giác  ,OG OP  chiếm 1

4
 đường tròn. Số đo là 1

.2 2
4

k  , k  . 
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Câu 34: Trên đường tròn lượng giác có điểm gốc là A . Điểm M thuộc đường tròn sao cho cung 
lượng giác AM  có số đo 045 . Gọi N  là điểm đối xứng với M  qua trục Ox , số đo cung 
lượng giác AN  bằng 
A. 045 . B. 0315 . C. 045  hoặc 0315 . D. 0 045 360 ,k k   . 

Lời giải 
Chọn D 
Vì số đo cung AM  bằng 045  nên  045AOM  , N  là điểm đối xứng với M  qua trục Ox  nên 
 045AON  . Do đó số đo cung AN  bằng 45o  nên số đo cung lượng giác AN  có số đo là 

45 360 ,o ok k   . 

Câu 35: Trên đường tròn với điểm gốc là A . Điểm M  thuộc đường tròn sao cho cung lượng giác 
AM  có số đo 060 . Gọi N  là điểm đối xứng với điểm M  qua trục Oy , số đo cung AN  là: 

A. 120o . B. 0240 . C. 0120  hoặc 0240 . D. 0 0120 360 ,k k  . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Ta có  060AOM  ,  060MON   
Nên  0120AON  . Khi đó số đo cung AN  bằng 0120 . 

Câu 36: Trên đường tròn lượng giác với điểm gốc là A . Điểm M  thuộc đường tròn sao cho cung 
lượng giác AM  có số đo 075 . Gọi N  là điểm đối xứng với điểm M  qua gốc tọa độ O , 
số đo cung lượng giác AN  bằng: 
A. 0255 . B. 0105 . C. 0105  hoặc 0255 . D. 

0 0105 360 ,k k   . 

Lời giải 
Chọn D 

 
Ta có  075AOM  ,  0180MON   
Nên cung lượng giác AN  có số đo bằng 0 0105 360 ,k k   . 
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Câu 37: Cho bốn cung (trên một đường tròn định hướng): 5
,

6


  

3


  , 25

,
3


   19

6


  . Các 

cung nào có điểm cuối trùng nhau? 
A.   và  ;   và  . B.   và  ;   và  . C. , ,   . D. , ,   . 

Lời giải 
Chọn B 
Cách 1. Ta có 4      hai cung   và   có điểm cuối trùng nhau. 

Và 8      hai cung   và   có điểm cuối trùng nhau. 

Cách 2. Gọi , , ,A B C D  là điểm cuối của các cung , , ,     

Biểu diễn các cung trên đường tròn lượng giác ta có , .B C A D   

Câu 38: Các cặp góc lượng giác sau ở trên cùng một đường tròn đơn vị, cùng tia đầu và tia cuối. 
Hãy nêu kết quả SAI trong các kết quả sau đây: 

A. 
3

  và 35

3


 . B. 

10

  và 152

5

 . C. 
3


  và 155

3

 . D. 
7

  và 281

7

 . 

Lời giải 
Chọn B 
Cặp góc lượng giác a  và b  ở trên cùng một đường tròn đơn vị, cùng tia đầu và tia cuối. 

Khi đó 2a b k   , k   hay 
2

a b
k




 . 

Dễ thấy, ở đáp án B vì 
152

30310 5
2 20

k

 




    . 

Câu 39: Trên đường tròn lượng giác gốc A , cung lượng giác nào có các điểm biểu diễn tạo thành 
tam giác đều? 

A. 2

3

k  . B. k . C. 
2

k . D. 
3

k . 

Lời giải 
Chọn A 

Tam giác đều có góc ở đỉnh là 60o  nên góc ở tâm là 120o  tương ứng 2

3

k  . 

Câu 40: Trên đường tròn lượng giác gốc A , cung lượng giác nào có các điểm biểu diễn tạo thành 
hình vuông? 

A. 
2

k . B. k . C. 2

3

k  . D. 
3

k . 

Lời giải 
Chọn A 
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Hình vuông CDEF  có góc DCE  là 45o  nên góc ở tâm là 90o  tương ứng .

2

k  

Câu 41: Cho   thuộc góc phần tư thứ nhất của đường tròn lượng giác. Hãy chọn kết quả đúng 
trong các kết quả sau đây. 
A. sin 0.   B. cos 0.   C. tan 0.   D. cot 0.   

Lời giải 

Chọn A 

  thuộc góc phần tư thứ nhất 

sin 0

cos 0

tan 0

cot 0










 

 


 

 

Câu 42: Cho   thuộc góc phần tư thứ hai của đường tròn lượng giác. Hãy chọn kết quả đúng 
trong các kết quả sau đây. 
A. sin 0;  0.cos     B. sin 0;  0.cos    

C. sin 0;  0.cos     D. sin 0;  0.cos    

Lời giải 

Chọn C 

  thuộc góc phần tư thứ hai sin 0

cos 0





  
 

 

Câu 43: Cho   thuộc góc phần tư thứ ba của đường tròn lượng giác. Khẳng định nào sau đây 
là sai ? 
A. sin 0.   B. cos 0.   C. tan 0.   D. cot 0.   

Lời giải 

Chọn A 

  thuộc góc phần tư thứ hai 

sin 0

cos 0

tan 0

cot 0










 

 


 

 

Câu 44: Cho   thuộc góc phần tư thứ tư của đường tròn lượng giác. Khẳng định nào sau đây là 
đúng ? 
A. sin 0.   B. cos 0.   C. tan 0.   D. cot 0.   



 BÀI GIẢNG TOÁN 11-CÁNH DIỀU  WEB: Toanthaycu.com 

 

 
Bản word đề và lời giải vui lòng lh Zalo: Tràn Đình Cư: 0834332133        36 

G
V

: TR
Ầ

N
 Đ

ÌN
H

 C
Ư

 – 0
8

3
4

3
3

2
1

3
3

 

Lời giải 

Chọn B 

  thuộc góc phần tư thứ hai 

sin 0

cos 0

tan 0

cot 0










 

 


 

 

Câu 45: Điểm cuối của góc lượng giác   ở góc phần tư thứ mấy nếu sin ,  cos   cùng dấu? 

A. Thứ II.   B. Thứ IV.  
C. Thứ II  hoặc IV.   D. Thứ I  hoặc III.  

Lời giải 

Chọn D 

Câu 46: Điểm cuối của góc lượng giác   ở góc phần tư thứ mấy nếu sin ,  tan   trái dấu? 

A. Thứ I.   B. Thứ II  hoặc IV.  
C. Thứ II  hoặc III.   D. Thứ I  hoặc IV.  

Lời giải 

Chọn C 

Câu 47: Điểm cuối của góc lượng giác   ở góc phần tư thứ mấy nếu 2cos 1 sin .    
A. Thứ II.  B. Thứ I  hoặc II. 
C. Thứ II  hoặc III.   D. Thứ I  hoặc IV.  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 2 2cos 1 sin cos cos cos cos cos .              

Đẳng thức cos cos cos 0       điểm cuối của góc lượng giác   ở góc phần 

tư thứ I  hoặc IV.  

Câu 48: Điểm cuối của góc lượng giác   ở góc phần tư thứ mấy nếu 2sin sin .   
A. Thứ III. B. Thứ I  hoặc III.  
C. Thứ I  hoặc II. D. Thứ III  hoặc IV.  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 2sin sin sin sin .       

Đẳng thức sin sin sin 0       điểm cuối của góc lượng giác   ở góc phần 

tư thứ I  hoặc II.  

Câu 49: Cho 5
2 .

2


    Khẳng định nào sau đây đúng? 
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A. tan 0;  cot 0.     B. tan 0;  cot 0.    

C. tan 0;  cot 0.     D. tan 0;  cot 0.    

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 5
2

2


    điểm cuối cung    thuộc góc phần tư thứ I  

tan 0
.

cot 0









 

Câu 50: Cho 0 .
2


   Khẳng định nào sau đây đúng? 

A.  sin 0.     B.  sin 0.    

C.  sin 0.     D.  sin 0.    

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 0
2 2

 
            điểm cuối cung    thuộc góc phần tư thứ 

 sin 0.III      

Câu 51: Cho 0 .
2


   Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. cot 0.
2



 
  

 
  B. cot 0.

2



 
  

 
 

C.  tan 0.     D.  tan 0.    

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
 

0 cot 0
2 2 2 2

.
3

0 tan 0
2 2

   
   

 
     

  
           


         


 

Câu 52: Cho .
2


    Giá trị lượng giác nào sau đây luôn dương? 

A.  sin .   B. cot .
2




 
 

 
 C.  cos .  D.  tan .   

Lời giải 

Chọn B 

 sin sin ;      cot sin ;
2


 

 
  

 
  cos cos ;     tan tan .     
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Do 
sin 0

cos 0
2

tan 0




  






   
 

 

Câu 53: Cho 3
.

2


    Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. 3
tan 0.

2




 
  

 
  B. 3

tan 0.
2




 
  

 
 

C. 3
tan 0.

2




 
  

 
  D. 3

tan 0.
2




 
  

 
 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 

3
sin 0

23 3 3
0 tan 0.

2 2 2 23
cos 0

2




   
   




  
  

    
           

       

 

Câu 54: Cho 
2


   . Xác định dấu của biểu thức  cos . tan .

2
M


  

 
    

 
 

A. 0.M   B. 0.M   C. 0.M   D. 0.M   

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
 

0 cos 0
2 2 2 2

0 tan 0
2 2

   
   

 
     

  
             


         


 

0.M   

Câu 55: Cho 3

2


   . Xác định dấu của biểu thức  sin .cot .

2
M


  

 
   

 
 

A. 0.M   B. 0.M   C. 0.M   D. 0.M   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
 

3 3
sin 0

2 2 2 2 2

3 5
2 cot 0

2 2

    
      

 
      

  
                   


         


 

0M  . 

Câu 56: Tính giá trị của  cos 2 1 .
4

k



 
   
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A.  
3

cos 2 1 .
4 2

k



 
     

 B.  
2

cos 2 1 .
4 2

k



 
     

 

C.  
1

cos 2 1 .
4 2

k



 
     

 D.  
3

cos 2 1 .
4 2

k



 
    

 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  
5 5

cos 2 1 cos 2 cos
4 4 4

k k
  

 
   
         

2
cos cos .

4 4 2

 

 

      
 

 

Câu 57: Tính giá trị của  cos 2 1 .
3

k



 
   

 

A.  
3

cos 2 1 .
3 2

k



 
     

 B.  
1

cos 2 1 .
3 2

k



 
    

 

C.  
1

cos 2 1 .
3 2

k



 
     

 D.  
3

cos 2 1 .
3 2

k



 
    

 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  
1

cos 2 1 cos 2 cos cos .
3 3 3 3 2

k k
   

   
     
                   

 

Câu 58: Tính giá trị biểu thức 2 2 2 2sin 10 sin 20 sin 30 ... sin 80 .O O O OP       
A. 0.P   B. 2.P   C. 4.P   D. 8.P   

Lời giải 

Chọn C 

Do 10 80 20 70 30 60 40 50 90O O O O O O O O O         nên các cung lượng giác tương 
ứng đôi một phụ nhau. Áp dụng công thức  sin 90 cosO x x  , ta được 

   
   

2 2 2 2

2 2 2 2

sin 10 cos 10 sin 20 cos 20

sin 30 cos 30 sin 40 cos 40 1 1 1 1 4.

O O O O

O O O O

P    

        
  

Câu 59: Tính giá trị biểu thức tan10 . tan 20 . tan 30 ..... tan 80 .P      
A. 0.P   B. 1.P   C. 4.P   D. 8.P   

.Lời giải 

Chọn B 

Áp dụng công thức  tan . tan 90 tan .cot 1.x x x x     

Do đó 1.P   

Câu 60: Tính giá trị biểu thức 0 0 0 0tan1 tan 2 tan 3 ... tan 89 .P   
A. 0.P   B. 1.P   C. 2.P   D. 3.P   
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Lời giải 

Chọn B 

Áp dụng công thức  tan . tan 90 tan .cot 1.x x x x     

Do đó 1.P   

Câu 61: Với góc   bất kì. Khẳng định nào sau đây đúng? 
A. sin cos 1.     B. 2 2sin cos 1.    
C. 3 3sin cos 1.     D. 4 4sin cos 1.    

Lời giải 

Chọn B 

Câu 62: Với góc   bất kì. Khẳng định nào sau đây đúng? 
A. 2 2sin 2 cos 2 1.     B. 

   2 2sin cos 1.    

C.  2 2sin cos 180 1.     D.  2 2sin cos 180 1.     

Lời giải 

Chọn C 

Ta có    2 2cos 180 cos cos 180 cos .           

Do đó  2 2 2 2sin cos 180 sin cos 1.         

Câu 63: Mệnh đề nào sau đây là sai? 

A. 1 sin 1;   1 cos 1.        B.  
sin

tan  cos 0 .
cos


 


   

C.  
cos

cot  sin 0 .
sin


 


   D.    2 2sin 2018 cos 2018 2018.    

Lời giải 

Chọn D 

Vì    2 2sin 2018 cos 2018 1.    

Câu 64: Mệnh đề nào sau đây là sai? 

A. 2

2

1
1 tan .

sin



    B. 2

2

1
1 cot .

cos



   

C. tan cot 2.     D. tan .cot 1.    

Lời giải 

Chọn C 

Câu 65: Để tan x  có nghĩa khi 

A. .
2

x


   B. 0.x   C. .
2

x k


   D. .x k  
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Lời giải 

Chọn C 

Câu 66: Điều kiện trong đẳng thức tan .cot 1    là 

A. ,  .
2

k k


     B. ,  .
2

k k


     

C. ,  .k k     D. 2 ,  .
2

k k


     

Lời giải 

Chọn D 

cot
2018

x
 

 
 

 có nghĩa khi .
2018 2018

x k x k
 

       

Câu 67: Điều kiện để biểu thức tan cot
3 6

P
 

 
   

      
   

 xác định là 

A. 2 , .
6

k k


      B. 2
, .

3
k k


     

C. , .
6

k k


      D. 2 , .
3

k k


      

Lời giải 

Chọn A 

Ta có sin cos
tan .cot 1 . 1

cos sin

 
 

 
   . 

Đẳng thức xác định khi  
cos 0

, .2
sin 0 2

k
k k

k


   




 


   
    

  

  

Câu 68: Mệnh đề nào sau đây đúng? 
A. 0 0sin 60 sin150 .   B. 0 0cos30 cos 60 .  
C. 0 0tan 45 tan 60 .   D. 0 0cot 60 cot 240 .  

Lời giải 

Chọn C 

Biểu thức xác định khi  3 2
.

6

6

k

k k

k

 
 


 


 


  

   
  


  

Câu 69: Mệnh đề nào sau đây đúng? 
A. tan 45 tan 46 .    B. cos142 cos143 .   
C. sin 90 13 sin 90 14 .     D. cot128 cot126 .   

Lời giải 

Chọn C 
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Dùng MTCT kiểm tra từng đáp án. 

Câu 70: Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau: 

A. cos sin .
2


 

 
  

 
  B.  sin sin .     

C. cos sin .
2


 

 
  

 
  D.    tan 2 cot 2 .     

Lời giải 

Chọn B 

Trong khoảng giá trị từ 90  đến 180 , khi giá trị góc tăng thì giá trị cos của góc tương 
ứng giảm. 

Câu 71: Với mọi số thực  , ta có 9
sin

2




 
 

 
 bằng 

A. sin .  B. cos .  C. sin .  D. cos .  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 9
sin sin 4 sin cos .

2 2 2

  
    

     
           

     
 

Câu 72: Cho 1
cos

3
  . Khi đó 3

sin
2



 
 

 
 bằng 

A. 2
.

3
  B. 1

.
3
  C. 1

.
3

 D. 2
.

3
 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 3 1
sin sin 2 sin cos .

2 2 2 3

  
    
     
            

     
 

Câu 73: Với mọi    thì  tan 2017   bằng 

A. tan .  B. cot .  C. tan .  D. cot .  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  tan 2017 tan .     

Câu 74: Đơn giản biểu thức cos sin( )
2

A


  
 

    
 

, ta được 

A. cos sin .A     B. 2sin .A   C. sin cos .A    D. 0.A   

Lời giải 

Chọn D 
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Ta có    cos sin cos sin sin sin 0.
2 2

A
 

       
   

             
   

 

Câu 75: Rút gọn biểu thức    cos sin sin cos
2 2

S x x x x
 

 
   

        
   

 ta được 

A. 0.S   B. 2 2sin cos .S x x   C. 2sin cos .S x x  D. 1.S   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có    cos .sin sin .cos
2 2

S x x x x
 

 
   

        
   

 

  2 2sin .sin cos . cos sin cos 1.x x x x x x       

Câu 76: Cho    sin .cosP        và sin .cos .
2 2

Q
 

 
   

     
   

 Mệnh đề nào dưới đây là 

đúng? 
A. 0.P Q   B. 1.P Q    C. 1.P Q   D. 2.P Q   

Lời giải 

Chọn A 

Ta có      sin .cos sin . cos sin . .P cos               

Và  sin .cos cos . sin sin .cos .
2 2

Q
 

     
   

         
   

 

Khi đó sin .cos sin .cos 0.P Q         

Câu 77: Biểu thức lượng giác    
2 2

3
sin sin 10 cos cos 8

2 2
x x x x

 
 

      
            

      
 có giá 

trị bằng? 

A. 1.  B. 2. C. 1
.

2
 D. 3

.
4

 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có sin cos ;
2

x x
 
  

 
  sin 10 sin .x x    

Và 3
cos cos 2 cos sin ;

2 2 2
x x x x

  


     
            

     
  cos 8 cos .x x    

Khi đó    
2 2

3
sin sin 10 cos cos 8

2 2
x x x x

 
 

      
            

      
 

   
2 2

cos sin cos sinx x x x     

2 2 2 2cos 2.sin .cos sin cos 2.sin .cos sin 2.x x x x x x x x        
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Câu 78: Giá trị biểu thức  
2 2

17 7 13
tan tan cot cot 7

4 2 4
P x x

  


    
             

 bằng 

A. 
2

1
.

sin x
 B. 

2

1
.

cos x
 C. 

2

2
.

sin x
 D. 

2

2
.

cos x
 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 17
tan tan 4 tan 1

4 4 4

  


 
    

 
 và 7

tan cot .
2

x x
 
  

 
 

Và  
13

cot cot 3 cot 1; cot 7 cot .
4 4 4

x x
  

 
 

       
 

 

Suy ra    
2 2 2

2

2
1 cot 1 cot 2 2 cot .

sin
P x x x

x
        

Câu 79: Biết rằng 13
sin sin sin

2 2 2
x x

     
      

   
 thì giá trị đúng của cos x  là 

A. 1.  B. 1.  C. 1
.

2
 D. 1

.
2
  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có sin sin cos
2 2

x x x
    
        

   
 và sin cos .

2
x x

 
  

 
 

Kết hợp với giá trị 13
sin sin 6 sin 1.

2 2 2

  


 
    

 
 

Suy ra 13 1
sin sin sin cos 1 cos cos .

2 2 2 2
x x x x x

     
            

   
 

Câu 80: Nếu    cot1, 25. tan 4 1, 25 sin . 6 0
2

x cos x


 
 

     
 

 thì tan x  bằng 

A. 1.  B. 1.  C. 0.  D. Một giá trị khác. 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  tan 4 1,25 tan1, 25    suy ra cot1,25.tan1, 25 1  

Và    sin cos ; cos 6 cos 6 cos .
2

x x x x x


 
 
      

 
 

Khi đó     2cot1, 25. tan 4 1, 25 sin . 6 1 cos 0 sin 0.
2

x cos x x x


 
 

         
 

 

Mặt khác sin
tan tan 0.

cos

x
x x

x
    

Câu 81: Biết , ,A B C  là các góc của tam giác ,ABC mệnh đề nào sau đây đúng: 



 BÀI GIẢNG TOÁN 11-CÁNH DIỀU  WEB: Toanthaycu.com 

 

 
Bản word đề và lời giải vui lòng lh Zalo: Tràn Đình Cư: 0834332133        45 

G
V

: TR
Ầ

N
 Đ

ÌN
H

 C
Ư

 – 0
8

3
4

3
3

2
1

3
3

 

A.  sin sin .A C B     B.  cos cos .A C B    

C.  tan tan .A C B    D.  cot cot .A C B   

Lời giải 

Chọn B 

Vì , ,A B C  là ba góc của một tam giác suy ra .A C B    

Khi đó        sin sin sin ;cos cos cos .A C B B A C B B           

       tan tan tan ;cot cot cot .A C B B A C B B            

Câu 82: Biết , ,A B C  là các góc của tam giác ,ABC  khi đó 

A.  sin sin .C A B     B.  cos cos .C A B   

C.  tan tan .C A B    D.  cot cot .C A B   

Lời giải 

Chọn D 

Vì , ,A B C  là các góc của tam giác ABC  nên  180 .oC A B    

Do đó C  và A B  là 2 góc bù nhau    sin sin ; cos cos .C A B C A B       

Và    tan tan ; cot cot .C A B C A B      

Câu 83: Cho tam giác ABC . Khẳng định nào sau đây là sai? 

A. sin cos .
2 2

A C B
   B. cos sin .

2 2

A C B
  

C.  sin sin .A B C    D.  cos cos .A B C   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có A B C A B C         

Do đó    cos cos cos .A B C C      

Câu 84: ,A B C  là ba góc của một tam giác. Hãy tìm hệ thức sai: 

A.  sin sin 2 .A A B C     B. 3
sin cos .

2

A B C
A

 
   

C. 3
cos sin .

2

A B C
C

 
  D.  sin sin 2 .C A B C    

Lời giải 

Chọn D 

, ,A B C  là ba góc của một tam giác   0 0180 180 .A B C A B C        

Ta có      0 0sin 2 sin 180 2 sin 180 sin .A B C C C C C          
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Câu 85: Cho góc   thỏa mãn 12
sin

13
   và 

2


   . Tính cos .  

A. 1
cos .

13
   B. 5

cos .
13

   C. 5
cos .

13
    D. 1

cos .
13

    

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 

2 5
cos 1 sin

513
cos .

13

2

 



 


    

  
  


 

Câu 86: Cho góc   thỏa mãn 5
cos

3
    và 3

2


   . Tính tan .  

A. 3
tan .

5
    B. 2

tan .
5

   C. 4
tan .

5
    D. 2

tan .
5

    

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 

2 2
sin 1 cos

2 23
tan .

3 3 cos 5

2

sin
sin

 


 
 

 


    

     
  


 

Câu 87: Cho góc   thỏa mãn 4
tan

3
    và 2017 2019

2 2

 
  . Tính sin .  

A. 3
sin .

5
    B. 3

sin .
5

   C. 4
sin .

5
    D. 4

sin .
5

   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 

2

2

2 2

1 4 1
1 tan 1

cos 3 cos
2017 2019 3

504.2 504.2
2 2 2 2


 

      

            
        

 

3
cos

5
   . Mà sin 4 sin 4

tan sin
3cos 3 5
5

 
 


     



. 

Câu 88: Cho góc   thỏa mãn 12
cos

13
    và .

2


    Tính tan .  

A. 12
tan .

5
    B. 5

tan .
12

   C. 5
tan .

12
    D. 12

tan .
5

   

Lời giải 

Chọn C 



 BÀI GIẢNG TOÁN 11-CÁNH DIỀU  WEB: Toanthaycu.com 

 

 
Bản word đề và lời giải vui lòng lh Zalo: Tràn Đình Cư: 0834332133        47 

G
V

: TR
Ầ

N
 Đ

ÌN
H

 C
Ư

 – 0
8

3
4

3
3

2
1

3
3

 

Ta có 

2 5
sin 1 cos

5 sin 513
tan .

13 cos 12
.

2

sin

 


 
 

 


    

     
  


 

Câu 89: Cho góc   thỏa mãn tan 2   và 
o o180 270 .   Tính cos sin .P     

A. 3 5
.

5
P    B. 1 5.P    C. 3 5

.
2

P   D. 5 1
.

2
P


  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
2

2

o o

1 1 1
cos cos 1

1 tan 5 cos5
5

180 270

 
 




    
   

  

 

2
sin tan .cos

5
      . Do đó, 3 3 5

sin cos .
55

       

Câu 90: Cho góc   thỏa 3
sin

5
   và 90 180 .O O   Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. 4
cot .

5
    B. 4

cos .
5

   C. 5
tan .

4
   D. 4

cos .
5

    

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
2 4

cos 1 sin 4
cos .5

5
90 180

 


 


    

  
  

 

Câu 91: Cho góc   thỏa 3
cot

4
   và 0 90 .O O   Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. 4
cos .

5
    B. 4

cos .
5

   C. 4
sin .

5
   D. 4

sin .
5

    

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 

2

2

2

1 3 25
1 cot 1 4

sin .sin 4 16
5

0 90




 

  
          


 

 

Câu 92: Cho góc   thỏa mãn 
3

sin
5

 
 và 2


  

. Tính 2

tan
.

1 tan
P





  

A. 3.P    B. 3
.

7
P   C. 12

.
25

P   D. 12
.

25
P    

Lời giải 
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Chọn D 

Ta có 

2 4
cos 1 sin

4 35
cos tan

5 4

2

 
 


 


    

     
  


. 

Thay 3
tan

4
    vào P , ta được 12

25
P   . 

Câu 93: Cho góc   thỏa 1
sin

3
   và 0 090 180  . Tính 2 tan 3cot 1

.
tan cot

P
 

 

 



 

A. 19 2 2
.

9
P


  B. 19 2 2

.
9

P


  C. 26 2 2
.

9
P


  D. 26 2 2

.
9

P


  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
2

0 0

22 2
tancos 1 sin 2 2

cos 43
3

90 180 cot 2 2

 


 


      

    
     

. 

Thay 
2

tan
4

cot 2 2






 


  

 vào P , ta được 26 2 2

9
P


 . 

Câu 94: Cho góc   thỏa mãn  
1

sin
3

     và 
2


   . Tính 7

tan
2

P



 

  
 

. 

A. 2 2.P   B. 2 2.P    C. 2
.

4
P   D. 2

.
4

P    

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 7 cos
tan tan 3 tan cot

2 2 2 sin
P

   
    



     
             

     
. 

Theo giả thiết:  
1 1 1

sin sin sin
3 3 3

            . 

Ta có 
2 2 2

cos 1 sin
2 23 cos 2 2.

3

2

P
 




 


    

     
  


 

Câu 95: Cho góc   thỏa mãn 3
cos

5
   và 0

2


   . Tính 5 3tan 6 4cot .P a a     

A. 4.P   B. 4.P    C. 6.P   D. 6.P    

Lời giải 

Chọn A 
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Ta có 

2 4 4
sin 1 cos tan

45 3
sin

35
0 cot

2 4

  



 

 
        

    
     
  

. 

Thay 

4
tan

3

3
cot

4






 


  


 vào P , ta được 4P  . 

Câu 96: Cho góc   thỏa mãn 3
cos

5
   và 

4 2

 
  . Tính 2tan 2 tan 1P     . 

A. 1
.

3
P    B. 1

.
3

P   C. 7
.

3
P   D. 7

.
3

P    

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  
2

tan 1 tan 1P      . Vì tan 1 tan 1.
4 2

P
 

          

Theo giả thiết: 

2 4
sin 1 cos

4 4 15
sin tan .

5 3 3

4 2

P

 
 

 



    

     
  


 

Câu 97: Cho góc   thỏa mãn 2
2


    và tan 1

4



 
  

 
. Tính cos sin

6
P


 
 

   
 

. 

A. 3
.

2
P   B. 6 3 2

.
4

P


  C. 3
.

2
P   D. 6 3 2

.
4

P


  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 

3 9
2

2 4 4 4 5
.

4 4
tan 1

4

   
  

 
  





     

    
      

 

Thay    vào P , ta được 3

2
P   . 

Câu 98: Cho góc   thỏa mãn 2
2


    và cot 3

3



 
   

 
. Tính giá trị của biểu thức 

sin cos
6

P


 
 

   
 

. 

A. 3
.

2
P   B. 1.P   C. 1.P    D. 3

.
2

P    

Lời giải 
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Chọn D 

Ta có 

5 7
2

2 6 3 3 11 3
.

3 6 2
cot 3

3

   
  

  
 





     

    
       

 

Thay 3

2


   vào P , ta được 3

2
P   . 

Câu 99: Cho góc   thỏa mãn 4
tan

3
    và 

2


   . Tính 

2

2

sin cos
.

sin cos
P

 

 





 

A. 30
.

11
P   B. 31

.
11

P   C. 32
.

11
P   D. 34

.
11

P   

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 

2

2

1 9 3
cos cos

31 tan 25 5
cos

5

2

 
 


 


     

  
  


 

4
sin tan .cos

5
     . 

Thay 4
sin

5
   và 3

cos
5

    vào P , ta được 31
.

11
P   

Câu 100: Cho góc   thỏa mãn tan 2.   Tính 3sin 2cos
.

5cos 7sin
P

 

 





 

A. 4
.

9
P    B. 4

.
9

P   C. 4
.

19
P    D. 4

.
19

P   

Lời giải 

Chọn D 

Chia cả tử và mẫu của P  cho cos  ta được 3 tan 2 3.2 2 4
.

5 7 tan 5 7.2 19
P





 
  
 

 

Câu 101: Cho góc   thỏa mãn 1
.

3
cot   Tính 3sin 4 cos

.
2sin 5cos

P
 

 





 

A. 15
.

13
P    B. 15

.
13

P   C. 13.P    D. 13.P   

Lời giải 

Chọn D 

Chia cả tử và mẫu của P  cho sin  ta được 

1
3 4.

3 4cot 3 13
12 5cot 2 5.
3

P







  
 

. 
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Câu 102: Cho góc   thỏa mãn 2.tan   Tính 
2 2

2 2

2sin 3sin .cos 4 cos
.

5sin 6 cos
P

   

 

 



 

A. 9

13
P    B. 9

65
P    C. 9

65
P     D. 24

29
P    

Lời giải 

Chọn A 

Chia cả tử và mẫu của P  cho 2cos   ta được 
2 2

2 2

2 tan 3tan 4 2.2 3.2 4 9
.

5 tan 6 5.2 6 13
P

 



   
  

 
 

Câu 103: Cho góc   thỏa mãn 
1

.
2

tan   Tính 
2 2

2 2

2sin 3sin .cos 4cos
.

5cos sin
P

   

 

 



 

A. 8

13
P     B. 2

19
P   C. 2

19
P     D. 8

19
P     

Lời giải 

Chọn D 

Chia cả tử và mẫu của P  cho 2cos   ta được 
2

2

22

1 1
2. 3. 4

2 tan 3tan 4 82 2

5 tan 191
5

2

P
 



 
        

  
  
 

. 

Câu 104: Cho góc   thỏa mãn 5.tan   Tính 4 4sin cos .P     

A. 9

13
P    B. 10

13
P   C. 11

13
P    D. 12

13
P   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có    2 2 2 2 2 2sin cos . sin cos sin cos .P             *  

Chia hai vế của  *  cho 2cos   ta được 
2

2 2

sin
1

cos cos

P 

 
   

 
2 2

2 2

2 2

tan 1 5 1 12
1 tan 1 .

1 1 5 13
P tan P

tan


 



 
       

 
 

Câu 105: Cho góc   thỏa mãn 5
sin cos .

4
    Tính sin .cos .P    

A. 9

16
P   B. 9

32
P    C. 9

8
P    D. 1

8
P    

Lời giải 

Chọn B 
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Từ giả thiết, ta có  
2 25 25

sin cos 1 2sin .cos
16 16

         

9
sin .cos .

32
P      

Câu 106: Cho góc   thỏa mãn 12
sin cos

25
    và sin cos 0.    Tính 

3 3sin cos .P     

A. 91

125
P    B. 49

25
P    C. 7

5
P    D. 1

9
P    

Lời giải 

Chọn C 

Áp dụng    
33 3 3a b a b ab a b     , ta có 

   
33 3sin cos sin cos 3sin cos sin cos .P               

Ta có  
2 2 2 24 49

sin cos sin 2sin cos cos 1
25 25

            . 

Vì sin cos 0    nên ta chọn 7
sin cos

5
   . 

Thay 

7
sin cos

5

12
sin cos

25

 

 


 


 


 vào P , ta được 
3

7 12 7 91
3. . .

5 25 5 125
P
 
   
 

 

Câu 107: Cho góc   thỏa mãn 0
4


   và 5

sin cos
2

   . Tính sin cos .P     

A. 3
.

2
P   B. 1

2
P    C. 1

2
P     D. 3

.
2

P    

Lời giải 

Chọn D 

Ta có      2 2 2 2sin cos sin cos 2 sin cos 2           . 

Suy ra    
2 2 5 3

sin cos 2 sin cos 2
4 4

          . 

Do 0
4


   suy ra sin cos   nên sin cos 0   . Vậy 3

.
2

P    

Câu 108: Cho góc   thỏa mãn sin cos .m   . Tính sin cos .P     

A. 2 .P m   B. 22 .P m   C. 2 2.P m   D. 22 .P m   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có      2 2 2 2sin cos sin cos 2 sin cos 2           . 
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Suy ra    
2 2 2sin cos 2 sin cos 2 m         2sin cos 2 .P m       

Câu 109: Cho góc   thỏa mãn tan cot 2.    Tính 
2 2tan cot .P     

A. 1.P   B. 2.P   C. 3.P   D. 4.P   

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  
22 2 2tan cot tan cot 2 tan .cot 2 2.1 2.P               

Câu 110: Cho góc   thỏa mãn tan cot 5.    Tính 
3 3tan cot .P     

A. 100.P   B. 110.P   C. 112.P   D. 115.P   

Lời giải 

Chọn B 

Ta có    
33 3tan cot tan cot 3 tan cot tan cotP               35 3.5 110   . 

Câu 111: Cho góc   thỏa mãn 2
sin cos .

2
    Tính 

2 2tan cot .P     

A. 12.P   B. 14.P   C. 16.P   D. 18.P   

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  
22 1 1

sin cos sin cos sin cos .
2 2 4

              

Khi đó 
2 2 4 4

2 2 2 2

sin cos sin cos

cos sin sin .cos
P

   

   


  

   

 

2 22 2 2 2

22 2

sin cos 2sin .cos 1 2 sin cos
14.

sin .cos sin cos

     

   

  
    

Câu 112: Cho góc   thỏa mãn 
2


    và tan cot 1   . Tính tan cot .P     

A. 1.P   B. 1.P    C. 5.P    D. 5.P   

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 

1
tan cot 1 tan 1

tan
  


     2 1 5

tan tan 1 0 tan .
2

  


       

Do 
2


    suy ra tan 0   nên 1 5 1 2

tan cot .
2 tan 1 5

 



   


 

Thay 1 5
tan

2



  và 2

cot
1 5

 


 vào P , ta được 1 5 2
5.

2 1 5
P


   


 



 BÀI GIẢNG TOÁN 11-CÁNH DIỀU  WEB: Toanthaycu.com 

 

 
Bản word đề và lời giải vui lòng lh Zalo: Tràn Đình Cư: 0834332133        54 

G
V

: TR
Ầ

N
 Đ

ÌN
H

 C
Ư

 – 0
8

3
4

3
3

2
1

3
3

 

Câu 113: Cho góc   thỏa mãn 3cos 2sin 2    và sin 0  . Tính sin .  

A. 5
sin .

13
    B. 7

sin .
13

    C. 9
sin .

13
    D. 12

sin .
13

    

Lời giải 

Chọn A 

Ta có  
2

3cos 2sin 2 3cos 2sin 4         

 

2 2 29cos 12cos .sin 4sin 4 5cos 12cos .sin 0

cos 0
cos 5cos 12sin 0 .

5cos 12sin 0

      


  

 

      


      

 

• cos 0  sin 1  : loại (vì sin 0  ). 

• 5cos 12sin 0   , ta có hệ phương trình 

5
sin

5cos 12sin 0 13
.

3cos 2sin 2 12
cos

13


 

 



   

 
   



 

Câu 114: Cho góc   thỏa mãn 
3

2


    và sin 2cos 1   . Tính 2 tan cot .P     

A. 1
.

2
P   B. 1

.
4

P   C. 1
.

6
P   D. 1

.
8

P   

Lời giải 

Chọn C 

Với 3

2


    suy ra 

sin 0

cos 0









. 

Ta có  
2 2

2 2

sin 2cos 1
1 2cos cos 1

sin cos 1

 
 

 

 
   

 
 

 
2

cos 0 

5cos 4cos 0 4
cos

5

loaii

 


 
      



. 

Từ hệ thức 2 2sin cos 1   , suy ra 3
sin

5
    (do sin 0  ) sin 3

tan
cos 4





    

và cos 4
cot .

sin 3





   

Thay 3
tan

4
  và 4

cot
3

  vào P , ta được 1
.

6
P   

Câu 115: Rút gọn biểu thức    
2 2

sin cos sin cos .M x x x x     

A. 1.M   B. 2.M   C. 4.M   D. 4sin .cos .M x x  

Lời giải 

Chọn B 
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Ta có 
 

 

2 2 2

2 2 2

sin cos sin cos 2sin .cos 1 2sin .cos

sin cos sin cos 2sin .cos 1 2sin .cos

x x x x x x x x

x x x x x x x x

      


     

 

Suy ra 2.M   

Câu 116: Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. 4 4 1 3
sin cos cos 4 .

4 4
x x x    B. 4 4 5 3

sin cos cos 4 .
8 8

x x x    

C. 4 4 3 1
sin cos cos 4 .

4 4
x x x    D. 4 4 1 1

sin cos cos 4 .
2 2

x x x    

Lời giải 

Chọn C 

Ta có    
2 24 4 2 2 2 2 2 2sin cos sin 2.sin .cos cos 2.sin .cosx x x x x x x x      

   
2 22 2 21 1 1 1 cos 4 3 1

sin cos 2.sin .cos 1 sin 2 1 . cos 4 .
2 2 2 2 4 4

x
x x x x x x


          

Câu 117: Mệnh đề nào sau đây là đúng? 
A. 4 4 2sin cos 1 2cos .x x x    B. 4 4 2 2sin cos 1 2sin cos .x x x x    
C. 4 4 2sin cos 1 2sin .x x x    D. 4 4 2sin cos 2cos 1.x x x    

Lời giải 

Chọn A 

Ta có       
2 24 4 2 2 2 2 2 2sin cos sin cos sin cos sin cosx x x x x x x x       

 2 2 2 2 2sin cos 1 cos cos 1 2cos .x x x x x        

Câu 118: Rút gọn biểu thức 6 6sin cos .M x x   
A. 2 21 3sin cos .M x x   B. 21 3sin .M x   

C. 23
1 sin 2 .

2
M x    D. 23

1 sin 2 .
4

M x   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có    
3 3

6 6 2 2sin cos sin cosM x x x x     

   
3

2 2 2 2 2 2 2 2 23
sin cos 3sin cos sin cos 1 3sin cos 1 sin 2 .

4
x x x x x x x x x         

Câu 119: Rút gọn biểu thức 2 2tan sin .M x x   
A. 2tan .M x  B. 2sin .M x  C. 2 2tan .sin  .M x x  D. 1.M   

Lời giải 

Chọn C 
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Ta có 
2

2 2 2 2 2 2

2 2

sin 1
tan sin sin sin 1 sin .tan .

cos cos

x
M x x x x x x

x x

 
       

 
 

Câu 120: Rút gọn biểu thức 2 2cot cos .M x x   
A. 2cot .M x  B. 2cos .M x  
C. 1.M   D. 2 2cot .cos .M x x  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
2

2 2 2 2 2 2

2 2

cos 1
cot cos cos cos 1 cos .cot .

sin sin

x
M x x x x x x

x x

 
       

 
 

Câu 121: Rút gọn biểu thức    2 2 21sin cot 1cot .M x x x   

A. 2sin .M x  B. 2cos .M x  C. 2sin .M x  D. 2cos .M x  

Lời giải 

Chọn A 

Ta biến đổi:    2 2 2 2 2cot cos 1 cot 1 cos sin .M x x x x x        

Câu 122: Rút gọn biểu thức 2 2 2 2 2sin tan 4sin tan 3cos .M          
A. 21 sin .M    B. sin .M   C. 2sin .M   D. 3.M   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có  2 2 2 2tan sin 1 4sin 3cosM         

 2 2 2 2tan cos 4sin 3cos        

 2 2 2 2 2sin 4sin 3cos 3 sin cos 3.            

Câu 123: Rút gọn biểu thức   4 4 2 2sin cos 1 tan cot 2 .M x x x x      

A. 4.M    B. 2.M    C. 2.M   D. 4.M   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có  
2 2

2 2

2 2

sin cos
1 2sin .cos 1 2

cos sin

x x
M x x

x x

 
     

 
 

     
4 4 2 2

2
2 2 2 2

2 2

sin cos 2sin .cos
2sin .cos 2 . sin cos 2.

sin cos

x x x x
x x x x

x x

  
       

 
 

Câu 124: Đơn giản biểu thức 4 2 2sin sin cos .P      
A. sin .P   B. sin .P   C. cos .P   D. cos .P   

Lời giải 
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Chọn A 

Ta có  4 2 2 2 2 2 2sin sin cos sin sin cos sin sin .P               

Câu 125: Đơn giản biểu thức 
2

2

1 sin
.

1 sin
P









 

A. 21 2 tan .P     B. 21 2 tan .P    
C. 21 2 tan .P      D. 21 2 tan .P     

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
2 2

2 2

2 2 2

1 sin 1 sin 1
tan 1 2 tan .

1 sin cos cos
P

 
 

  

 
     


 

Câu 126: Đơn giản biểu thức 
2

1 cos 1
.

sin 1 cos
P



 


 


 

A. 
2

2cos
.

sin
P




   B. 

2

2
.

sin
P


  C. 2

.
1 cos

P





 D. 0.P  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
2 2

1 cos 1 1 cos 1
.

sin 1 cos 1 cos 1 cos
P

 

   

 
   

  
 

   
1 cos 1 1 1

0.
1 cos 1 cos 1 cos 1 cos 1 cos



    


    
    

 

Câu 127: Đơn giản biểu thức 
2 2

2

2

1 sin cos
cos .

cos
P

 





   

A. 2tan .P   B. 1.P  C. 2cos .P   D. 2cot .P   

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 

 2 2 22 2 4

2 2

1 cos sin cos1 sin cos cos

cos cos
P

    

 

  
 

2 2
2

2 2

1 cos sin
tan .

cos cos

 


 


    

Câu 128: Đơn giản biểu thức 
22cos 1

.
sin cos

x
P

x x





 

A. cos sin .P x x    B. cos sin .P x x   
C. cos2 sin 2 .P x x    D. cos2 sin 2 .P x x   

Lời giải 

Chọn B 
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Ta có  2 2 2 2 22cos sin cos cos sin
cos sin .

sin cos sin cos

x x x x x
P x x

x x x x

  
   

 
 

Câu 129: Đơn giản biểu thức  
2

sin cos 1
.

cot sin
P

cos

 

  

 



 

A. 22 tan .P   B. 
3

sin
.

cos
P




  C. 22 cot .P   D. 

2

2
.

cos
P


  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
 

2 2 2sin cos 1 sin 2sin .cos cos 1

1cot sin cos
cos . sin

sin

P
     

  
 



    
 

  
 

 

 

2
2

2 3 2

1 2sin .cos 1 2sin .cos 2sin
2 tan .

1 sin cos cos
cos .

sin sin

    


  


 

 
   


 

Câu 130: Đơn giản biểu thức 
2

sin tan
1.

cos 1
P

 



 
   

 

A. 2.P  B. 1 tan .P    C. 
2

1
.

cos
P


  D. 

2

1
.

sin
P


  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 

1 cos 1
sin 1 sin

sin tan sincos cos
tan .

cos 1 cos 1 cos 1 cos


 

   


   

   
          

  
. 

Suy ra 2

2

1
tan 1 .

cos
P 


    

Câu 131: Đơn giản biểu thức 
21 cos

tan sin .
sin

P


 


 
  

 
 

A. 2.P  B. 2cos .P   C. 2tan .P   D. 2sin .P   

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
2 21 cos sin 1 cos

tan sin sin .
sin cos sin sin

P
  

  
   

   
       

   
 

 2 22 2 2 21 sin cos1 sin 1 cos sin 2cos
cos 2 cos .

cos cos cos cos cos

    
 

    

  
        

Câu 132: Đơn giản biểu thức 
2 2

2

cot cos sin cos
.

cotcot

x x x x
P

xx


   
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A. 1.P   B. 1.P    C. 1
.

2
P   D. 1

.
2

P    

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
2 2 2 2

2 2

2 2 2

cot cos cos sin
1 1 cos . 1 sin .

cot cot cos

x x x x
x x

x x x


       

Và 2sin .cos sin
sin .cos . sin

cot cos

x x x
x x x

x x
  . Suy ra. 2 21 sin sin 1.P x x     
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BÀI 2: CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI LƯỢNG GIÁC 

A. TÓM TẮT KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. CÔNG THỨC CỘNG  
-Trong trường hợp tổng quát, với các góc lượng giác ,  a b , ta có các công thức sau (thường 

được gọi chung là công thức cộng đối với sin): 
  s  in              o                       ( ) sin co s        s cos sin sin( ) in cos c s  sina b a b a b a b a b a b       

- Trong trường hợp tổng quát, với các góc lượng giác ,  a b ,ta có các công thức sau (thường 

được goi chung là công thức cộng đối với côsin): 
cos( ) cos cos sin sina b a b a b    cos( ) cos cos sin sina b a b a b    

- Trong trường hợp tổng quát, với các góc lượng giác ,  a b , ta có các công thức sau (thường 

được gọi chung là công thức cộng đối với tang): 
tan tan

 tan( )
1 tan tan

a b
a b

a b


 


 tan tan

tan( )
1 tan tan

a b
a b

a b


 


 

(khi các biểu thực đều có nghĩa). 
II. CÔNG THỨC NHÂN ĐÔI 
-Tổng quát, ta có các công thức sau (thường gọi là công thức nhân đôi): 

2 2

sin2 2sin cos

cos2 cos sin

a a a

a a a



 
                                                                   

2

2tan
tan2

1 tan

a
a

a



 

(khi các biếu thức đều có nghĩa) 

Nhận xét 

 2 2 2 2cos2 cos sin 2cos 1 1 2sina a a a a      . 

 2 21 cos2 1 cos2
cos ;sin

2 2

a a
a a

 
    (thường gọi là công thúc hạ bậc). 

III. CÔNG THỨC BIẾN ĐỔI TÍCH THÀNH TỔNG 

Trong trường hợp tổng quát, ta có các công thức sau (thường gọi là công thức biến đổi tích 
thành tổng): 

   

   

   

1
cos cos cos cos

2

1
sin sin cos cos

2

1
sin cos sin sin

2

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

     

      

     

 

 

IV. CÔNG THỨC BIẾN ĐỔI TỔNG THÀNH TÍCH 

Trong trường hợp tổng quát, ta có các công thức sau (thường gọi là công thức biến đổi tổng 
thành tích): 
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cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

u v u v
u v

u v u v
u v

 
 

 
  

 
sin sin 2sin cos

2 2

sin sin 2cos sin
2 2

u v u v
u v

u v u v
u v

 
 

 
 

 

 

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 
 

Dạng 1: Sử dụng công thức cộng  

1. Phương pháp giải. 
  cos cos cos sin sina b a b a b    

  cos cos cos sin sina b a b a b    

  sin sin cos cos sina b a b a b    

  sin sin cos cos sina b a b a b    

  
tan tan

tan
1 tan tan

a b
a b

a b


 


 

  
tan tan

tan
1 tan tan

a b
a b

a b


 


 

 2. Các ví dụ minh họa. 

Ví dụ 1:  Biết 1
sin ,0

2 2
x x


   . Hãy tính giá trị lượng giác cos

4
x
 
 

 
. 

Lời giải 

Vì 0
2

x


   nên điểm ngọn cung thuộc góc phần tư thứ I 3
cos 0 cos

2
x x    . 

Ta có cos cos .cos sin .sin
4 4 4

x x x
   
   

 

2 2
cos sin

2 2
x x 

2 3 2 1 6 2
. .

2 2 2 2 4


   . 

Ví dụ 2: Biết 12 3
cos ,

13 2
x x


     . Tính giá trị lượng giác sin

3
x

 
 

 
  

Lời giải 

Vì 3

2
x


    nên điểm ngọn cung thuộc góc phần tư thứ III sin 0x   

2

2 12 5
sin 1 cos 1

13 13
x x

 
         

 
. 

Ta có 3 12 1 5 5 12 3
sin sin cos cos sin . .

3 3 3 2 13 2 13 26
x x x

      
      

 
. 
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Ví dụ 3: Rút gọn biểu thức        sin 14 sin 74 sin 76 sin 16A x x x x            

Hướng dẫn giải 

Ta có        sin 14 cos 16 sin 76 sin 16A x x x x       

       sin 14 cos 16 cos 14 sin 16x x x x       

 
1

sin 14 16 sin 30
2

x x         . 

Ví dụ 4: Rút gọn biểu thức      sin sin sin

cos .cos cos .cos cos .cos

a b b c c a
A

a b b c c a

  
     

Hướng dẫn giải 

Ta có 

sin .cos sin .cos sin .cos sin .cos sin .cos sin .cos

cos .cos cos .cos cos .cos

a b b a b c c b c a a c
A

a b b c c a

  
    

sin .cosa b


cos .cosa b

sin .cosb a


cosa

sin .cos

.cos

b c

b


cos .cosb c

sin .cosc b


cosb

sin . cos

.cos

c a

c


cos . cosc a

sin . cosa c


cosc .cosa
  

tan a tan b tan b tan c tan c tan a 0 . 

Ví dụ 5: Không dùng MTCT, tính các giá trị lượng giác sau: 0cos 795
7

, tan
12

  .  

Lời giải 

* Tính 0cos 795  

 Vì 0 0 0 0 0 0795 75 2.360 30 45 2.360      nên 

0 0 0 0 0 0 3 2 1 2 6 2
cos 795 cos 75 cos30 cos 45 sin 30 sin 45 . .

2 2 2 2 4


       

* Tính 7
tan

12

  

tan tan
7 3 13 4tan tan 2 3
12 3 4 1 31 tan tan

3 4

 
  

 


 

       
  

 

Ví dụ 6: Tính giá trị biểu thức lượng giác sau:   

a) 0 0sin 22 30 cos 202 30A    

b) 44sin 2cos
16 8

B
 

                                             

Lời giải 

a) 0 0sin 22 30 cos 202 30A    
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 Cách 1: Ta có  0 0 0 0cos 202 30 cos 180 22 30 cos 22 30       

Do đó 0 0 01 2
sin 22 30 cos 22 30 sin 45

2 4
A         

Cách 2:      0 0 0 0 0 01 1
sin 22 30 202 30 sin 22 30 202 30 sin 225 sin 180

2 2
A                

 

 0 0 0 01 1 2
sin 180 45 sin180 sin 45

2 2 4
        

 

 

b) 
22

22sin 2cos 1 cos 2. 2cos
16 8 16 8

B
       

        
    

 

         2

2
1 cos 1

6 24 21 2cos cos 2cos 1 1
8 8 8 2 2 4


    


          

Ví dụ 7: Tính giá trị biểu thức lượng giác sau: 

a) 
0 0

1 1

cos 290 3 sin 250
A      b)    0 01 tan 20 1 tan 25B                                    

c) 0 0 0 0tan 9 tan 27 tan 63 tan 81C                        d) 2 2 2 2
sin sin sin sin

9 9 9 9
D

   
    

Lời giải 

a) Ta có    0 0 0 0 0 0 0cos 290 cos 180 90 20 cos 90 20 sin 20        

   0 0 0 0 0 0 0sin 250 sin 180 90 20 sin 90 20 cos 20         

0 0
0 0

0 0 0 0 0 0

3 1
cos 20 sin 20

1 1 3 sin 20 sin 20 2 24
sin 20 3 cos 20 3 sin 20 .cos 20 3.2.sin 20 .cos 20

C



     

     
0 0 0 0 0

0 0

sin 60 cos 20 cos60 sin 20 4sin 40 4 3
4

33 sin 40 3 sin 40


    

b) Cách 1: Ta có 
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

sin 20 sin 25 sin 20 cos 20 sin 25 cos 25
1 1 .

cos 20 cos 25 cos 20 cos 25
B
    
     
  

 

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

sin 20 cos 45 cos 20 sin 45 sin 25 cos 45 cos 25 sin 45
2. . 2.

cos 20 cos 25

 
  

0 0

0 0

sin 65 sin 70
2 2

cos 20 cos 25
   

Cách 2: Ta có  
0 0

0 0 0

0 0

tan 20 tan 25
tan 45 tan 20 50

1 tan 20 tan 25


  


 

Suy ra 
0 0

0 0 0 0

0 0

tan 20 tan 25
1 tan 20 tan 25 tan 20 tan 25 1

1 tan 20 tan 25


    

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  0 01 tan 20 1 tan 25 2    . 

Vậy 2B   

c)  0 0 0 0tan 9 tan 81 tan 27 tan 63C      

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

sin 9 cos81 sin81 cos9 sin 27 cos 63 sin 63 cos 27

cos9 cos81 cos 27 cos 63

 
   

 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

2 sin 54 sin181 1 2 2

cos9 sin 9 cos 27 sin 27 sin18 sin 54 sin18 sin 54


      

0 0

0 0

4cos36 .sin18
4

sin18 .sin 54
   

d) 
2

2 2 2 2 2 2
sin sin sin sin sin sin sin sin

9 9 9 9 9 9 9 9
D

        
      

 
 

         

2

21 1 1
2sin cos cos cos cos cos

6 18 2 3 9 18 2 2 9

1 cos
1 1 39 cos

2 2 2 9 4

     




     
          
     


 

    
 

 

Lưu ý: Biến đổi sau thường xuyên được sử dụng 

 
1 3

sin 3 cos 2 sin cos 2sin( )
2 2 3

x x x x x
 

     
 

 

 
3 1

3 sin cos 2 sin cos 2sin( )
2 2 6

x x x x x
 

     
 

 

 
1 1

sin cos 2 sin cos 2 sin( )
42 2

x x x x x
 

     
 

. 

Ví dụ 8: Tính giá trị biểu thức lượng giác sau: 

a) sin cos .cos .cos
32 32 16 8

A
   

      

b) sin10 .sin 30 .sin 50 .sin 70o o o oB      

c) 3
cos cos

5 5
C

 
       

d) 2 2 22 3
cos cos cos

7 7 7
D

  
    

Lời giải 

a) 1 1 1 1 2
2sin cos .cos .cos sin .cos .cos sin .cos sin

2 32 32 16 8 2 16 16 8 4 8 8 8 4 16
A

          
     
 

 

b) Ta có 0 01
cos 20 cos 40 cos80

2
oB   do đó  
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0 0 0 016 sin 20 . 8sin 20 cos 20 cos 40 cos80oB   

                    
0 0

0 0 0

4sin 40 cos 40 cos80

2sin80 cos80 sin160

o

 
 

Suy ra 
0

0

sin160 1

16sin 20 16
B   . 

c) Ta có 2
2cos cos

5 5
C

 
 . Vì sin 0

5


  nên 

2 2 2 4
2sin . 4sin cos cos 2sin cos sin

5 5 5 5 5 5 5
C

      
    

Suy ra 1

2
C   

c) 

2 4 6
1 cos 1 cos 1 cos

3 1 2 4 67 7 7 cos cos cos
2 2 2 2 2 7 7 7

D

  
    

 
       

 
 

Xét 2 4 6
cos cos cos

7 7 7
T

  
   , vì sin 0

7


  nên 

2 4 6
2sin 2sin cos 2sin cos 2sin cos

7 7 7 7 7 7 7

3 5 3 5
sin sin sin sin sin sin

7 7 7 7 7

sin
7

T
      

    




  

     
          
     

 

Suy ra 1

2
T   . 

Vậy 3 1 1 5
.

2 2 2 4
D

 
    

 
. 

Ví dụ 9: Cho ,   thoả mãn 2
sin sin

2
    và 6

cos cos
2

   . Tính  cos    và 

 sin   . 

Lời giải 

 Ta có 2 22 1
sin sin sin sin 2sin sin

2 2
            (1) 

2 26 3
cos cos cos cos 2cos cos

2 2
            (2) 

Cộng vế với vế của (1) và (2) ta được  

   

2 2 2 2sin sin cos cos 2sin sin 2cos cos 2

2 2 sin sin cos cos 2 2cos 0

       

     

     

      
 

Vậy  cos 0    

 Từ giả thiết ta có    
2 6

sin sin cos cos .
2 2

       
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   

3
sin cos sin cos sin cos sin cos

2

1 3
sin 2 sin 2 sin

2 2

       

   

    

    

  

Mặt khác    sin 2 sin 2 2sin cos 0           (Do  cos 0    ) 

Suy ra  
3

sin
2

    

Dạng 2: Sử dụng công thức nhân đôi và công thức hạ bậc 

1. Phương pháp 
 sin 2 2sin cosa a a  

 2 2 2 2cos 2 cos sin 2 cos 1 1 2 sina a a a a       

 
2

2 tan
tan 2

1 tan

a
a

a



 

2. Các ví dụ minh họa. 

Ví dụ 1: Không dùng máy tính. Hãy tính tan
8

  

Lời giải 

Ta có 
2

2 tan
81 tan tan 2.

4 8 1 tan
8


 


 

   
  

 suy ra 2 21 tan 2 tan tan 2 tan 1 0
8 8 8 8

   
       

tan 1 2
8


     hoặc tan 1 2

8


    

Do tan 0
8


  nên tan 1 2

8


    

Nhận xét: Bài này có thể yêu cầu tính 5
cot

8

 . Lúc đó: 5
cot cot tan

8 2 8 8

    
    

 
 

Ví dụ 2: Chứng minh các biểu thức sau : 

a) 4 4 3 cos 4
sin cos

4 4


     

b) 6 6 5 3
sin cos cos 4

8 8
      

Lời giải 

a) Ta có  
2

4 4 2 2 2 2 21
sin cos sin cos 2sin cos 1 sin 2

2
             

1 cos 4 3 cos 4
1

4 4 4

 
     

b) Ta có 
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   
   

     

3 36 6 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

3 22 2 2 2 2

sin cos sin cos

3sin cos sin cos 3sin cos sin cos

3 3 3
sin cos 3sin cos 1 2sin cos 1 sin 2 1 1 cos 4

4 4 8

5 3
cos 4

8 8

   

       

       



  

   

         

 

 

Ví dụ 3: Cho 2cos 4 2 6sin    với 
2


   . Tính tan 2 . 

Lời giải 

Ta có  2 2cos 4 2 6sin 2cos 2 1 2 3 1 cos 2           

2 1
2cos 2 3cos 2 2 0 cos 2

2
         

Ta có 2 2

2 2

1 1
1 tan 2 tan 2 1 3

cos 2 cos 2
 

 
       

Vì 2
2


          nên sin 2 0  . Mặt khác cos 2 0   do đó tan 2 0   

Vậy tan 2 3     

Ví dụ 4: Cho sin cos cot
2


    với 0    . Tính 2013

tan
2

  
 
 

. 

Lời giải 

Ta có 2

2

sin 2 tan
2 2sin 2sin cos 2cos .

2 2 2 cos tan 1
2 2

 
  


 

  



 

2 2

2 2 2

2 2

sin 1 tan
2 2cos cos sin cos 1

2 2 2 cos tan 1
2 2

 
  


 

 
 

     
  
 

 

Do đó 
2

2 2

2 tan 1 tan
12 2sin cos cot

2 tan 1 tan 1 tan
2 2 2

 


 
  


    

 

 

2 2 3 2

2

tan 1 2 tan tan 1 tan tan tan tan 1 0
2 2 2 2 2 2 2

tan 1 tan 1 0 tan 1
2 2 2

      

  

 
          

 

   
         
   

 

Vì 0 0
2 2

 
       do đó tan 0

2


  nên tan 1 cot 1

2 2

 
    
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Ta có 2013
tan tan 2006 cot 1

2 2 2 2

    


   
         

   
 

Vậy 2013
tan 1

2

  
  

 
 

Lưu ý: Ta có thể biểu diễn sin ,cos ,tan ,cot     qua  tan
2

t


  như sau: 

2 2

2 2 2

2 1 2 1
sin ,cos ,tan ,cot

1 1 1 2

t t t t

t t t t
   

 
   
  

 với   làm các biểu thức có nghĩa. 

Ví dụ 5: Tính  4 4cos sin
12 12

A
 

    

Hướng dẫn giải 

Ta có 

2 2 2 2 2 2 3
cos sin cos sin cos sin cos

12 12 12 12 12 12 6 2
A

        
        
  

. 

Ví dụ 6 *: Không dùng máy tính. Hãy tính sin18  

Lời giải 

Vì 0 0 054 36 90  nên 0 0sin 54 cos 36   

Mà  0 0 2 0cos36 cos 2.18 1 2sin 18    

 0 0 0 0 0 0 0sin 54 sin 18 36 sin18 cos36 sin 36 cos18     

     0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0sin18 . 1 2sin 18 2sin18 cos 18 sin18 . 1 2sin 18 2sin18 1 sin 18        

0 3 03sin18 4 sin 18   

Do đó, đồng nhất thức ta được 

   0 3 0 2 0 0 2 0 03sin18 4sin 18 1 2sin 18 sin18 1 4sin 18 2sin18 1 0         

0sin18 1   hoặc 0 5 1
sin18

2


  hoặc 0 5 1

sin18
2


  

Vì 00 sin18 1   nên 0 5 1
sin18

2


 . 

Ví dụ 7: Cho 4
cos 2  

5
x   , với 

4 2
x

 
  . Tính sin ,cos ,sin , cos 2

3 4
x x x x

    
    

   
. 

Lời giải 

Vì 
4 2

x
 
   nên sin 0,  cos 0x x  . 

Áp dụng công thức hạ bậc, ta có : 
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2 1 cos 2 9 3
sin sin

2 10 10

x
x x


     

2 1 cos 2 1 1
cos cos

2 10 10

x
x x


     

Theo công thức cộng, ta có 

 3 1 1 3 3 3 30 3 10
sin sin cos cos sin . .

3 3 3 2 2 2010 10 2 10
x x x

     
       

 
 

4 2 2 3 1 2
cos 2 cos 2 sin cos sin 2 . .2. .

4 4 4 5 2 2 1010 10
x x x

   
        

 
 

Ví dụ 8: Cho 
2 2 2 2

1 1 1 1
7

tan cot sin cos   
    . Tính cos 4 . 

Lời giải 

Ta có 
2 2 2 2

1 1 1 1
7

tan cot sin cos   
     

   

 

 

 

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

4 4 2 2

22 2 2 2 2 2

2 2

2

2

sin 1 cos 1
7

cos sin

sin sin 1 cos cos 1
7

sin cos

sin cos 1 7sin cos

sin cos 2sin cos 1 7sin cos

2 9sin cos

8 9 2sin cos

8 9sin 2

16 9 1 cos 4

7
cos 4

9

 

 

   

 

   

     

 

 







 
  

  
 

   

    

 

 

 

  

  

 

Vậy 7
cos 4

9
    

Ví dụ 9: Cho  
1

sin , tan 2 tan
3

        .  

Tính 3 5
sin cos sin sin

8 8 12 12
A

   
   
       

            
       

. 

Lời giải 

Ta có  
1 1

sin sin cos cos sin
3 3

           (1) 

tan 2 tan sin cos 2 sin cos           (2) 

Từ (1) và (2) ta được  
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 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1
cos sin cos sin 1 sin sin

3 9 9

2 4 4
sin cos sin cos sin 1 sin

3 9 9

     

     

  
        

   
      
    

 

 2 2

2 2

2 2

2

4 2 2 2

1
1 sin sin

1 19
1 sin sin

1 3 9
sin sin

3

2 1 1 1
sin sin 0 sin 0 sin

3 9 3 3

 
 

 

   


   

      
   



 
         

 

 

Do đó 2 2 1 2
sin sin

3 3
     

Ta có 3 1 1 2
sin cos sin 2 sin cos 2

8 8 2 2 4 2 2

   
   

       
                       

 

                                                   21 2 1 2 2 2 3 2
1 2sin 1 2.

2 2 2 3 2 12


    
             
   

 

5 1 1 3
sin cos sin 2 sin cos 2

12 12 2 2 3 2 2

   
   

       
              

        
 

         21 3 1 1 3 2 3 2
1 2sin 1 2.

2 2 2 3 2 12


     
              
   

 

Do đó 2 3 2 2 3 2 1

12 12 3
A

  
      

Dạng 3: Công thức biến đổi tổng thành tích và tích thành tổng 

1. Phương pháp giải. 

   

   

   

1
cos cos cos cos

2

1
sin sin cos cos

2

1
sin cos sin sin .

2

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

     

     

     

 

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2cos sin
2 2

cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

u v u v
u v

u v u v
u v

u v u v
u v

u v u v
u v

 
 

 
 

 
 

 
  

 



 BÀI GIẢNG TOÁN 11-CÁNH DIỀU  WEB: Toanthaycu.com 

 

 
Bản word đề và lời giải vui lòng lh Zalo: Tràn Đình Cư: 0834332133        72 

G
V

: TR
Ầ

N
 Đ

ÌN
H

 C
Ư

 – 0
8

3
4

3
3

2
1

3
3

 

2. Các ví dụ minh họa. 

Ví dụ 1: Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 

2
sin sin

5 15
2

cos cos
5 15

C

 

 






       

b) 5 7
sin sin sin

9 9 9
D

  
                                   

Hướng dẫn giải 

a) 

1 2 1 22 2cos sinsin sin cos
2 5 15 2 5 155 15 6 cot 3

2 1 2 1 2 6cos cos sin2sin sin
5 15 62 5 15 2 5 15

C

     


     

   
     

          
         
   

 

b) 7 5 4 5 4 5
sin sin sin 2sin .cos sin sin sin 0

9 9 9 9 3 9 9 9
D

        
        
 

 

Ví dụ 2: Chứng minh rằng 

a) 2 2sin( ).sin( ) sin sin          

b) cot cot 2
2 2

 
  với  sin sin 3sin , 2b k           

c)  
 

 
sin sin cos

tan
cos sin sin

   
 

   

 
 

 
 

Lời giải 

a) Ta có  
1

sin( ).sin( ) cos 2 cos 2
2

          

            2 2 2 21
1 2sin 1 2sin sin sin

2
           

 

b) Từ giả thiết ta có 2sin cos 6sin cos
2 2 2 2

          
  

Do 2 sin 0
2

k
 

  


     suy ra cos 3cos
2 2

    
  

cos cos sin sin 3 cos cos sin sin
2 2 2 2 2 2 2 2

        
    

 
 

2sin sin cos cos
2 2 2 2

   
    

cot cot 2
2 2

 
   ĐPCM 
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c)  Ta có 
   

   

 
 

1
sin sin 2 sin sin sin 22

1 cos cos 2
cos cos 2 cos

2

VT
      

  
   

       
 

  
        

 

 

   
   

 
2sin cos

tan
2cos cos

VP
  

 
  

 
    

 
ĐPCM 

 

Ví dụ 3: Chứng minh rằng với mọi góc lượng giác   làm cho biểu thức xác định thì  

21 sin 2
cot ( )

1 sin 2 4

 





 


 

Lời giải 

c) Ta có  

 

22 2

22 2

sin cos1 sin 2 sin cos 2sin cos

1 sin 2 sin cos 2sin cos sin cos

     

      

  
 

   
 

                              

2

2

2

2
2

2 cos 2cos
4 4

cot
4

2sin2 sin 44

 
 




 

         
         

             

 

Ví dụ 4: Cho 0 ,
2


     . Chứng minh rằng:  

a) 1 cos 1 cos 2sin
2 4

 
 

 
     

 
 

b) 1 cos 1 cos
tan

2 41 cos 1 cos

   

 

    
  

    
 

Lời giải 

a) Do 0     nên sin 0,sin 0
2 4

 


 
   

 
 

Đẳng thức tương đương với  

 
2

2

2

1 cos 1 cos 4sin
2 4

2 2 1 cos 1 cos 2 1 cos
2

1 cos sin

 
 


  

 

 
     

 

  
        

  

  

2 2 2 21 cos sin sin cos 1         (luôn 

đúng) ĐPCM. 

b) 
 

   

2

1 cos 1 cos

1 cos 1 cos 1 cos 1 cos
VT

 

   

  


     
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2 1 sin2 2 1 cos . 1 cos 1 1 cos

2cos cos cos

  

  

    
    

Vì 0     nên sin 0   do đó 
2

2 2

2 2

sin cossin cos 2sin cos
1 sin 2 22 2 2 2

cos cos sin sin cos cos sin
2 2 2 2 2 2

VT

    


     

 
       

      
  

 

2 sinsin cos
2 42 2 tan

2 4cos sin 2 cos
2 2 2 4

VP

  
 

   

 
  

       
     
 

ĐPCM. 

Ví dụ 5: Chứng minh biểu thức sau không phụ thuộc vào x . 

a) 2 2 22 2
cos cos cos

3 3
A

 
  

   
       

   
 

b) 3
cos .cos cos .cos

3 4 6 4
B

   
   
       

            
       

 

Lời giải 

a) Ta có: 2 2 22 2
cos cos cos

3 3
A

 
  

   
        

   
 

                   1 4 4
3 cos 2 cos 2 cos 2

2 3 3

 
  

    
         

    
 

                   1 4 3
3 cos 2 2cos cos 2

2 3 2


 

 
    
 

 

b) Vì cos sin
6 3 2 6 3

    
   

     
             

     
 và 3

cos sin
4 4

 
 
   
      

   
 nên  

cos .cos sin .sin
3 4 3 4

B
   

   
       

            
       

 

     
cos cos cos

3 4 3 4 3 4

1 2 3 2 2 6
cos cos sin sin . .

3 4 3 4 2 2 2 2 4

     
 

   

        
                

        


    

 

Ví dụ 6: Đơn giản biểu thức sau: 

a) cos 2 cos 2 cos3

sin sin 2 sin 3

a a a
A

a a a

 


 
     

b) 
cos cos

3 3

cot cot
2

a a

B
a

a

    
     

   

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c) cos cos( ) cos( 2 ) ... cos( ) (n N)C a a b a b a nb          

Lời giải 

a)  
 

 
 

cos cos3 2cos 2 2cos 2 cos 12cos 2 cos 2cos 2
cot 2

sin sin 3 2sin 2 2sin 2 cos 2sin 2 2sin 2 cos 1

a a a a aa a a
A a

a a a a a a a a

  
   

   
 

b) Ta có cos cos 2cos cos cos
3 3 3

a a a a
     
       

   
 và 

sincos sin cos cos sin sin
cos 122 2 2 2cot cot

2 sin sinsin sin sin sin sin sin sin
2 2 2 2

aa a a aaa a
a a

a
a a a aa aa a a

 
  

          

Suy ra cos sin 2
sin cos

1 2
sin

a a
B a a

a

    



. 

c) Ta có .2sin 2sin cos 2sin cos( ) 2sin cos( 2 ) ... 2sin cos( )
2 2 2 2 2

b b b b b
C a a b a b a nb         

   

3 5 3
sin sin sin sin sin sin

2 2 2 2 2 2

2 1 2 1
... sin sin

2 2

b b b b b b
a a a a a a

n b n b
a a

           
                        

           

    
        

   

 

 
 

2 1
sin sin 2sin 1 cos

2 2 2

n bb nb
a a n b a

    
         

    
 

Suy ra 
 sin 1 cos

2

sin
2

nb
n b a

C
b

 
  

   

Ví dụ 7: Cho    sin 2cosa b a b   . Chứng minh rằng biểu thức 1 1

2 sin 2 2 sin 2
M

a b
 
 

 

không phụ thuộc vào ,a b . 

Lời giải 

 Ta có  
   

 
 

4 sin 2 sin 2 4 sin 2 sin 2

2 sin 2 2 sin 2 4 2 sin 2 sin 2 sin 2 sin 2

a b a b
M

a b a b a b

   
 
    

 

Ta có    sin 2 sin 2 2sin cosa b a b a b     

Mà        2 2sin 2cos sin 4cosa b a b a b a b        nên  

       

     

2 2

2 2 2

cos 2 cos 2 1 2sin 2cos 1

2 2 sin cos 2 10cos

a b a b a b a b

a b a b a b

          

         
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Suy ra  

   

 
 

2 2

2
2 2

4 4cos 4 4cos 4

1 3 3cos 34 8cos . 2 10cos
2

a b a b
M

a ba b a b

   
  

       

 

Ví dụ 8: Chứng minh rằng  

a) 3sin 3 3sin 4sin 4sin .sin .sin
3 3

 
     

   
       

   
 

b) 3 3 1 3

2

1
sin 3sin ... 3 sin 3 sin sin .

3 3 3 4 3
n n

n n

   
  

     
 

 

Lời giải 

a)  Ta có  sin3 sin 2 sin 2 cos cos 2 sin           

   

2

2 2

3

2sin cos cos 2 sin

2sin 1 sin 1 2sin sin

3sin 4sin (1)

   

   

 

 

   

 

 

Mặt khác  
1 2

4sin .sin .sin 4sin . cos cos 2
3 3 2 3

  
    

     
          

     
 

2

3

1 1
2sin . cos 2 2sin 1 2sin

2 2

3sin 4sin (2)

   

 

   
         

   

 

 

Từ (1) và (2) suy ra ĐPCM 

b) Theo câu a) ta có 3 3 3sin sin 3
sin 3 3sin 4sin sin

4

 
   


     

Do đó 
2 1

3 3 3

2

3sin sin 3sin sin 3sin sin
3 3 3 3 3sin ,sin ,...,sin

3 4 3 4 3 4

n n

n

    
   

  
    

Suy ra  
2 1

1
3sin sin 3sin sin 3sin sin

3 3 3 3 33 ... 3
4 4 4

n n
nVT

    





  
     

                1
3sin

sin 133 3 sin sin
4 4 4 3

n
n n

n
VP


 

  
       

 
ĐPCM. 

Lưu ý: Hoàn toàn tương tự ta chứng minh được 3cos 3 4 cos 3cos    , 
3sin 3 3sin 4 sin    , hai công thức này được gọi là công thức nhân ba 

Dạng 4: bất đẳng thức lượng giác và tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức lượng 
giác. 

1. Phương pháp giải. 

- Sử dụng phương pháp chứng minh đại số quen biết. 

- Sử dụng các tính chất về dấu của giá trị lượng giác một góc. 
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- Sử dụng kết quả sin 1, cos 1    với mọi số thực   

2. Các ví dụ điển hình. 

Ví dụ 1: Chứng minh rằng với 0
2


   thì 

a) 22 cot 1 cos 2        b) cot 1 cot 2    

Lời giải 

a) Bất đẳng thức tương đương với  

2 2

2 2

2 4 2

2

1 1
2 1 2cos 1 1 sin

sin sin

1
sin 2 sin 2sin 1 0

sin

 
 

  


 
      

 

      

 
22sin 1 0    (đúng) ĐPCM. 

b) Bất đẳng thức tương đương với  

cos sin 2 cos 2 cos sin 2 cos 2

sin sin 2 sin 2sin cos

     

    

 
    (*) 

Vì 
sin 0

0
cos 02







   


 nên 

2 2 2(*) 2cos sin 2 cos sin        

1 sin 2   (đúng) ĐPCM. 

Ví dụ 2: Cho 0
2


  . Chứng minh rằng 1 1

sin cos 2
2cos 2sin

 
 

  
    

  
 

Lời giải 

Ta có 1 1 1
sin cos sin cos 1

2cos 2sin 4sin cos
   

   

  
      

  
 

Vì 0
2


   nên sin cos 0   . 

Áp dụng bất đẳng thức côsi ta có 

1 1
sin cos 2 sin cos . 1

4sin cos 4sin cos
   

   
    

Suy ra 1 1
sin cos 2

2cos 2sin
 

 

  
    

  
 ĐPCM. 

Ví dụ 3: Chứng minh rằng với 0     thì 

     
2 22cos 2 1 4sin 2sin 2 3 2cos 2

2 4

 
  

 
      

 
. 

Lời giải 

Bất đẳng thức tương đương với  
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     2 22cos 2 1 2 1 cos 2 3 2cos 2 2sin 3 2 1 2sin
2


    

                   
 

 2 24cos 2 8cos 2 5 2sin 2sin 4sin 1           

   2 24 1 cos 2 1 2sin 2sin 4sin 1          

 4 216sin 2sin 1 2sin 4sin 1         

Đặt 2sin t  , vì 0 0 2t      . 

Bất đẳng thức trở thành  8 2 4 8 5 21 1 1 0t t t t t t t t           (*) 

+ Nếu 0 1t  :  8 2 3(*) 1 1 0t t t t       đúng vì 3 21 0,1 0, 0t t t      và 8 0t  . 

+ Nếu  1 2t  :    5 3(*) 1 1 1 0t t t t       đúng vì    5 3 1 0, 1 0t t t t     

Vậy bất đẳng thức (*) đúng suy ra ĐPCM. 

Ví dụ 4: Tìm giá trị nhỏ nhất, lớn nhất của  biểu thức sau: 

a) sin cosA x x      b) 4 4sin cosB x x   

Lời giải 

a) Ta có  
22 2 2sin cos sin cos 2sin cos 1 sin 2A x x x x x x x        

Vì sin 2 1x   nên 2 1 sin 2 1 1 2A x      suy ra 2 2A   . 

Khi 
4

x

  thì 2A  , 3

4
x


   thì 2A    

Do đó max 2A    và min 2A   . 

b) Ta có 
2 2 2 21 cos 2 1 cos 2 1 2cos 2 cos 2 1 2cos 2 cos 2

2 2 4 4

x x x x x x
B

        
      
   

 

                  
22 2cos 2 2 1 cos 4 3 1

.cos 4
4 4 4 4

x x
x

  
     

Vì 1 cos4 1x    nên 1 3 1
.cos 4 1

2 4 4
x    suy ra 1

1
2

B  . 

Vậy max 1B   khi cos4 1x   và 1
min

2
B   khi cos4 1x   . 

Ví dụ 5: Tìm giá trị nhỏ nhất, lớn nhất của  biểu thức 2 2sin cos2A x x    

Lời giải 

 Ta có  2 22 2sin 1 2sin 2sin 2sin 1A x x x x        

Đặt sin , 1t x t   khi đó biểu thức trở thành 22 2 1A t t    

Xét hàm số 22 2 1y t t    với 1t  . 

Bảng biến thiên: 
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 t  1               1

2
               

1 

 y  5  1   

 1

2
 

Từ bảng biến thiên suy ra max 5A  khi 1t    hay sin 1x  . 

1
min

2
A   khi 1

2
t   hay 1

sin
2

x  . 

Dạng 5: chứng minh đẳng thức, bất đẳng thức trong tam giác. 

1. Phương pháp giải 
Trong tam giac ta cần lưu ý: 

 

 

 



 



  


      
   

A B C

A B C B A C

C A B

 

A B C    
2 2 2

A B C
   

2. Các ví dụ minh họa. 

Ví dụ 1: Chứng minh trong mọi tam giác ABC ta đều có: 

2 2 2

) sin sin sin 4cos cos cos
2 2 2

)sin sin sin 2(1 cos cos cos )

)sin 2 sin 2 sin 2 4sin sin sin

A B C
a A B C

b A B C A B C

c A B C A B C

  

   

  

 

Lời giải 

a) 2sin cos 2sin cos
2 2 2 2

A B A B C C
VT

 
   

Mặt khác trong tam giác ABC ta có A B C    
2 2 2

A B C
   

Suy ra sin cos ,sin cos
2 2 2 2

A B C C A B 
   

Vậy 2cos cos 2cos cos 2cos cos cos
2 2 2 2 2 2 2

C A B A B C C A B A B
VT

    
    

 
 

             4cos cos cos
2 2 2

C A B
VP    ĐPCM. 

b) 2 21 cos 2 1 cos 2 cos 2 cos 2
1 cos 2 cos

2 2 2

A B A B
VT C C

  
        
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    22 cos cos cosA B A B C      

Vì  cos cosA B C A B C        nên  

       2 cos cos cos cos 2 cos cos cosVT C A B C A B C A B A B             

      2 cos .2 cos cos 2(1 cos cos cos )C A B A B C VP       ĐPCM. 

c)  

   2sin cos 2sin cosVT A B A B C C     

Vì    cos cos ,sin sinA B C C A B A B C          

 nên  

       2sin cos 2sin cos 2sin cos cosVT C A B C A B C A B A B           

 2sin . 2sin sin 4sin sin sinC A B A B C VP         ĐPCM. 

Ví dụ 2: Chứng minh trong mọi tam giác ABC  không vuông ta đều có: 

a) tan tan tan tan .tan .tanA B C A B C    

b) cot .cot cot .cot cot .cot 1A B B C C A    

Lời giải 

a) Đẳng thức tương đương với tan tan tan .tan .tan tanA B A B C C    

   tan tan tan tan tan 1 *A B C A B     

Do tam giác $ABC$ không vuông nên 
2

A B


   

 cossin sin sin sin cos cos
tan tan 1 1 0

cos cos cos cos cos cos

A BA B A B A B
A B

A B A B A B


         

Suy ra    
tan tan tan tan

* tan tan tan tan
tan tan 1 1 tan tan

A B A B
C C A B C

A B A B

 
        

 
 

Đẳng thức cuối đúng vì A B C      ĐPCM. 

b) Vì  cot cotA B C A B C        

Theo công thức cộng ta có: 

 
 

1
1

1 1 tan tan cot cot 1cot cotcot
1 1tan tan tan cot cot

cot cot

A B A BA BA B
A B A B A B

A B


 

    
  

 

Suy ra  
cot cot 1

cot cot cot 1 cot cot cot
cot cot

A B
C A B C A B

A B


      


 

Hay cot .cot cot .cot cot .cot 1A B B C C A    ĐPCM. 

Ví dụ 3: Chứng minh trong mọi tam giác ABC ta đều có: 
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a) 3
cos cos cos

2
A B C    

b) 3 3
sin sin sin

3
A B C    

c) tan tan tan 3 3A B C   với ABC là tam giác nhọn. 

.Lời giải 

a) Ta có cos cos cos 2cos cos cos
2 2

A B A B
A B C C

 
     

Vì 
2 2 2

A B C
   nên cos sin

2 2

A B C
  

Mặt khác 2cos 1 2sin
2

C
C    do đó 

2 2 1
cos cos cos 2sin cos 1 2sin 2 sin sin cos

2 2 2 2 2 2 2

C A B C C C A B
A B C

  
         

 
 

2 2 21 1 1
2 sin 2sin . cos cos 1 cos

2 2 2 2 4 2 2 2

C C A B A B A B   
      
 

 

2

21 1
2 sin cos 1 cos

2 2 2 2 2

C A B A B  
     
 

 

Vì 2cos 1 cos 1
2 2

A B A B 
    nên  

1 3
cos cos cos 1

2 2
A B C       ĐPCM. 

b) Trước tiên ta chứng minh bổ đề sau:  

Nếu 0 , 0x y      thì sin sin
sin

2 2

x y x y 
 . 

Thật vậy, do 0 sin 0
2 2

x y x y


 
     và cos 1

2

x y
  nên  

sin sin
sin cos sin

2 2 2 2

x y x y x y x y   
   

Áp dụng bổ đề ta có: sin sin
sin

2 2

A B A B 
 , 

sin sin
3 3sin

2 2

C C
 

 
  

Suy ra 
sin sin

sin sin 13 3 3sin sin 2sin 2sin
2 2 2 2 2 2 2 3

C C C
A B A B A B

  


 
     

      
 
 

 

Do đó sin sin sin 3sin
3

A B C


    hay 3 3
sin sin sin

3
A B C    ĐPCM. 

c) Vì ABC là tam giác nhọn nên tan 0, tan 0, tan 0A B C   . 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có 3tan tan tan 3 tan . tan .tanA B C A B C    

Theo ví dụ 2 ta có tan tan tan tan .tan .tanA B C A B C    nên 

 
23 3 3tan tan tan 3 tan .tan .tan tan .tan . tan tan tan tan 3 0A B C A B C A B C A B C     

 
 

 
2

3 tan tan tan 3 tan tan tan 3 3A B C A B C     ĐPCM. 

Ví dụ 4: Chứng minh trong mọi tam giác ABC  ta đều có: 

a) sin sin sin cos cos cos
2 2 2

A B C
A B C      

b) cos cos cos sin sin sin
2 2 2

A B C
A B C   

c) tan tan tan cot cot cot
2 2 2

A B C
A B C      Với tam giác ABC  không vuông. 

Lời giải 

a) Vì sin cos 0
2 2

A B C
   và cos 1

2

A B
  nên sin sin 2sin cos 2cos

2 2 2

A B A B C
A B

 
    

Hoàn toàn tương tự ta có sin sin 2cos ,sin sin 2cos
2 2

A B
B C C A     

Công vế với vế các bất đẳng thức trên và rút gọn ta được 

 sin sin sin cos cos cos
2 2 2

A B C
A B C     . ĐPCM. 

b) +TH1:  Nếu tam giác ABC tù: không mất tính tổng quát giả sử ,
2 2 2

A B C
  
     suy 

ra cos 0,cos 0, cos 0A B C    

cos cos cos 0A B C  . Mà sin sin sin 0
2 2 2

A B C
  do đó bất đẳng thức luôn đúng. 

+ TH2: Nếu tam giác ABC nhọn:    
1

cos cos cos cos
2

A B A B A B      . 

Vì  cos cosA B C    và  cos 1A B   nên   21
cos cos 1 cos sin

2 2

C
A B C   . 

Chứng minh tương tự ta có 2 2cos cos sin ,cos cos sin
2 2

A B
B C C A  . 

Do các vế đều không âm nên nhân vế với vế các bất đẳng thức trên ta được 

    2 2 2cos cos cos cos cos cos sin sin sin
2 2 2

C A B
A B B C C A   

cos cos cos sin sin sin
2 2 2

A B C
A B C   ĐPCM. 
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c) Ta có    
   

sin 2sin
tan tan

cos cos cos cos

A B A B
A B

A B A B A B

 
  

  
 

Mà    sin sin ,cos cosA B C A B C      nên  

  2

4sin cos
2sin 2sin 2 2tan tan 2cot

cos cos 1 cos 22sin
2

C C
C C C

A B
CC A B C

    
   

 

Tương tự ta có tan tan 2cot , tan tan 2cot
2 2

A B
B C C A     

Công vế với vế và rút gọn ta được 

tan tan tan cot cot cot
2 2 2

A B C
A B C      ĐPCM. 

Nhận xét:  

+ Để chứng minh x y z a b c      ta có thể đi chứng minh 2x y a   (hoặc 2 , 2b c ) rồi xây 

dựng bất đẳng thức tương tự. Cộng vế với vế suy ra đpcm. 

+ Để chứng minh xyz abc  với , , , , ,x y z a b c  không âm ta đi chứng minh 2xy a (hoặc 2 2,b c ) rồi 

xây dựng bất đẳng thức tương tự. nhân vế với vế suy ra đpcm. 

Ví dụ 5: Chứng minh trong mọi tam giác ABC  ta đều có: 

a) 3
sin sin sin 3

2
A B C    

b) 
3

1 1 1 2
1 . 1 . 1 1
sin sin sin 3A B C

                                       
 

Lời giải 

a) Áp dụng bất đẳng thức  2 22x y x y    với mọi ,x y  không âm ta có  

 sin sin 2 sin sin 2.2sin cos 2 sin
2 2 2

A B A B A B
A B A B

  
      

Tương tự ta có 1
sin sin 2 sin

3 2 3
C C

  
   

 
 

Công vế với vế ta được 1
sin sin sin sin 2 sin sin

3 2 2 3

A B
A B C C

    
          

 

Mà 1 1
sin sin 2 sin 2 sin 2 sin

2 2 3 2 2 3 2 6 3

A B A B
C C

           
             

      
 

Suy ra sin sin sin sin 4 sin
3 3

A B C
 

     
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Hay 3
sin sin sin 3 sin 3

3 2
A B C


     ĐPCM. 

b) Ta có 1 1 1 1 1
1 . 1 1

sin sin sin sin sin sinA B A B A B

   
        
   

. 

Áp dụng bất đẳng thức 1 1 4

x y x y
 


 với mọi  ,x y  dương ta có 

1 1 4 4 2

sin sin sin sin 2 sin sin sin sinA B A B A B A B
   


 

Do đó 
2

1 1 2 1 1
1 . 1 1 1

sin sin sin sinsin sin sin sinA B A BA B A B

    
           
     

  

Mặt khác  

       

  2

1 1
sin sin cos cos cos cos

2 2

cos 1
sin

2 2

A B A B A B A B A B

A B A B

              

  
 

 

Nên 

2

1 1 1
1 . 1 1

sin sin sin
2

A BA B

 
    

             
 

 (1) 

Tương tự ta có  

2

1 1 1
1 . 1 1

1sin sin sin
3 2 3

C
C

 

  
          

            

 (2) 

Nhân vế với vế của (1) và (2) ta được  
22

1 1 1 1 1 1
1 . 1 . 1 . 1 1 1

1sin sin sin sin sin sin
3 2 2 3

A BA B C
C

 

    
                                              

 

Ta lại có 

2
2

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1sin sinsin sin
2 32 3 2 2 2 3

A B A B
C C

 

           
                                       

 

Suy ra 

4

1 1 1 1 1
1 . 1 . 1 . 1 1

sin sin sin sin sin
3 3

A B C  

   
        

             
         

   
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Hay 

3

3
1 1 1 1 2

1 . 1 . 1 1 1
sin sin sin 3sin

3
A B C 

 
        

              
        

 

 ĐPCM. 

Nhận xét: Cho tam giác ABC và hàm số f  

 Để chứng minh       3
3

f A f B f C f
 

    
 

. Ta đi chứng minh     2
2

A B
f A f B f

 
   

 
 

khi đó   32
3 2

C
f C f f




 
  

    
   

 

 từ đó suy ra 

      32 4
3 2 2 3

C
A B

f A f B f C f f f f


 

  
       

            
       

   

 

Do đó       3
3

f A f B f C f
 

    
 

. 

 Để chứng minh       3

3
f A f B f C f

 
  
 

. Ta đi chứng minh     2

2

A B
f A f B f

 
  

 
 

khi đó   2 3
3 2

C
f C f f




 
  

   
   

 

 từ đó suy ra 

      2 2 43
3 2 2 3

C
A B

f A f B f C f f f f


 

 
      

       
      

 

 

Do đó       3

3
f A f B f C f

 
  
 

. 

Ví dụ 6: Cho tam giác $ABC$ thỏa mãn cos cos( ) cos cos 0
2 2

A B C
B C A


   .  

Chứng minh rằng cos2 cos2 1B C  . 

Lời giải 

 Từ giả thiết ta có 

2 2cos 2cos 1 cos 2cos 1 0
2 2 2 2

A B C B C A    
      

   
 

2cos cos cos cos cos cos 0
2 2 2 2 2 2

A B C B C A A B C     
       

   
 

cos cos 2cos cos 1 0
2 2 2 2

A B C A B C   
     
  

 (1) 
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Vì 0 cos 0
2 2 2

A A
    , cos 0

2 2 2 2

B C B C  
      và cos sin

2 2 2 2 2

B C A A B C 
      

nên (1) 2cos cos 1 0
2 2

A B C
   2sin cos 1 sin sin 1

2 2

B C B C
B C

 
      

Áp dụng bất đẳng thức  
2

2 2

2

x y
x y


   suy ra  

2

2 2 sin sin 1
sin sin

2 2

B C
B C


    

Do đó  2 2 1
cos 2 cos 2 2 2 sin sin 2 2. 1

2
y z y z        ĐPCM. 

Ví dụ 7: Chứng minh rằng trong tam giác ABC ta luôn có 

 3 3
sin cos sin cos sin cos

2 2 2 2 2 2 4

A B B C C A
    

Lời giải 

Do , ,A B C  bình đẳng nên không mất tính tổng quát giả sử 0
2 2 2 2

A B C
A B C


        

Suy ra sin sin sin 0,cos cos cos 0
2 2 2 2 2 2

A B C A B C
       

sin sin cos cos 0
2 2 2 2

A B B C  
     
  

 

sin cos sin cos sin cos sin cos 0
2 2 2 2 2 2 2 2

A B A C B B B C
      

sin cos sin cos sin cos sin cos
2 2 2 2 2 2 2 2

A B B C A C B B
     

Do đó sin cos sin cos sin cos sin cos sin cos sin cos
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

A B B C C A A C C A B B
      

Mà sin cos sin cos sin cos sin sin cos cos sin cos
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

A C C A B B A C B B B B B 
       

 
 (1) 

Áp dụng bất đẳng thức côsi ta có: 

2 23 3
cos 2 cos 3 cos

2 4 4 2 2

B B B
   , 2 2 2 23sin cos 2 3sin cos 2 3 sin cos

2 2 2 2 2 2

B B B B B B
    

Suy ra 2 2 23
2 cos 3sin cos 2 3 cos 2 3 sin cos

2 4 2 2 2 2 2

B B B B B B   
       

   
 

Hay 2 23 9
2 3 cos sin cos 3 sin cos

2 2 2 2 2 2 2

B B B B B   
       

   
 

3 3
cos sin cos

2 2 2 4

B B B
    (2) 

Từ (1) và (2) ta có 3 3
sin cos sin cos sin cos

2 2 2 2 2 2 4

A B B C C A
    ĐPCM. 
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C. GIẢI BÀI TẬP SÁCH GIÁO KHOA 

Bài 1. Cho 3
cos

5
a   với 0

2
a


  . Tính: sin ,cos , tan

6 3 4
a a a

       
       

     
. 

Lời giải 

 

Do 0
2

a


   nên sin 0a  . 

Áp dụng công thức 2 2sin cos 1a a  , ta có: 
2

2

2

2

3
sin 1

5

3 9 16
sin 1 1

5 25 25

4
sin  (do sina >0).

5

a

a

a

 
  
 

 
      

 

 

 

Khi đó 

4
sin 45tan

3cos 3
5

a
a

a
   . 

Áp dụng công thức cộng, ta có: 

 
4 3 3 1 4 3 3

sin sin cos cos sin
6 6 6 5 2 5 2 10

a a a
    
        

 
; 

 
3 1 4 3 3 4 3

cos cos cos sin sin
3 3 3 5 2 5 2 10

a a a
    
        

 
. ; 

 

4 7
1tan tan

3 34tan 7
4 14 1 tantan 1 .1

4 3 3

a
a







 
      

    

. 

Bài 2. Tính: 

       sin 17 cos 13 sin 13 cos 17 ;

cos cos sin sin
3 6 3 6

o o o oA a a a a

B b b b b
   

     

       
            

       

 

Lời giải 

       
       

     

 

sin 17 cos 13 sin 13 cos 17

   sin 1

2

7 cos 13 cos 17 sin 13

    =sin 17 13 sin 17 13

    = sin 30 sin3

1
    =

0

o

o o o o

o o o o

o o o

A a a a a

a a a a

a a a a

     

     

       
 

  



 
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cos cos sin sin
3 6 3 6

B b b b b
          

            
       

 

 

cos b b cos b b
3 6 3 6

       cos 0
2

   



      
             

      

 

 

Bài 3. Cho    tan 3, tan 2a b a b    . Tính: tan2a , tan2b . 

Lời giải 

Ta có: 

   

   
   

   

   
   

tan2 tan

tan tan 3 2 5
          1

1 tan tan 1 3.2 5

tan 2b tan a b a b

tan tan 3 2 1
          

1 tan tan 1 3.2 7

a a b a b

a b a b

a b a b

a b a b

a b a b

     

   
    
    

     

   
  
   

 

Bài 4. Cho 2
sin

5
a  , Tính: cos2 , cos4a a . 

Lời giải 

Áp dụng công thức hạ bậc, ta có: 
2

2

2

2

2 4 3
cos2 1 2sin 1 2 1 2 .

5 55

3 9 16
cos4 2cos 1 1 1 .

5 25 25

a a

a a

 
          

 

 
         

 

 

Bài 5. Cho sin cos 1a a  . Tính: sin2a . 

Lời giải 

 

2 2

2 2

2 2

Ta có: 

sin cos 1

(sin cos ) 1

sin 2sin cos cos 1

2sin cos sin cos 1

sin2 1 1

sin2 0

a a

a a

a a a a

a a a a

a

a

 

  

   

   

  

 

 

Vậy với sin cos 1a a   thì sin2 0a  . 

Bài 6. Cho 1
cos2

3
a   với 

2
a


  . Tính: sin , cos , tana a a . 

Lời giải 
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Do 
2

a


   nên 0cosa   và sin 0a  . 

Áp dụng công thức hạ bậc ta có: 

2

2

1
1

1 cos2 1 33sin sin ( do sin 0).
2 2 3 3

1
1

1 cos2 2 63cos cos ( do cos 0).
2 2 3 3

a
a a a

a
a a a




     




      

 

Khi đó: 

3
sin 23tan
cos 26

3

a
a

a
  



. 

3
sin 23tan
cos 26

3

a
a

a
  



. 

Vậy 3 6
,cos

3 3
sina a    và 2

2
tana  . 

Bài 7. Cho 1
cos2

4
x  . Tính: cos cos ; sin sin

6 6 3 3
A x x B x x

          
            

       
. 

Lời giải 

Ta có: 

cos cos
6 6

1
    cos cos

2 6 6 6 6

1
     cos2 cos

2 3

1 1 1 3
      

2 4 2 8

B sin sin
3 3

1
   cos cos

2 3 3 3 3

A x x

x x x x

x

x x

x x x x

 

   



 

   

   
     

   

    
           

    

 
  
 

 
   
 

   
     

   

    
           

   

1 2
    cos2 cos

2 3

1 1 1 3
     

2 4 2 8

x



 



 
   

 

  
       

  
 

Bài 8. Rút gọn biểu thức: sin sin2 sin3

cos cos2 cos3

x x x
A

x x x

 


 
. 
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Lời giải 

Khi các biểu thức đều có nghĩa, ta có: 
sin sin2 sin3

cos cos2 cos3

x x x
A

x x x

 


 
 

 
 

 
 

sin3 sin sin2

cos3 cos cos2

3 3
2sin cos sin2

2 2
3 3

2cos cos cos2
2 2

2sin2 cos sin2

2cos2 cos cos2

sin2 2cos 1

cos2 2cos 1

sin2  do 
 2cos 1 0

cos2  

tan2

x x x

x x x

x x x x
x

x x x x
x

x x x

x x x

x x

x x

x
x

x

x

 


 

 



 













 
   

 



 

Bài 9. Một sợi cáp R được gắn vào một cột thẳng đứng ở vị trí cách mặt đất 14 m. Một sợi cáp 
S khác cũng được gắn vào cột đó ở vị trí cách mặt đất 12 m. Biết rằng hai sợi cáp trên cùng 
được gắn với mặt đất tại một vị trí cách chân cột 15 m (Hình 18). 

 
a) Tính tan , ở đó  là góc giữa hai sợi cáp trên. 

b) Tìm góc  (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị theo đơn vị độ). 

Lời giải 

a) Xét DAOH vuông tại H , ta có: 14
tan

15

AH

HO
   . 

Đặt BOH   

Xét DBOH  vuông tại H , ta có: 12 4
tan

15 5

BH

HO
    . 

   
tan tan

tan tan tan
1 tan tan

BOH
 

   
 


    


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14 4 2
1015 5 15

14 4 131 1311
15 5 75


  

 

 

Vậy 10
tan

131
  . 

b) Từ tan 10

131
  , để tìm số đo góc a , ta sử dụng máy tính cầm tay ấn lần lượt các nút: 

 
Ta được kết quả làm tròn kết quả đến hàng đơn vị theo đơn vị độ là 4o . 

Vậy 4 .o   

Bài 10. Có hai chung cư cao tầng xây cạnh nhau với khoảng cách giữa chúng là HK = 20 m. 
Để đảm bảo an ninh, trên nóc chung cư thứ hai người ta lắp camera ở vị trí C. Gọi A, B lần 
lượt là vị trí thấp nhất, cao nhất trên chung cư thứ nhất mà camera có thể quan sát được 
(Hình 18). Hãy tính số đo góc ACB (phạm vi camera có thể quan sát được ở chung cư thứ 
nhất). Biết rằng chiều cao của chung cư thứ hai là CK = 32 m, AH = 6 m, BH = 24 m (làm 
tròn kết quả đến hàng phần mười theo đơn vị độ). 

 
Lời giải 

Kẻ ,  AM CK BN CK  (hình vẽ) ta có: 

 
 

 
 

 

BN = AM = HK = 20 m ;

CN = CK – NK = CK – BH = 32 – 24 = 8 m ;

MN = AB = BH – AH = 24 – 6 = 18 m ;

CM = CN + MN = 8 + 18 = 26 m .

 

Đặt  ,BCN ACM   . 

Xét ΔBCN  vuông tại N  có: 20 5
tan

8 2

BN

CN
    ; 

Xét ΔACM  vuông tại M có: 20 10
tan

26 13

AM

CM
    ; 



 BÀI GIẢNG TOÁN 11-CÁNH DIỀU  WEB: Toanthaycu.com 

 

 
Bản word đề và lời giải vui lòng lh Zalo: Tràn Đình Cư: 0834332133        92 

G
V

: TR
Ầ

N
 Đ

ÌN
H

 C
Ư

 – 0
8

3
4

3
3

2
1

3
3

 

Ta có:      tan tan tanACB BCN ACM       



5 10
tan tan 452 13tan

5 101 tan tan 761
2 13

ACB
 

 




   
  

. 

D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 

Câu 1: Rút gọn biểu thức 4 o 4 ocos 15 sin 15 .M    

A. 1.M   B. 3
.

2
M   C. 1

.
4

M   D. 0.M   

Lời giải 

Chọn B 

Ta có    
2 24 o 4 o 2 o 2 ocos 15 sin 15 cos 15 sin 15M      

  2 o 2 o 2 o 2 ocos 15 sin 15 cos 15 sin 15    

 2 o 2 o o o 3
cos 15 sin 15 cos 2.15 cos30 .

2
      

Câu 2: Tính giá trị của biểu thức 4 0 4 0 2 0 2 0cos 15 sin 15 cos 15 sin 15 .M      

A. 3.M   B. 1
.

2
M   C. 1

.
4

M   D. 0.M   

Lời giải 

Chọn A 

Áp dụng công thức nhân đôi 2 2cos sin cos 2a a a  . 

Ta có    4 o 4 o 2 o 2 ocos 15 sin 15 cos 15 sin 15M     . 

    2 o 2 o 2 o 2 o 2 o 2 ocos 15 sin 15 cos 15 sin 15 cos 15 sin 15     . 

   2 o 2 o 2 o 2 o o ocos 15 sin 15 cos 15 sin 15 cos30 cos30 3.        

Câu 3: Tính giá trị của biểu thức 6 o 6 ocos 15 sin 15 .M    

A. 1.M   B. 1
.

2
M   C. 1

.
4

M   D. 15 3
.

32
M   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 

  

 

6 6 2 2 4 2 2 4

22 2 2 2

2

cos sin cos sin cos cos .sin sin

cos 2 . cos sin cos .sin

1
cos 2 . 1 sin 2 .

4

       

    

 

    

   
  

 
  

 
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Vậy o 2 o1 3 1 1 15 3
cos30 . 1 sin 30 . 1 . .

4 2 4 4 32
M

   
       

   
 

Câu 4: Giá trị của biểu thức cos cos sin sin
30 5 30 5

   
  là 

A. 3
.

2
 B. 3

.
2

  C. 3
.

4
 D. 1

.
2

 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 3
cos cos sin sin cos cos .

30 5 30 5 30 5 6 2

         
        

   
 

Câu 5: Giá trị của biểu thức 

5 5
sin cos sin cos

18 9 9 18

cos cos sin sin
4 12 4 12

P

   

   






 là 

A. 1. B. 1
.

2
 C. 2

.
2

 D. 3
.

2
 

Lời giải 

Chọn A 

Áp dụng công thức 
 

 

sin .cos cos .sin sin
.

cos .cos sin .sin cos

a b a b a b

a b a b a b

  


  
 

Khi đó 5 5 5 1
sin cos sin cos sin sin .

18 9 9 18 18 9 6 2

       
     

 
 

Và 1
cos cos sin sin cos cos .

4 12 4 12 4 12 3 2

       
     

 
 Vậy 1 1

: 1.
2 2

P    

Câu 6: Giá trị đúng của biểu thức 
0 0 0

0 0

tan 225 cot81 .cot 69

cot 261 tan 201




 bằng 

A. 1
.

3
 B. 1

.
3

  C. 3.  D. 3.  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có : 

 
   

0 0 0 00 0 0

0 0 0 0 0 0

tan 180 45 tan 9 .cot 69tan 225 cot 81 .cot 69

cot 261 tan 201 cot 180 81 tan 180 21

 


   
. 

 

0 0

0 0 00 0

1 tan 9 . tan 21 1 1
3.

tan 9 tan 21 tan 30tan 9 21


   

 
 

Câu 7: Giá trị của biểu thức 5 7 11
sin sin sin sin

24 24 24 24
M

   
  bằng 
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A. 1
.

2
 B. 1

.
4

 C. 1
.

8
 D. 1

.
16

 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 7 5
sin cos

24 24

 
  và 11

sin cos
24 24

 
 . 

Do đó 5 5 1 5 5
sin sin cos cos . 2.sin .cos . 2.sin .cos

24 24 24 24 4 24 24 24 24
M

          
     

   
 

1 5 1 1 6 1 1 1
.sin .sin . cos cos . 0 .

4 12 12 4 2 12 3 8 2 16

      
        

   
 

Câu 8: Giá trị của biểu thức sin .cos .cos .cos .cos
48 48 24 12 6

A
    

  là 

A. 1

32
. B. 3

8
. C. 3

16
. D. 3

32
. 

Lời giải 

Chọn D 

Áp dụng công thức sin 2 2.sin .cos ,a a a  ta có 

1
sin .cos .cos .cos .cos .sin .cos .cos .cos

48 48 24 12 6 2 24 24 12 6
A

        
   

1 1 1 3
.sin .cos .cos .sin .cos .sin .

4 12 12 6 8 6 6 16 3 32

     
     

Câu 9: Tính giá trị của biểu thức 0 0 0 0cos10 cos 20 cos 40 cos80 .M   

A. 01
cos10

16
M  . B. 01

cos10
2

M  . C. 01
cos10

4
M  . D. 01

cos10
8

M  . 

Lời giải 

Chọn D 

Vì 0sin10 0  nên suy ra 

M 
0 0 0 0 0

0

16sin10 cos10 cos 20 cos 40 cos80

16sin10


0 0 0 0

0

8sin 20 cos 20 cos 40 cos80

16sin10
 

 M 
0 0 0

0

4sin 40 cos 40 cos80

16sin10


0 0

0

2sin 80 cos80

16sin10


0

0

sin160

16sin10
. 

 M 
0

0

sin 20

16sin10


0 0

0

2sin10 cos10

16sin10
 01

cos10
8

. 

Câu 10: Tính giá trị của biểu thức 2 4 6
cos cos cos .

7 7 7
M

  
    

A. 0M  . B. 1

2
M   . C. 1M  . D. 2M  . 

Lời giải 
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Chọn B 

Áp dụng công thức sin sin 2.cos .sin .
2 2

a b a b
a b

 
   

Ta có 2 4 6
2sin . 2.cos .sin 2.cos .sin 2.cos .sin

7 7 7 7 7 7 7
M

      
    

3 5 3 7 5
sin sin sin sin sin sin

7 7 7 7 7 7

     
      sin sin sin .

7 7

 
      

Vậy giá trị biểu thức 1

2
M   . 

Câu 11: Công thức nào sau đây sai? 
A.  cos sin sin cos cos .a b a b a b    B.  cos sin sin cos cos .a b a b a b    

C.  sin sin cos cos sin .a b a b a b    D.  sin sin cos cos sin .a b a b a b    

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  cos cos cos sin sina b a b a b   . 

Câu 12: Khẳng định nào sau đây đúng? 
A.  sin 2018 2018sin .cos .a a a  

B.      sin 2018 2018sin 1009 .cos 1009 .a a a  

C.  sin 2018 2sin cos .a a a  

D.      sin 2018 2sin 1009 .cos 1009 .a a a  

Lời giải 

Chọn D 

Áp dụng công thức sin 2 2sin .cos    ta được 

     sin 2018 2sin 1009 .cos 1009a a a . 

Câu 13: Khẳng định nào sai trong các khẳng định sau? 
A. 2 2cos 6 cos 3 sin 3 .a a a   B. 2cos 6 1 2 sin 3 .a a   
C. 2cos 6 1 6sin .a a    D. 2cos 6 2 cos 3 1.a a   

Lời giải 

Chọn C 

Áp dụng công thức 2 2 2 2cos 2 cos sin 2 cos 1 1 2sin          , ta được 
2 2 2 2cos 6 cos 3 sin 3 2 cos 3 1 1 2sin 3a a a a a      . 

Câu 14: Khẳng định nào sai trong các khẳng định sau? 

A. 2 1 cos 2
sin .

2

x
x


   B. 2 1 cos 2

cos .
2

x
x


  
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C. sin 2sin cos .
2 2

x x
x    D. 3 3cos 3 cos sin .x x x   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 3cos 3 4 cos 3cosx x x  . 

Câu 15: Khẳng định nào đúng trong các khẳng định sau? 

A. sin cos 2 sin .
4

a a a
 

   
 

 B. sin cos 2 sin .
4

a a a
 

   
 

 

C. sin cos 2 sin .
4

a a a
 

    
 

 D. sin cos 2 sin .
4

a a a
 

    
 

 

Lời giải 

Chọn B 

Câu 16: Có bao nhiêu đẳng thức dưới đây là đồng nhất thức? 

1) cos sin 2 sin .
4

x x x
 

   
 

 2) cos sin 2 cos .
4

x x x
 

   
 

 

3) cos sin 2 sin .
4

x x x
 

   
 

 4) cos sin 2 sin .
4

x x x
 

   
 

 

A. 1.  B. 2. C. 3.  D. 4. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có cos sin 2 cos 2 cos 2 sin
4 2 4 4

x x x x x
         

             
      

. 

Câu 17: Công thức nào sau đây đúng? 
A. 3cos 3 3cos 4 cos .a a a   B. 3cos 3 4 cos 3cos .a a a   
C. 3cos 3 3cos 4 cos .a a a   D. 3cos 3 4 cos 3cos .a a a   

Lời giải 

Chọn B 

Câu 18: Công thức nào sau đây đúng? 
A. 3sin 3 3sin 4sin .a a a   B. 3sin 3 4 sin 3sin .a a a   
C. 3sin 3 3sin 4sin .a a a   D. 3sin 3 4 sin 3sin .a a a   

Lời giải 

Chọn A 

Câu 19: Nếu  cos 0a b   thì khẳng định nào sau đây đúng? 

A.  sin 2 sin .a b a    B.  sin 2 sin .a b b   

C.  sin 2 cos .a b a    D.  sin 2 cos .a b b   
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Lời giải 

Chọn D 

Ta có :  cos 0
2 2

a b a b k a b k
 

            . 

   sin 2 sin 2 cos cos
2

a b b b k b k b


 
 

          
 

. 

Câu 20: Nếu  sin 0a b   thì khẳng định nào sau đây đúng? 

A.  cos 2 sin .a b a    B. 

 cos 2 sin .a b b   

C.  cos 2 cos .a b a    D. 

 cos 2 cos .a b b   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có  sin 0a b a b k a b k          . 

     cos 2 cos 2 cos cosa b b b k b k b          . 

Câu 21: Rút gọn    sin cos cos sin .M x y y x y y     

A. cos .M x   B. sin .M x  
C. sin cos  2 .M x y   D. cos cos 2 .M x y  

Lời giải 

Chọn A 

Áp dụng công thức  sin sin cos sin cosa b a b b a   , ta được 

     sin cos cos sin sin sin .M x y y x y y x y y x           

Câu 22: Rút gọn        cos cos sin sin .     M a b a b a b a b  

A. 21 2 cos .M a   B. 21 2sin .M a   C. cos4 .M a  D. sin 4 .M a  

Lời giải 

Chọn B 

Áp dụng công thức  cos cos sin sin cosx y x y x y   , ta được 

          2cos cos sin sin cos cos 2 1 2sin .M a b a b a b a b a b a b a a              

Câu 23: Rút gọn        cos cos sin .     M a b a b a b sin a b  

A. 21 2 sin .M b   B. 21 2sin .M b   C. cos 4 .M b  D. sin 4 .M b  

Lời giải 

Chọn A 



 BÀI GIẢNG TOÁN 11-CÁNH DIỀU  WEB: Toanthaycu.com 

 

 
Bản word đề và lời giải vui lòng lh Zalo: Tràn Đình Cư: 0834332133        98 

G
V

: TR
Ầ

N
 Đ

ÌN
H

 C
Ư

 – 0
8

3
4

3
3

2
1

3
3

 

Áp dụng công thức  cos cos sin sin cosx y x y x y   , ta được 

       cos cos sin sinM a b a b a b a b       

  2cos ( ) cos 2 1 2sin .a b a b b b        

Câu 24: Giá trị nào sau đây của x  thỏa mãn sin 2 .sin3 cos 2 .cos3x x x x ? 
A. 18 .  B. 30 .  C. 36 .  D. 45 .  

Lời giải 

Chọn A 

Áp dụng công thức  cos .cos sin .sin cosa b a b a b   , ta được 

sin 2 .sin3 cos2 .cos3 cos2 .cos3 sin 2 .sin3 0x x x x x x x x     

cos5 0 5 .
2 10 5

x x k x k
  

         

Câu 25: Đẳng thức nào sau đây đúng: 

A.  sin
cot cot .

sin .sin

b a
a b

a b


   B.  2 1

cos 1 cos 2 .
2

a a   

C.    
1

sin sin 2 .
2

a b a b    D.  
 sin

tan .
cos .cos

a b
a b

a b


   

Lời giải 

Chọn B 

Xét các đáp án: 

 Đáp án A. 

Ta có  sincos cos cos .sin sin .cos
cot cot

sin sin sin .sin sin .sin

a ba b a b a b
a b

a b a b a b


     . 

 Đáp án B. 

Ta có  2 2 1
cos 2 2cos 1 cos 1 cos 2

2
a a a a     . 

Câu 26: Chọn công thức đúng trong các công thức sau: 

A.    
1

sin .sin cos cos .
2

a b a b a b        B. sin sin 2sin .cos .
2 2

a b a b
a b

 
   

C. 2 tan
tan 2 .

1 tan

a
a

a



  D. 2 2cos 2 sin cos .a a a   

Lời giải 

Chọn B 

Câu 27: Rút gọn cos cos .
4 4

    
      

   
M x x  

A. n .2 siM x  B. si .2 n xM    C. s .2 coM x  D. co .2 s xM    
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Lời giải 

Chọn B 

Áp dụng công thức cos cos 2sin .sin
2 2

a b a b
a b

 
   , ta được 

4 4 4 4sin .cos cos sin
4 4 2 2

2
x x x x

M x x

   
 

   
           

          
      

   

sin .sin sin .2
4

2x x


     

Câu 28: Tam giác ABC  có 4
cos

5
A   và 5

cos
13

B  . Khi đó cosC  bằng 

A. 56
.

65
 B. 56

.
65
  C. 16

.
65

 D. 33
.

65
 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có : 

4 3
cos sin

5 5

5 12
cos sin

13 13

A A

B B

 
   
 

  
  

. Mà 180A B C    , do đó 

   

 

cos cos 180 cos

4 5 3 12 16
cos .cos sin .sin . . .

5 13 5 13 65

C A B A B

A B A B

       

 
       

 

 

Câu 29: Cho , ,A B C  là ba góc nhọn thỏa mãn tan ta
1

n tan
1 1

, ,
2 5 8

A B C   . Tổng A B C   

bằng 

A. .
6

  B. .
5

  C. .
4

  D. .
3

  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  

1 1
tan tan 72 5tan

1 11 tan . tan 91 .
2 5

A B
A B

A B




   
 

 

 
 
 

7 1
tan tan 9 8tan 1

7 11 tan .tan 1 .
9 8

A B C
A B C

A B C

 
     

  

 

4
A B C


    . 
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Câu 30: Cho , ,A B C  là các góc của tam giác ABC . Khi đó sin sin sinP A B C    tương đương 

với: 

A. 4cos cos cos .
2 2 2

A B C
P   B. 4sin sin sin .

2 2 2

A B C
P   

C. 2cos cos cos .
2 2 2

A B C
P   D. 2cos cos cos .

2 2 2

A B C
P   

Lời giải 

Chọn A 

Do 
sin cos

2 2 2 2 2

sin cos
2 2 2 2 2

A B C A B C

C A B C A B





  
    

 
    

  

. 

Áp dụng, ta được 

 sin sin sin 2sin cos 2sin cos
2 2 2 2

A B A B C C
P A B C

 
      

2cos cos 2cos cos
2 2 2 2

C A B A B C 
   

2cos cos cos 4cos cos cos .
2 2 2 2 2 2

C A B A B C A B  
   

 
 

Câu 31: Cho , ,A B C  là các góc của tam giác ABC . 

Khi đó tan . tan tan . tan tan . tan
2 2 2 2 2 2

A B B C C A
P     tương đương với: 

A. 1.P    B. 1.P    

C. 
2

tan . tan . tan .
2 2 2

A B C
P
 
  
 

 D. Đáp án khác. 

Lời giải 

Chọn A 

Do 
2 2 2

C B A
A B C





       

tan tan
tan tan

12 2 cot
21 tan tan tan

2 2 2
2 2 2

C B
A

C B

C A

A

B  


   
    


 

  
 

tan tan tan tan .tan 1
2 2 2 2 2

A C B C B 
    

 
 

tan . tan tan . tan tan . tan 1
2 2 2 2 2 2

A B B C C A
    . 

Câu 32: Trong ABC , nếu sin
2 cos

sin

B
A

C
  thì ABC  là tam giác có tính chất nào sau đây? 
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A. Cân tại .B  B. Cân tại .A  C. Cân tại .C  D. Vuông tại .B  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có    
sin

2cos sin 2sin .cos . sin sin
sin

B
A B C A C A C A

C
        

Mặt khác    sin sinA B C B A C B A C           . 

Do đó, ta được  sin 0C A A C    . 

Câu 33: Trong ABC , nếu 
2

2

tan sin

tan sin

A A

C C
  thì ABC  là tam giác gì? 

A. Tam giác vuông.  B. Tam giác cân. 
C. Tam giác đều.  D. Tam giác vuông hoặc cân. 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
2 2

2 2

tan sin sin cos sin
sin 2 sin 2

tan sin cos sin sin

A A A C A
C A

C C A C C
      

2 2

2 2
2

C A
C A

C A A C





      



. 

Câu 34: Cho góc   thỏa mãn 
2


    và 4

sin
5

  . Tính  sin 2 .P     

A. 24
.

25
P    B. 24

.
25

P   C. 12
.

25
P    D. 12

.
25

P   

Lời giải 

Chọn A 

Ta có    sin 2 sin 2 2 sin 2 2sin cosP             . 

Từ hệ thức 2 2sin cos 1   , suy ra 2 3
cos 1 sin

5
      . 

Do 
2


    nên ta chọn 3

cos
5

   . 

Thay 4
sin

5
   và 3

cos
5

    vào P , ta được 4 3 24
2. .

5 5 25
P

 
    

 
. 

Câu 35: Cho góc   thỏa mãn 0
2


   và 2

sin
3

  . Tính 1 sin2 cos2

sin cos
P

 

 

 



. 

A. 2 5
.

3
P    B. 3

.
2

P   C. 3
.

2
P    D. 2 5

.
3

P   

Lời giải 

Chọn D 
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Ta có  2 2cos sin cos2sin cos 2cos
2cos

sin cos sin cos
P

    


   


  

 
. 

Từ hệ thức 2 2sin cos 1   , suy ra 2 5
cos 1 sin

3
      . 

Do 0
2


   nên ta chọn 5 2 5

cos .
3 3

P     

Câu 36: Biết  
3

sin
5

     và 3

2


   . Tính sin .

6



 

  
 

P  

A. 3
.

5
P    B. 3

.
5

P   C. 4 3 3
.

10
P
 
  D. 4 3 3

.
10

P


  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  
3

sin sin
5

      . 

Từ hệ thức 2 2sin cos 1   , suy ra 2 4
cos 1 sin

5
      . 

Do 3

2


    nên ta chọn 4

cos
5

   . 

Suy ra 3 1 3 3 1 4 4 3 3
sin sin cos

6 2 2 2 5 2 5 10
P


  

      
             

     
. 

Câu 37: Cho góc   thỏa mãn 3
sin .

5
   Tính sin sin .

6 6
P

 
 
   

     
   

 

A. 11
.

100
P   B. 11

.
100

P    C. 7
.

25
P   D. 10

.
11

P   

Lời giải 

Chọn A 

Áp dụng công thức    
1

sin .sin cos cos
2

a b a b a b      , ta được 

1
sin sin cos cos 2 .

6 6 2 3
P

  
  
     

         
     

 

Ta có 
2

2 3 7
cos 2 1 2sin 1 2. .

5 25
 

 
     

 
 

Thay vào P , ta được 1 1 7 11
.

2 2 25 100
P

 
   
 

 

Câu 38: Cho góc   thỏa mãn 4
sin .

5
   Tính cos4 .P   

A. 527
.

625
P   B. 527

.
625

P    C. 524
.

625
P   D. 524

.
625

P    
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Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
2

2 4 7
cos 2 1 2sin 1 2. .

5 25
 

 
      

 
 

Suy ra 2 49 527
cos 4 2cos 2 1 2. 1 .

625 625
P          

Câu 39: Cho góc   thỏa mãn 4
sin 2

5
    và 3

4


   . Tính sin cosP    . 

A. 3
.

5
P   B. 3

.
5

P    C. 5
.

3
P   D. 5

.
3

P    

Lời giải 

Chọn A 

Vì 3

4


    suy ra 

sin 0

cos 0









 nên sin cos 0   . 

Ta có  
2 4 9

sin cos 1 sin 2 1
5 5

        . Suy ra 3
sin cos

5
    . 

Do sin cos 0    nên 3
sin cos

5
   . Vậy 3

.
5

P   

Câu 40: Cho góc   thỏa mãn 2
sin 2

3
  . Tính 4 4sin cosP    . 

A. 1.P   B. 17
.

81
P   C. 7

.
9

P   D. 9
.

7
P   

Lời giải 

Chọn C 

Áp dụng  
24 4 2 2 2 22a b a b a b    . 

Ta có  4 22 224 22 1
sin c

7
os os 1 sios sin c 2sin n 2.c

2 9
P             . 

Câu 41: Cho góc   thỏa mãn 5
cos

13
   và 3

2
2


   . Tính tan 2P  . 

A. 120
.

119
P    B. 119

.
120

P    C. 120
.

119
P   D. 119

.
120

P   

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
2

sin 2 2sin .cos
tan 2

cos 2 2cos 1
P

  


 
  


. 

Từ hệ thức 2 2sin cos 1   , suy ra 2 12
sin 1 cos

13
      . 
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Do 3
2

2


    nên ta chọn 12

sin
13

   . 

Thay 12
sin

13
    và 5

cos
13

   vào P , ta được 120

119
P  . 

Câu 42: Cho góc   thỏa mãn 2
cos 2

3
   . Tính    2 21 3sin 1 4cosP     . 

A. 12.P   B. 21
.

2
P   C. 6.P   D. 21.P   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có  
1 cos 2 1 cos 2 5 3

1 3. 1 4. cos 2 1 2cos 2
2 2 2 2

P
 

 
     

          
    

. 

Thay 2
cos 2

3
    vào P , ta được 5 4 7

1 1
2 3 6

P
  
      
  

. 

Câu 43: Cho góc   thỏa mãn 3
cos

4
   và 3

2
2


   . Tính cos .

3
P




 
  

 
 

A. 3 21
.

8
P


   B. 3 21

.
8

P


  

C. 3 3 7
.

8
P


   D. 3 3 7

.
8

P


  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 1 3
cos cos cos sin sin cos sin

3 3 3 2 2
P

  
    

 
      

 
. 

Từ hệ thức 2 2sin cos 1   , suy ra 2 7
sin 1 cos

4
      . 

Do 3
2

2


    nên ta chọn 7

sin
4

   . 

Thay 7
sin

4
    và 3

cos
4

   vào P , ta được 1 3 3 7 3 21
. .

2 4 2 4 8
P

  
     

 
. 

Câu 44: Cho góc   thỏa mãn 4
cos

5
    và 3

2


   . Tính tan

4
P



 

  
 

. 

A. 1
.

7
P    B. 1

.
7

P   C. 7.P    D. 7.P   

Lời giải 

Chọn A 

Ta có tan 1
tan

4 1 tan
P

 




 
   

 
. 
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Từ hệ thức 2 2sin cos 1   , suy ra 2 3
sin 1 cos

5
      . 

Do 3

2


    nên ta chọn 3

sin
5

   . Suy ra sin 3
tan

cos 4





  . 

Thay 3
tan

4
   vào P , ta được 1

7
P   . 

Câu 45: Cho góc   thỏa mãn 4
cos 2

5
    và 

4 2

 
  . Tính cos 2

4
P



 

  
 

. 

A. 2
.

10
P   B. 2

.
10

P    C. 1
.

5
P    D. 1

.
5

P   

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  
2

cos 2 cos 2 sin 2
4 2

P


  
 

    
 

. 

Từ hệ thức 2 2sin 2 cos 2 1   , suy ra 2 3
sin 2 1 cos 2

5
      . 

Do 2
4 2 2

  
        nên ta chọn 3

sin 2
5

  . 

Thay 3
sin 2

5
   và 4

cos 2
5

    vào P , ta được 2

10
P   . 

Câu 46: Cho góc   thỏa mãn 4
cos

5
    và 3

2


   . Tính 3

sin .cos
2 2

P
 

 . 

A. 39
.

50
P    B. 49

.
50

P   C. 49
.

50
P    D. 39

.
50

P   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có    
3 1 1

sin .cos sin 2 sin sin 2cos 1
2 2 2 2

P
 

        . 

Từ hệ thức 2 2sin cos 1   , suy ra 2 3
sin 1 cos

5
      . 

Do 3

2


    nên ta chọn 3

sin
5

   . 

Thay 3
sin

5
    và 4

cos
5

    vào P , ta được 39
.

50
P   

Câu 47: Cho góc   thỏa mãn 5
cot 2

2




 
  

 
. Tính tan

4
P



 

  
 

. 

A. 1
.

2
P   B. 1

.
2

P    C. 3.P   D. 4.P   

Lời giải 



 BÀI GIẢNG TOÁN 11-CÁNH DIỀU  WEB: Toanthaycu.com 

 

 
Bản word đề và lời giải vui lòng lh Zalo: Tràn Đình Cư: 0834332133        106 

G
V

: TR
Ầ

N
 Đ

ÌN
H

 C
Ư

 – 0
8

3
4

3
3

2
1

3
3

 

Chọn C 

Ta có 
tan tan

tan 14tan
4 1 tan1 tan . tan

4

P


 


 


 

    
  

. 

Từ giả thiết 5
cot 2 cot 2 2 cot 2 tan 2

2 2 2

  
    

     
               

     
. 

Thay tan 2   vào P , ta được 3.P    

Câu 48: Cho góc   thỏa mãn cot 15.   Tính sin 2 .P   

A. 11
.

113
P   B. 13

.
113

P   C. 15
.

113
P   D. 17

.
113

P   

Lời giải 

Chọn C 

Ta có cos
cot 15 15 cos 15sin .

sin


  


      

Suy ra 2

2 2

2

30 30 30 15
sin 2 2sin .cos 30sin .

1 1 cot 1 15 113
sin

P    




      
 

 

Câu 49: Cho góc   thỏa mãn cot 3 2    và .
2


    Tính tan cot

2 2
.P

 
   

A. 2 19.P   B. 2 19.P    C. 19.P   D. 19.P    

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
2 2sin cos sin cos

22 2 2 2tan cot .
2 2 sincos sin sin cos

2 2 2 2

P

   
 

    


       

Từ hệ thức 2

2

1 1
1 cot sin

sin 19
 


     . 

Do sin 0
2


       nên ta chọn 1

sin 2 19.
19

P     

Câu 50: Cho góc   thỏa mãn 4
tan

3
    và 3

;2
2


 
 
  

. Tính sin cos
2 2

P
 

  . 

A. 5.P   B. 5.P    C. 5
.

5
P    D. 5

.
5

P   

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 2 1 sin .P    Với 3 3
;2 ;

2 2 4

  
  
   
       

. 
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Khi đó 

2
0 sin

2 2

2
1 cos

2 2






 



   

, suy ra sin cos 0
2 2

P
 

   . 

Từ hệ thức 2 2sin cos 1   , suy ra 2 2

2

1 16
sin 1 cos 1

1 tan 25
 


    


. 

Vì 3
;2

2


 
 
  

 nên ta chọn 4
sin

5
   . 

Thay 4
sin

5
    vào 2P , ta được 2 1

5
P  . Suy ra 5

5
P   . 

Câu 51: Cho góc   thỏa mãn tan 2   . Tính sin 2

cos 4 1
P







. 

A. 10
.

9
P   B. 9

.
10

P   C. 10
.

9
P    D. 9

.
10

P    

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
2

sin 2 sin 2

cos 4 1 2cos 2
P

 

 
 


. 

Nhắc lại công thức: Nếu đặt tant   thì 
2

2
sin 2

1

t

t
 


 và 

2

2

1
cos 2

1

t

t






. 

Do đó 
2

2 tan 4
sin 2

1 tan 5





  


, 
2

2

1 tan 3
cos 2

1 tan 5







  


. 

Thay 4
sin 2

5
    và 3

cos 2
5

    vào P , ta được 10

9
P   . 

Câu 52: Cho góc   thỏa mãn tan cot 0    và 1
sin

5
  . Tính sin 2P  . 

A. 4 6
.

25
P   B. 4 6

.
25

P    C. 2 6
.

25
P   D. 2 6

.
25

P    

Lời giải 

Chọn B 

Ta có sin 2 2sin cosA     . 

Từ hệ thức 2 2

2

1
cot 1 25 cot 24 cot 2 6

sin
  


        . 

Vì tan , cot  cùng dấu và tan cot 0    nên tan 0,  cot 0   . 

Do đó ta chọn cot 2 6   . Suy ra 2 6
cos cot .sin

5
     . 

Thay 1
sin

5
   và 2 6

cos
5

    vào P , ta được 1 2 6 4 6
2. . .

5 5 25
P

 
     

 
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Câu 53: Cho góc   thỏa mãn 
2


    và sin 2cos 1    . Tính sin 2P  . 

A. 24
.

25
P   B. 2 6

.
5

P   C. 24
.

25
P    D. 2 6

.
5

P    

Lời giải 

Chọn C 

Với 
2


    suy ra 

sin 0

cos 0









. 

Ta có  
2 2

2 2

sin 2cos 1
1 2cos cos 1

sin cos 1

 
 

 

  
    

 
 

 
2

cos 0 

5cos 4cos 0 4
cos

5



 



   
  


loaïi

. 

Từ hệ thức 2 2sin cos 1   , suy ra 3
sin

5
   (do sin 0  ). 

Vậy 3 4 24
sin 2 2sin .cos 2. .

5 5 25
P   

 
      

 
. 

Câu 54: Biết 5 3
sin ; cos ; ; 0 .

13 5 2 2
a b a b

 
       Hãy tính  sin .a b  

A. 56
.

65
 B. 63

.
65

 C. 33
.

65
  D. 0. 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
2

2 2 5 144
cos 1 sin 1

13 169
a a

 
     

 
 mà 12

; cos .
2 13

a a



 
    
 

 

Tương tự, ta có 
2

2 2 3 16
sin 1 cos 1

5 25
b b

 
     

 
 mà 4

0; sin .
2 5

b b
 

   
 

 

Khi đó  
5 3 12 4 33

sin sin .cos sin .cos . . .
13 5 13 5 65

a b a b b a        

Câu 55: Nếu biết rằng 5 3
sin , cos 0

13 2 5 2

 
    

   
        

   
 thì giá trị đúng của biểu 

thức  cos    là 

A. 16
.

65
 B. 16

.
65
  C. 18

.
65

 D. 18
.

65
  

Lời giải 

Chọn B 
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Ta có 5
sin

13
   với 

2


    suy ra 25 12

cos 1 .
169 13

       

Tương tự, có 3
cos

5
   với 0

2


   suy ra 9 4

sin 1 .
25 5

     

Vậy  
12 3 5 4 16

cos cos .cos sin .sin . . .
13 5 13 5 65

              

Câu 56: Cho hai góc nhọn a ; b  và biết rằng 1 1
cos ; cos .

3 4
a b   Tính giá trị của biểu thức 

   cos .cos .P a b a b    

A. 113
.

144
  B. 115

.
144
  C. 117

.
144
  D. 119

.
144
  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có       cos .cos cos .cos sin .sin cos .cos sin .sinP a b a b a b a b a b a b       

       2 2 2 2 2 2cos .cos sin .sin cos .cos 1 cos . 1 cos .a b a b a b a b       

1 1 1 1 119
. 1 . 1 .

9 16 9 16 144

   
        

     

Câu 57: Nếu ,a b  là hai góc nhọn và 1 1
sin ; sin

3 2
a b   thì  cos2 a b  có giá trị bằng 

A. 7 2 6
.

18

  B. 7 2 6
.

18

  C. 7 4 6
.

18

  D. 7 4 6
.

18

  

Lời giải 

Chọn D 

Vì , 0;
2

a b
 

 
 

 nên suy ra 

2

2

2

2

1 2 2
cos 1 sin 1

3 3
.

1 3
cos 1 sin 1

2 2

a a

b b

        
  

  

      
 

 

Khi đó  
2 2 3 1 1 1 2 6

cos cos .cos sin .sin . . .
3 2 3 2 6

a b a b a b
 

       

Vậy    
2

2 1 2 6 7 4 6
cos 2 2cos 1 2. 1 .

6 18
a b a b

   
        

   

Câu 58: Cho 0 ,  
2


    và thỏa mãn 1

tan
7

  , 3
tan

4
  . Góc    có giá trị bằng 

A. .
3

  B. .
4

  C. .
6

  D. .
2

  

Lời giải 
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Chọn B 

Ta có  

1 3
tan tan 7 4tan 1

1 31 tan .tan 1 .
7 4

 
 

 




   
 

 suy ra .
4

a b


   

Câu 59: Cho ,  x y  là các góc nhọn và dương thỏa mãn 3 1
cot , cot .

4 7
x y   Tổng x y  bằng 

A. .
4

  B. 3
.

4

  C. .
3

  D. .  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  

3 1
. 1

cot .cot 1 4 7cot 1.
3 1cot cot
4 7

x y
x y

x y




    
 

 

Mặt khác 0 ,
2

x y


   suy ra 0 .x y     Do đó 3
.

4
x y


   

Câu 60: Nếu , ,    là ba góc nhọn thỏa mãn  tan .sin cos      thì 

A. .
4


       B. .

3


      

C. .
2


       D. 3

.
4


      

Lời giải 

Chọn C 

Ta có      tan .sin cos sin .sin cos .cos .                

     cos .cos sin .sin 0 cos 0.                  

Vậy tổng ba góc 
2


      (vì , ,    là ba góc nhọn). 

Câu 61: Biết rằng  01
tan 0 90

2
a a    và  0 01

tan 90 180
3

b b     thì biểu thức  cos 2a b  

có giá trị bằng 

A. 10
.

10
  B. 10

.
10

 C. 5
.

5
  D. 5

.
5

 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 

2

2

22

1
1

1 tan 32
cos 2

1 tan 51
1

2

a
a

a

 
      

  
  
 

 suy ra 2 4
sin 2 1 cos 2 .

5
a a    
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Lại có 2

2 2

1 1 3
1 tan cos

cos 101 tan
b b

b b
      


 vì 0 090 180b   

Mặt khác 1 3 1
sin tan .cos .

3 10 10
b b b

  
       

   
 

Khi đó  
3 3 4 1 1

cos 2 cos 2 .cos sin 2 .sin . . .
5 510 10 10

a b a b a b
 

        
 

 

Câu 62: Nếu  0 01
sin cos 135 180

5
a a a     thì giá trị của biểu thức tan 2a  bằng 

A. 20
.

7
  B. 20

.
7

 C. 24
.

7
 D. 24

.
7

  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  
21 1 1 24

sin cos sin cos 1 sin 2 sin 2 .
5 25 25 25

a a a a a a           

Khi đó 
2

2 24 7
cos 2 1 sin 2 1

25 25
a a

 
     

 
 vì 0 0270 2 360 .a   

Vậy giá trị của biểu thức sin 2 24
tan 2 .

cos 2 7

a
a

a
 

 

Câu 63: Nếu    tan 7, tan 4a b a b     thì giá trị đúng của tan 2a  là 

A. 11
.

27
  B. 11

.
27

 C. 13
.

27
  D. 13

.
27

 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có    
   
   

tan tan 7 4 11
tan 2 tan .

1 tan . tan 1 7.4 27

a b a b
a a b a b

a b a b

   
             

 

Câu 64: Nếu  sin .cos sin      với  , , ,
2 2

k l k l
 

           thì 

A.  tan 2cot .      B.  tan 2cot .     

C.  tan 2 tan .      D.  tan 2 tan .     

Lời giải 

Chọn D 

Ta có    sin .cos sin sin .              

     sin .cos sin .cos cos .sin .               

   
 
 

sin sin
2sin .cos sin .cos 2. 2 tan .

cos cos

  
      

  


      


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Câu 65: Nếu 
2


      và cot cot 2cot     thì cot .cot   bằng 

A. 3.  B. 3.  C. 3.  D. 3.  

Lời giải 

Chọn C 

Từ giả thiết, ta có  .
2 2

 
             

Suy ra    
tan tan

cot cot 2cot 2.cot 2. tan 2.
2 1 tan . tan

  
      

 

 
          

 

Mặt khác 

1 1

tan tan cot cotcot cot
1 11 tan . tan cot .cot 11 .

cot cot

    

   
 


 

 
 

 nên suy ra 

cot cot
cot cot 2. cot .cot 1 2 cot .cot 3.

cot .cot 1

 
     

 


      


 

Câu 66: Nếu tan  và tan   là hai nghiệm của phương trình  2 0 1x px q q     thì  tan    

bằng 

A. .
1

p

q 
 B. .

1

p

q



 C. 2
.

1

p

q
 D. 2

.
1

p

q



 

Lời giải 

Chọn A 

Vì tan , tan   là hai nghiệm của phương trình 2 0x px q    nên theo định lí Viet, ta 

có
tan tan

.
tan . tan

p

q

 

 

  



 Khi đó  

tan tan
tan .

1 tan tan 1

p

q

 
 

 


  

 
 

Câu 67: Nếu tan ; tan   là hai nghiệm của phương trình  2 0 . 0x px q p q    . Và cot ; 

cot   là hai nghiệm của phương trình 2 0x rx s    thì tích P rs  bằng 

A. .pq  B. 
2

.
p

q
 C. 1

.
pq

 D. 
2

.
q

p
 

Lời giải 

Chọn B 

Theo định lí Viet, ta có 
tan tan

tan .tan

p

q

 

 

 



 và 

cot cot
.

cot .cot

r

s

 

 

 



 

Khi đó  
1 1 1 1

. cot cot .cot .cot . .
tan tan tan tan

P r s    
   

 
     

 
 

 
2 2

tan tan
.

tan . tan

p

q

 

 


   Vậy 

2
. .

p
P r s

q
   
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Câu 68: Nếu tan  và tan   là hai nghiệm của phương trình  2 0 0x px q q     thì giá trị biểu 

thức        2 2cos sin .cos sinP p q               bằng: 

A. .p  B. .q  C. 1.  D. .
p

q
 

Lời giải 

Chọn C 

Vì tan , tan   là hai nghiệm của phương trình 2 0x px q    nên theo định lí Viet, ta có 

 
tan tan tan tan

tan .
tan .tan 1 tan .tan 1

p p

q q

   
 

   

  
   

  
 

Khi đó      2 2cos . 1 . tan . tan .P p q              

   
 

2

2

22

1 . .
1 .tan . tan 1 1

1 tan
1

1

p p
p q

p q q q

p

q

   

 

 
          

   
   

 

   
 

 
 

2 22 2 2 2 2

2 22 2

1 1 . 1 . .
1.

1 1

q p q q p q p p q q p

q p q p

       
  

   
 

Câu 69: Rút gọn biểu thức tan tanM x y  . 

A.  tan .M x y    B.  sin
.

cos .cos

x y
M

x y


  

C.  sin
.

cos .cos

x y
M

x y


   D. tan tan

.
1 tan .tan

x y
M

x y





 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  sinsin sin sin cos cos sin
tan tan .

cos cos cos cos cos cos

x yx y x y x y
M x y

x y x y x y


       

Câu 70: Rút gọn biểu thức 2 2cos cos .
4 4

M
 

 
   

      
   

 

A. sin 2 .M   B. cos 2 .M   C. cos 2 .M    D. sin 2 .M    

Lời giải 

Chọn D 

Vì hai góc 
4




 
 

 
 và 

4




 
 

 
 phụ nhau nên cos sin .

4 4

 
 

   
     

   
 

Suy ra 2 2 2 2cos cos cos sin
4 4 4 4

M
   

   
       

              
       
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cos 2 sin 2 .
2


 

 
    

 
 

Câu 71: Chọn đẳng thức đúng. 

A. 2 1 sin
cos .

4 2 2

a a  
  

 
 B. 2 1 sin

cos .
4 2 2

a a  
  

 
 

C. 2 1 cos
cos .

4 2 2

a a  
  

 
 D. 2 1 cos

cos .
4 2 2

a a  
  

 
 

Lời giải 

Chọn A 

 2

1
1 12

cos
4 2 2 2

cos
sin sin

2

a
aaa




 
            

 
. 

Câu 72: Gọi 
 sin

sin .sin

y x
M

x y


  thì 

A. tan tan .xM y  B. cot cotx yM   

C. cot cot .yM x  D. .
si

1

n sin

1

x
M

y
   

Lời giải 

Chọn B 

Ta có : 
sin .cos cos .sin sin .cos cos .sin

sin .sin sin .sin sin

    

.sin

cos cos
cot cot

sin sin

y x y x y x y x

x y x y x y

x y
x y

x y

M   

  



. 

Câu 73: Gọi cos cos 2 cos3M x x x    thì 

A.  2cos 2 cos 1 .M x x   B. 1
4cos 2 . cos .

2
M x x

 
  

 
 

C.  cos 2 2cos 1 .M x x   D.  cos 2 2cos 1 .M x x   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có:  cos cos 2 cos3 cos cos3 cos 2M x x x x x x       

 2cos 2 .cos cos 2 cos 2 2cos 1x x x x x    . 

Câu 74: Rút gọn biểu thức 
2

sin 3 sin

2cos 1

x x
M

x





. 

A. tan 2x  B. sin .x  C. 2 tan .x  D. 2sin .x  

Lời giải 
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Chọn D 

Ta có:
2

sin 3 sin 2cos 2 sin
2sin

2cos 1 cos 2

x x x x
x

x x


 


. 

Câu 75: Rút gọn biểu thức 
2

1 cos cos 2 cos3

2cos cos 1

x x x
A

x x

  


 
. 

A. cos .x  B. 2cos 1.x  C. 2cos .x  D. cos 1.x   

Lời giải 

Chọn C 

Ta có:    
 

2

2

1 cos 2 cos cos3 2cos 2cos 2 cos

cos cos 22cos 1 cos

x x x x x x
A

x xx x

   
 

 
 

 2cos cos cos 2
2cos .

cos cos 2

x x x
x

x x


 


 

Câu 76: Rút gọn biểu thức tan cot
cos 2

tan cot
A

 


 


 


. 

A. 0.  B. 22 cos .x  C. 2. D. cos2 .x  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

sin cos sin cos
sin coscos sin sin .cos sin cos cos 2

sin cos sin cos sin cos
cos sin sin .cos

   
       

     
   





     

 
. 

Do đó cos 2 cos2 0.A      

Câu 77: Rút gọn biểu thức 1 sin 4 cos 4

1 sin 4 cos 4
A

 

 

 

 

. 

A. sin 2 . B. cos2 . C. tan 2 . D. cot 2 . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có : 

 
 

2

2

1 2sin 2 2sin 2 cos 2

1 2cos 2 2sin 2 cos 2

2sin 2 (s

cos 4 sin 4

cos

in 2 cos 2 )
tan 2

2cos 2 (sin 2 cos 2 )

4 sin 4
A

  

  

  


 

 

 



  
 
  


 



. 

Câu 78: Biểu thức 3 4cos 2 cos 4

3 4cos 2 cos 4
A

 

 

 

 

 có kết quả rút gọn bằng: 

A. 4tan .  B. 4tan .  C. 4cot .  D. 4cot .  

Lời giải 
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Chọn B 

Ta có  
22 2 2cos 2 1 2sin ;cos 4 2cos 1 2 12 12sin           . Do đó: 

   
   

22 2 2 2 4
4

2 2 2 42 2

3 4 1 2sin 2 1 2sin 1 8sin 8sin 8sin
tan

8cos 8cos 8cos3 4 2cos 1 2 2cos 1 1

a
A

a

   


  

      
  

     
.
 

Câu 79: Khi 
6


   thì biểu thức 

2 4 2 2

2 2

sin 2 4sin 4sin .cos

4 sin 2 4sin
A

   

 

 


 
 có giá trị bằng: 

A. 1

3
. B. 1

6
. C. 1

9
. D. 1

12
. 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
2 4 2 2 4

2 2 2 2 2

sin 2 4sin 4sin .cos 4sin

4 sin 2 4sin 4(1 sin ) 4sin .cos
A

    

    

 
 

   
 

4 4
4

2 2 4

sin sin
tan .

cos (1 sin ) cos
a

 

  
  


 

Do đó giá trị của biểu thức A  tại 
6


   là 

4

4 1 1

6 9
tan

3

   
    

   
.
 

Câu 80: Rút gọn biểu thức 2

1

sin sin

o 2c s cos
A

 

 



 

. 

A. tan .  B. 2 tan .  C. tan 2 tan .   D. tan 2 .  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có    
 2

sin 2 os 1 sin 2 os 1sin 2 sin
= tan

1 os2 os 2 os os os 2 os 1

c c
A

c c c c c c

    


     

 
  
   

. 

Câu 81: Rút gọn biểu thức 1 sin cos 2

sin 2 cos

a a
A

a a

 



. 

A. 1.  B. tan .  C. 5
.

2
 D. 2 tan .  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  
 

2 sin 2sin 11 sin 2sin 1 sin
tan .

2sin .cos cos cos 2sin 1 cos

a aa a a
A a

a a a a a a

  
   

 
 

Câu 82: Rút gọn biểu thức 
sin sin

2

1 cos cos
2

x
x

A
x

x




 

 được: 
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A. tan .
2

x  B. cot .x  C. 2tan .
4

x
 
 

 
 D. sin .x  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 

2

2 ,
2 2

sin sin 2. sin c
2

1

os

cos 1 cos os2
2

c
2

2.

x
x

x

x x

x x



 


 
  

 
 

 

 

 

Do đó 
2

sin 2cos 12sin cos sin
2 22 2 2 tan

22cos cos cos 2cos 1
2 2 2 2

x xx x x
x

A
x x x x

 
  

   
   
 

. 

Câu 83: Rút gọn biểu thức 5 5sin .cos sin .cosA      . 

A. 1
sin 2 .

2
  B. 1

sin 4 .
2

  C. 3
sin 4 .

4
  D. 1

sin 4 .
4

  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có  5 5 4 4sin .cos sin .cos sin .cos cos sin           

  2 2 2 21
sin 2 cos sin cos sin

2
        

 2 21 1 1
sin 2 cos sin sin 2 cos 2 sin 4 .

2 2 4
          

Câu 84: Tìm giá trị lớn nhất M  và nhỏ nhất m  của biểu thức 3sin 2.P x   
A. 1,  5.M m     B. 3,  1.M m   

C. 2,  2.M m     D. 0,  2.M m    

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 1 sin 1 3 3sin 3 5 3sin 2 1x x x           

1
5 1 .

5

M
P

m


     

 
 

Câu 85: Cho biểu thức 2sin 2
3

P x
 

    
 

. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. 4,  .P x     B. 4,  .P x    

C. 0,  .P x    D. 2,  .P x    

Lời giải 

Chọn C 
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Ta có 1 sin 1 2 2sin 2
3 3

x x
    

            
   

 

4 2sin 2 0 4 0.
3

x P
 

         
 

 

Câu 86: Biểu thức sin sin
3

P x x
 

   
 

 có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên? 

A. 1.  B. 2. C. 3.  D. 4. 

Lời giải 

Chọn C 

Áp dụng công thức sin sin 2cos sin
2 2

a b a b
a b

 
  , ta có 

sin sin 2cos sin cos .
3 6 6 6

x x x x
        
          

     
 

Ta có  1 cos 1 1 1 1;0;1 .
6

Px P P
  

           
 

  

Câu 87: Tìm giá trị lớn nhất M  và nhỏ nhất m  của biểu thức 2 2sin 2 cos .P x x   
A. 3,  0.M m   B. 2,  0.M m   C. 2,  1.M m   D. 3,  1.M m   

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  2 2 2 2 2 2sin 2cos sin cos cos 1 cosP x x x x x x        

Do 2 2 2
1 cos 1 0 cos 1 1 1 cos 2 .

1

M
x x x

m


           


 

Câu 88: Gọi ,  M m  lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
28sin 3cos 2P x x  . Tính 22 .T M m   

A. 1.T   B. 2.T   C. 112.T   D. 130.T   

Lời giải 

Chọn A 

Ta có  2 2 2 28sin 3cos 2 8sin 3 1 2sin 2sin 3.P x x x x x        

Mà 2 21 sin 1 0 sin 1 3 2sin 3 5x x x           

25
3 5 2 1.

3

M
P T M m

m


       


 

Câu 89: Cho biểu thức 4 4cos sinP x x  . Mệnh đề nào sau đây là đúng? 
A. 2,  .P x     B. 1,  .P x    

C. 2,  .P x     D. 2
,  .

2
P x    
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Lời giải 

Chọn B 

Ta có  
24 4 2 2 2 2 21

cos sin sin cos 2sin cos 1 sin 2
2

P x x x x x x x        

1 1 cos 4 3 1
1 . cos 4 .

2 2 4 4

x
x


     

Mà 1 3 1 1
1 cos 4 1 cos 4 1 1.

2 4 4 2
x x P           

Câu 90: Tìm giá trị lớn nhất M  và nhỏ nhất m  của biểu thức 4 4sin cos .P x x   
A. 2,  2.M m     B. 2,  2.M m    

C. 1,  1.M m     D. 1
1,  .

2
M m   

Lời giải 

Chọn C 

Ta có   4 4 2 2 2 2sin cos sin cos sin cos cos 2 .P x x x x x x x        

Mà 
1

1 cos 2 1 1 cos 2 1 1 1 .
1

M
x x P

m


             

 
 

Câu 91: Tìm giá trị lớn nhất M  và nhỏ nhất m  của biểu thức 1 2 cos3 .P x   

A. 3,  1.M m     B. 1,  1.M m    

C. 2,  2.M m     D. 0,  2.M m    

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 1 cos3 1 0 cos3 1 0 2 cos3 2x x x            

1
1 1 2 cos3 1 1 1 .

1

M
x P

m


          

 
 

Câu 92: Tìm giá trị lớn nhất M  của biểu thức 24sin 2 sin 2 .
4

P x x
 

   
 

 

A. 2.M   B. 2 1.M    C. 2 1.M    D. 2 2.M    

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 2 1 cos 2
4sin 2 sin 2 4 sin 2 cos 2

4 2

x
P x x x x

    
        

   
 

sin 2 cos 2 2 2 sin 2 2.
4

x x x
 

      
 

 

Mà 1 sin 2 1 2 2 2 sin 2 2 2 2
4 4

x x
    

              
   

. 
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Vậy giá trị lớn nhất của hàm số là 2 2.  
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BÀI 3: HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC VÀ ĐỒ THỊ 

A. TÓM TẮT KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 
I. HÀM SỐ CHẴN, HÀM SỐ LẺ, HÀM SỐ TUẦN HOÀN 

1. Hàm số chẵn, hàm số lẻ 

Trong trường hợp tổng quát, ta có định nghĩa sau: 
Cho hàm số  y f x  với tập xác định D . 

 Hàm số  y f x  được gọi là hàm số chẵ nếu x D   thì x D   và    f x f x  . 

 Hàm số  y f x  được gọi là hàm số lẻ nếu x D   thì x D   và    f x f x   . 

Chú ý 

-Đồ thị hàm số chẵn nhận trục tung làm trục đối xứng. 
-Đồ thị hàm số lẻ nhận gốc toạ độ làm tâm đối xứng. 

2. Hàm số tuần hoàn 

-Trong trường hợp tổng quát, ta có định nghĩa sau: 

Cho hàm số  y f x  với tập xác định D . Hàm số  y f x  được gọi là tuần hoàn nếu tồn 

tại một số T  khác 0 sao cho với mọi x D , ta có: 

 x T D   và x T D   
    f x T f x   

Số T  dương nhỏ nhất thoả mãn (nếu có) các tính chất trên được gọi là chu kì của hàm số 
tuần hoàn đó. 

Nhận xét 
Cho hàm số tuần hoàn chu kì T . Từ đồ thị hàm số đó trên đoạn  ;a a T , ta dịch chuyển 

song song với trục hoành sang phải (hoặc sang trái) theo đoạn có độ dài T  thì được đồ thị 
hàm số trên đoạn  ; 2a T a T   (hoặc  ;a T a  ). 

II. HÀM SỐ y sinx  

1. Định nghĩa  

Trong trường hợp tổng quát, ta có định nghĩa sau: 

Quy tắc đặt tương ứng mỗi số thực x  với một số thực sinx  được gọi là hàm số siny x . Tập 

xác định của hàm số siny x  là  . 

2. Đồ thị hàm số y=sinx 

-Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , biểu diễn các điểm  ;sinx x  với  ;x     và nối lại ta được 

đồ thị hàm số siny x  trên đoạn  ;   (Hình 24). 
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-Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , biểu diễn các điểm  ;sinx x  với  3 ; , ;3 ,x          , ta 

có đồ thị hàm 
số siny x  

trên   được biểu 
diễn ở Hình 25 . 

 

 
 
 
 
 
 
3.  Tính chất của hàm số y=sinx 

Hàm số siny x  có tập giá trị là  1;1  và có tính chất sau: 

 Hàm số siny x  là hàm số lẻ, có đồ thị đối xứng qua gốc toạ độ O ; 

 Hàm số siny x  tuần hoàn chu kì 2 ; 

 Hàm số siny x  đồng biến trên mỗi khoảng 2 ; 2
2 2

k k
 

 
 
   
 

, nghịch biến trên 

mỗi khoảng 3
2 ; 2

2 2
k k

 
 

 
  

 
 với k . 

Nhận xét: Dựa vào đồ thị của hàm số siny x  (Hình 25 ), ta thấy sin 0x   tại những giá trị 

 x k k  .  

Vì vậy, tập hợp các số thực x  sao cho sin 0x   là  \E k k � ∣ . 

III. HÀM SỐ y cosx  

1. Định nghĩa  

-Trong trường hợp tổng quát, ta có định nghĩa sau: 

Quy tắc đặt tương ûńg mỗi số thực x  với một số thực cosx  được gọi là hàm số cosy x . Tập 

xác định của hàm số cosy x  là  . 

2. Đồ thị hàm số y=cosx 
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-Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , biểu diễn các điểm  ;cosx x  với  ;x     và nối lại ta được 

đồ thị hàm số cosy x  trên đoạn  ;   (Hình 27). 

 
-Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , biểu diễn các điểm  ;cosx x  với  3 ; , ;3 ,x          , ta 

có đồ thị hàm số cosy x  trên   được biểu diễn ở Hình 28 

 

 

 

 
 
 
3.  Tính chất của hàm số y=cosx 

Hàm số cosy x  có tập giá trị là  1;1  và có tính chất sau: 

 Hàm số cosy x  là hàm số chẵn, có đồ thị đối xứng qua trục tung; 

 Hàm số cosy x  tuần hoàn chu kì 2 ; 
 Hàm số cosy x  đồng biến trên mỗi khoảng  2 ; 2k k    , nghịch biến trên mỗi 

khoảng  2 ; 2k k    với k . 

Nhận xét:  

Dựa vào đồ thị của hàmố cosy x  (Hình 28 ), ta thấy cos 0x   tại những giá trị 

 
2

x k k


   . Vì vậy, tập hợp các số thực x  sao cho cos 0x   là 

2
D k k




 
   

 
  ∣ .  

IV. HÀM SỐ y tanx  

1. Định nghĩa  

Ta có định nghĩa sau: 
Quy tắc đặt tương ứng mỗi số thực x D  với một số thực tan x  được gọi là hàm số tany x . 

Tập xác định của hàm số tany x  là \
2

D k k



 

   
 

 ∣ . 

2. Đồ thị hàm số y=tanx 
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-Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , biểu diễn các điểm  ; tanx x  với ;
2 2

x
  

 
 

 và nối lại ta 

được đồ thị hàm số tany x  trên đoạn ;
2 2

  
 
 

 (Hình 29). 

 

-Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , biểu diễn các điểm  ; tanx x  với  
3 3

; , ; ,
2 2 2 2

x
     

  
 

, 

ta có đồ thị hàm số cosy x  trên   được biểu diễn ở Hình 30 

 
3.  Tính chất của hàm số y=tanx 

Hàm số tany x  có tập giá trị là   và có tính chất sau: 

 Hàm số tany x  là hàm số lẻ, có đồ thị đối xứng qua gốc toạ độ O ; 

 Hàm số tany x  tuần hoàn chu kì  ; 

 Hàm số tany x  đồng biến trên mỗi khoảng ;
2 2

k k
 

 
 
   
 

 với k . 

V. HÀM SỐ y=cotx 

1. Định nghĩa  

Ta có định nghĩa sau: 

Quy tắc đặt tương ứng mỗi số thực x E  với một số thực cot x  được gọi là hàm số coty x . 

Tập xác định của hàm số coty x  là  E k k   ∣ . 

2. Đồ thị hàm số y=cotx 

-Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , biểu diễn các điểm  ;cotx x  với 0;
2

x
 

 
 

 và nối lại ta được 

đồ thị hàm số coty x  trên đoạn 0;
2

 
 
 

 (Hình 31). 
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-Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , biểu diễn các điểm  ;cotx x  với các khoảng  

     ; 2 , ;0 , 2 ; .....         

ta được đồ thị hàm số  coty x trên E như  (Hình 32). 

 
 

3.  Tính chất của hàm số y=cotx 

Hàm số coty x  có tập giá trị là   và có tính chất sau: 

 Hàm số coty x  là hàm số lẻ, có đồ thị đối xứng qua gốc toạ độ O ; 

 Hàm số coty x  tuần hoàn chu kì  ; 

 Hàm số coty x  nghịch biến trên mỗi khoảng  ;k k    với k . 

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP LỜI GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1: Tìm tập xác đinh của hàm số 

1. Phương pháp 

Để tìm tập xác định của hàm số ta cần lưu ý các điểm sau 

  y u x   có nghĩa khi và chỉ khi  u x  xác định và u(x) 0 .  

 
u(x)

y
v(x)
  có nghĩa khi và chỉ  u x ,  v x  xác định và v(x) 0 . 

 
u(x)

y
v(x)

  có nghĩa khi và chỉ  u x ,  v x  xác định và v(x) 0 . 

 Hàm số y sinx, y cosx  xác định trên   và tập giá trị của nó là: 

     1 sinx 1 ; 1 cosx 1 .  

Như vậy,    y s in u x , y cos u x         xác định khi và chỉ khi  u x   xác định.  

  y tan u x  có nghĩa khi và chỉ khi  u x  xác định và  u x k ,k
2


     

  y cot u x  có nghĩa khi và chỉ khi  u x  xác định và     u x k ,k  .  
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2. Các ví dụ mẫu 

Ví dụ 1. Tìm tập xác định của các hàm số sau: 

a) 
2

5x
y sin

x 1

 
  

 
; b) 2y cos 4 x ;     c) y sin x;   d) y 2 sin x  .  

Lời giải 

a) Hàm số 
2

5x
y sin

x 1

 
  

 
 xác định 2x 1 0 x 1.        

Vậy    D \ 1 .   

b) Hàm số 2y cos x 4   xác định   2 24 x 0 x 4 2 x 2.          

Vậy  D x | 2 x 2 .       

c) Hàm số y sin x  xác định sinx 0 k2 x k2 ,k .          

Vậy  D x | k2 x k2 ,k .          

d) Ta có: 1 s inx 1 2 s inx 0       . 

Do đó, hàm só luôn luôn xác định hay D .    

Ví dụ 2. Tìm tập xác định của các hàm số sau: 

a)  y tan x
6

 
  

 
; b) y cot x ;

3

 
  

 
  c) sin x

y ;
cos(x )


 
  d) 1

y .
tan x 1



 

Lời giải 

a) Hàm số y tan x
6

 
  

 
 xác định 2

x k x k ,k .
6 2 3

  
           

Vậy  
    

 

2
D \ k ,k .

3
    

b) Hàm số y cot x
3

 
  

 
xác định x k x k ,k .

3 3

 
           

Vậy D \ k ,k .
3

 
    

 
    

c) Hàm số 
 

sin x
y

cos(x )
 xác định   3

cos x 0 x k x k ,k .
2 2

 
               

Vậy 3
D \ k ,k .

2

 
    

 
   
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d) Hàm số 1
y

tan x 1



 xác định 

     tan x 1 x k ,k .
4

   

Vậy D \ k ,k .
4

 
    

 
   

Ví dụ 3. Tìm tập xác định của các hàm số sau:  

a)  
1

y cos2x ;
cosx

    b) 3cos2x
y .

sin3xcos3x
   

Lời giải 

a) Hàm số  
1

y cos2x
cosx

 xác định cosx 0 x k ,k .
2


         

Vậy  
    

 
D \ k ,k .

2
   

b) Hàm số 3cos2x
y

sin3x cos3x
  xác định    

1 k
sin3x cos3x 0 sin6x 0 6x k x ,k .

2 6


          

Vậy k
D \ ,k .

6

 
  

 
   

Ví dụ 4. Tìm m để hàm số sau đây xác định trên : y 2m 3cosx.   

Lời giải 

Hàm số đã cho xác định trên R  khi và chỉ khi 2m
2m 3cosx 0 cosx

3
      

Bất đẳng thức trên đúng với mọi x  khi 2m 3
1 m .

3 2
     

Dạng 2: Xét tính chẵn lẻ của hàm số 

1. Phương pháp:  

Giả sử ta cần xét tính chẵn, lẻ của hàm số y f(x)  

 Bước 1: Tìm tập xác định D  của hàm số; kiểm chứng D  là tập đối xứng qua số 0 tức là 
x,x D x D      (1) 

 Bước 2: Tính f( x)  và so sánh f( x)  với f(x)  

- Nếu f( x) f(x)   thì f(x)  là hàm số chẵn trên D   (2) 

- Nếu f( x) f(x)    thì f(x)  là hàm số lẻ trên D      (3) 

Chú ý:  
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- Nếu điều kiện (1) không nghiệm đúng thì f(x)  là hàm không chẵn và không lẻ trên D; 

- Nếu điều kiện (2) và (3) không nghiệm đúng, thì f(x)  là hàm không chẵn và cũng không 

lẻ trên D .  

Lúc đó, để kết luận f(x)  là hàm không chẵn và không lẻ ta chỉ cần chỉ ra điểm 0x D  sao 

cho 0 0

0 0

f( x ) f(x )

f( x ) f(x )

  

  

 

2. Các ví dụ mẫu 

Ví dụ 1.  Xét tính chẵn,  lẻ của các hàm số sau: 

a) y = sin2x;   b) y = tan x ;  c) 4y sin x . 

Lời giải 

a) TXĐ: D .   Suy ra x D x D     . 

Ta có:            f x sin 2x sin2x f x . 

Do đó hàm số đã cho là hàm số lẻ. 

b) TXĐ: D \ k ,k .
2

 
     

 
    Suy ra x D x D     . 

Ta có:    f x tan x tan x f x     . 

Do đó hàm số đã cho là hàm số chẵn. 

c) TXĐ: D .   Suy ra x D x D     . 

Ta có:      4 4f x sin x sin x f x     . 

Do đó hàm số đã cho là hàm số chẵn. 

Ví dụ 2. Xét tính chẵn,  lẻ của các hàm số sau: 

a)  y = tanx + cotx;   b)  y = sinx.cosx. 

Lời giải 

a) TXĐ: k
D \ ,k .

2

 
  

 
   Suy ra x D x D       

Ta có:                     f x tan x cot x tanx - cot x tanx cot x f x   

Do đó hàm số đã cho là hàm số lẻ. 

b) TXĐ: D   . Suy ra x D x D       

Ta có:        f x sin x .cos x sinxcosx f x          
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Do đó hàm số đã cho là hàm số lẻ. 

Ví dụ 3. Xét tính chẵn,  lẻ của các hàm số sau: 

a)  y = 2sinx + 3;  b) y sinx cosx   .  

Lời giải 

a) TXĐ: D .   Suy ra x D x D       

Ta có: 

f 2sin 3 1
2 2

    
      
   

 ; f 2sin 3 5
2 2

    
     

   
 

Nhận thấy 
f f

2 2

f f
2 2

     
     

    

              

   

Do đó hàm số không chẵn không lẻ.  

b) TXĐ: D .   Suy ra x D x D       

Ta có: y sinx cosx 2 sin x
4

 
    

 
 

f 2 sin 0; f 2 sin 2
4 4 4 4 4 4

            
              
       

  

Nhận thấy 
f f

4 4

f f
4 4

     
     

    

              

   

Do đó hàm số không chẵn không lẻ.  

Ví dụ 4. Xét tính chẵn,  lẻ của các hàm số sau: 

a)  




sinx tanx
y

sinx cot x
;    b)  

3

3

cos x 1
y .

sin x


   

Lời giải 

a) Hàm số xác định khi  

2

cosx 0 cosx 0
cosx 0 k

sinx 0 sinx 0 x ,k .
2sinx 0

sinx cot x 0 sin x cosx 0

  
  

        
     

   

TXĐ: k
D \ ,k

2

 
  

 
   Suy ra x D x D       
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Ta có:  
   
   

 
sin x tan x sin x tan x sin x - tan x

f x f x
sin x cot x sin x cot xsin x cot x

    
    

    
  

Do đó hàm số đã cho là hàm số chẵn. 

b) TXĐ:  D \ k ,k     Suy ra x D x D       

Ta có:  
 
 

 
3 3 3

3 3 3

cos x 1 cos x 1 cos x 1
f x f x

sin x sin x sin x

   
      

 
  

Do đó hàm số đã cho là hàm số lẻ. 

Ví dụ 5. Xác định tham số m để hàm số sau:  y f x 3msin4x cos2x    là hàm số chẵn.  

Lời giải 

TXĐ: D .  Suy ra x D x D      

Ta có: 

     f x 3msin 4x cos 2x 3msin4x cos2x          

Để hàm số đã cho là hàm số chẵn thì: 

   f x f x , x D 3msin4x cos2x -3msin4x cos2x, x D

6msin4x 0 m 0

         

   
  

Dạng 3. Tìm giá trị lớn nhất và và giá trị nhỏ nhất của hàm số lượng giác 

1. Phương pháp:  

Cho hàm số y f(x)  xác định trên tập D  

 
   

  
  D 0 0

f(x) M, x D
M max f(x)

x D : f(x ) M
 

 
D

0 0

f(x) m, x D
m min f(x)

x D : f(x ) m

   
  

  
 

Lưu ý:  

 1 sinx 1; 1 cosx 1.        

 2 20 sin x 1; 0 cos x 1.      

 0 sinx 1; 0 cosx 1.     

 Dùng điều kiện có nghiệm của phương trình cơ bản 

o Phương trình bậc hai: 2ax bx c 0    có nghiệm x  khi và chỉ khi 0

a 0

 


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o Phương trình asinx bcosx c   có nghiệm xkhi và chỉ khi 2 2 2a b c    

o Nếu hàm số có dạng: 1 1 1

2 2 2

a sinx b cosx c
y

a sinx b cosx c

 


 
  

Ta tìm miền xác định của hàm số rồi quy đồng mẫu số, đưa về phương trình 
asinx bcosx c  .  

2. Ví dụ mẫu 

Ví dụ 1. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số: 

a)  y 2sin x 1
4

 
   

 
 ; b) y 2 cosx 1 3   .  

Lời giải 

a) Ta có: 

1 sin x 1 2 2sin x 2 1 2sin x 1 3
4 4 4

       
                   

     
  

Hay 1 y 3    . Suy ra: 

Maxy 3  khi sin x 1 x k2 ,k .
4 4

  
       

 
   

Miny 1   khi 3
sin x 1 x k2 ,k .

4 4

  
         

 
   

b) Ta có: 

1 cosx 1 0 cosx 1 2 0 cosx 1 2

0 2 cosx 1 2 2 3 2 cosx 1 3 2 2 3

          

          
  

Hay    3 y 2 2 3  Suy ra 

Maxy 2 2 3   khi cosx 1 x k2 ,k .       

Miny 3   khi cosx 0 x k ,k .
2


        

Ví dụ 2. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số: 

a)  y sinx cosx  ;   b) y 3 sin2x cos2x  . 

Lời giải 

a) Ta có:  
    

 
y sinx cosx 2 sin x

4
2 y 2    . 

Suy ra: 
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Maxy 2  khi sin x 1 x k2 ,k .
4 4

  
       

 
   

Miny 2   khi   
         

 

3
sin x 1 x k2 ,k .

4 4
   

b) Ta có: 3 1
y 3 sin2x cos2x 2 sin2x cos2x 2sin 2x

2 2 6

   
            

 

Suy ra:   2 y 2  . Do đó: 

Maxy 2  khi sin 2x 1 2x k2 x k2 ,k .
6 6 2 3

    
           

 
   

Miny 2   khi     
              

 
sin 2x 1 2x k2 x k2 ,k .

6 6 2 6
  

Ví dụ 3. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số: 

a)  2y cos x 2sin x 2   ;  b) 4 2y sin x 2cos x 1   .   

Lời giải 

a) Ta có:  

 
 

2
2 2

22

y cos x 2sin x 2 1 sin x 2sin x 2

sin x 2sin x 3 sin x 1 4

      

       

 

Vì  
2

1 s inx 1 2 sinx 1 0 4 sin x 1 0              

   
2 2

4 sinx 1 0 0 sin x 1 4 4            

Hay 0 y 4    

Do đó: 

Maxy 4  khi sinx 1 x k2 ,k .
2


        

Miny 0  khi sinx 1 x k2 ,k .
2


         

Lưu ý:  
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Nếu đặt t sinx,t 1;1      . Ta có (P):   2y f t t 2t 3      xác định với mọi t 1;1    , (P) có hoành 

độ đỉnh t 1  và trên đoạn 1;1    hàm số đồng biến nên hàm số đạt giá trị nhỏ nhất tại 

t 1 hay sinx 1      và đạt giá trị lớn nhất khi t 1 hay sin x 1  .  

b) Ta có 

 

 

2
4 2 2 2

2
4 2 2

y sin x 2cos x 1 1 cos x 2cos x 1

cos x 4cos x 2 cos x 2 2

      

     

 

Vì  
2

2 2 20 cos x 1 2 cos x 2 1 4 cos x 2 1              

 
2

22 cos x 2 2 1 2 y 1           

Do đó: 

Maxy 2  khi 

2cos x 0 cosx 0 x k ,k .
2


          

Miny 1   khi 

2cos x 1 sinx 0 x k ,k .        

Lưu ý:  

Nếu đặt 2t cos x,t 0;1     . Ta có (P):   2y f t t 4t 2     xác định với mọi t 0;1   , (P) có hoành 

độ đỉnh    t 2 0;1  và trên đoạn 0;1    hàm số nghịch biến nên hàm số đạt giá trị nhỏ nhất tại 

t 1   và đạt giá trị lớn nhất khi t 0.  

Ví dụ 4. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số: 2sin x cosx 1
y

sin x cosx 2

 


 
  

Lời giải 

Ta có: π
sin x cos x 2 2 sin x 2

4

 
     

 
  

Vì π
2 2 sin x 2, x

4

 
      

 
   nên  

π
2 sin x 2 2 2 0, x

4

 
       

 


π
sin x cosx 2 2 sin x 2 0, x

4

 
         

 


 Do đó:  D    

Biến đổi 2sin x cosx 1
y

sin x cosx 2

 


 
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     

ysin x ycos x 2y 2sin x cos x 1

y 2 sin x y 1 cos x 2y 1 *

     

       

Điều kiện để phương trình (*) có nghiệm x  là 2 2 2a b c   

     2 2 2 2 3 17 3 17
y 2 y 1 2y 1 2y 6y 4 0 y

2 2

   
              

Kết luận: 3 17 3 17
max y ;min y

2 2

   
 


  

Dạng 4. Chứng minh hàm số tuần hoàn và xác định chu kỳ của nó  

1. Phương pháp 

Muốn chứng minh hàm số tuần hoàn f(x) tuần hoàn ta thực hiện theo các bước sau: 

 Xét hàm số y f(x) , tập xác định là D  

 Với mọi x D , ta có  0x T D  và 0x T D   (1) . Chỉ ra 0f(x T ) f(x)   (2) 

Vậy hàm số y f(x)  tuần hoàn 

Chứng minh hàm tuần hoàn với chu kỳ 0T  

Tiếp tục, ta đi chứng minh 0T  là chu kỳ của hàm số tức chứng minh 0T  là số dương nhỏ nhất 

thỏa (1) và (2). Giả sử có T  sao cho 00 T T   thỏa mãn tính chất (2) ...   mâu thuẫn với 

giả thiết 00 T T  . Mâu thuẫn này chứng tỏ  0T  là số dương nhỏ nhất thỏa (2). Vậy hàm số 

tuần hoàn với chu kỳ cơ sở 0T  

Một số nhận xét: 

- Hàm số y sin x,y cosx   tuần hoàn chu kỳ 2 . Từ đó    y sin ax b ,y cos ax b     có chu 

kỳ 
0

2
T

a
 

- Hàm số y tanx, y cot x   tuần hoàn chu kỳ  . Từ đó    y tan ax b ,y cot ax b     có chu 

kỳ 0T
a


  

Chú ý:  

1y f (x)  có chu kỳ T1 ;  2y f (x)  có chu kỳ T2 

Thì hàm số 1 2y f (x) f (x)   có chu kỳ T0 là bội chung nhỏ nhất của T1 và T2. 

Các dấu hiệu nhận biết hàm số không tuần hoàn 

Hàm số y f(x)  không tuần hoàn khi một trong các điều kiện sau vi phạm 
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 Tập xác định của hàm số là tập hữu hạn 

 Tồn tại số a  sao cho hàm số không xác định với x a  hoặc x a  

 Phương trình f(x) k  có vô số nghiệm hữu hạn 

 Phương trình f(x) k  có vô số nghiệm sắp thứ tự m m 1... x x ...    mà m m 1x x 0   hay 

  

2. Ví dụ mẫu 

Ví dụ 1. Chứng minh rằng các hàm số sau là những hàm số tuần hoàn với chu kỳ cơ sở 0T  

0 0a)f(x) s inx, T 2 ; b)f(x) tan2x, T
2


      

Hướng dẫn Lời giải 

a) Ta có : f(x 2 ) f(x), x     . 

Giả sử có số thực dương T 2   thỏa        f(x T) f(x) sin x T sinx , x (*)  

Cho x VT(*) sin T cosT 1; VP(*) sin 1
2 2 2

   
        

 
 

(*)  không xảy ra với mọi x . Vậy hàm số đã cho tuần hoàn với chu kỳ 0T 2   

b) Ta có : 
   f(x ) f(x), x D

2
. 

Giả sử có số thực dương T
2


  thỏa  f(x T) f(x) tan 2x 2T tan2x , x D (**)        

Cho x 0 VT(**) tan2T 0; VP(**) 0      

B (**)  không xảy ra với mọi x D . Vậy hàm số đã cho tuần hoàn với chu kỳ 0T
2


  

Ví dụ 2. Xét tính tuần hoàn và tìm chu kỳ cơ sở (nếu có) của các hàm số sau 

     23x x
a) f(x) cos cos ; b)y cosx cos( 3x); c)f(x) sin x ; d)y tan x.

2 2
 

Lời giải 

c) Hàm số  2f(x) sin x  không tuần hoàn vì khoảng cách giữa các nghiệm (không điểm) liên 

tiếp của nó dần tới 0 

 
 

k 1 k 0 khi k
k 1 k


      

   
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d) Hàm số f(x) tan x  không tuần hoàn vì khoảng cách giữa các nghiệm (không điểm) liên tiếp 

của nó dần tới   

 
2 2 2k 1 k khi k      

Dạng 5. Đồ thị của hàm số lượng giác 

1. Phương pháp 

1/ Vẽ đồ thị hàm số lượng giác: 

- Tìm tập xác định D. 

- Tìm chu kỳ T0 của hàm số. 

- Xác định tính chẵn – lẻ (nếu cần). 

- Lập bảng biến thiên trên một đoạn có độ dài bằng chu kỳ T0 có thể chọn: 

  0x 0, T     hoặc   0 0T T
x ,

2 2

 
  
 

. 

- Vẽ đồ thị trên đoạn có độ dài bằng chu kỳ. 

- Rồi suy ra phần đồ thị còn lại bằng phép tịnh tiến theo véc tơ  0v k.T .i
 

 về bên trái và 

phải song song với trục hoành Ox (với i

 là véc tơ đơn vị trên trục Ox). 

2/ Một số phép biến đổi đồ thị: 

a) Từ đồ thị hàm số y = f(x), suy ra đồ thị hàm số y = f(x) + a bằng cách tịnh tiến đồ 
thị y = f(x) lên trên trục hoành a đơn vị nếu a > 0 và tịnh tiến xuống phía dưới trục 
hoành a đơn vị nếu a < 0. 

b) Từ đồ thị hàm số y = f(x), suy ra đồ thị hàm số  y f(x a)  bằng cách tịnh tiến đồ thị 

y = f(x) sang phải trục hoành a đơn vị nếu a > 0 và tịnh tiến sang trái trục hoành a 
đơn vị nếu a < 0. 

c) Từ đồ thị y = f(x), suy ra đồ thị y = –f(x) bằng cách lấy đối xứng đồ thị y = f(x) qua 
trục hoành. 

d) Đồ thị  f(x), neáu f(x) 0
y f(x)

-f(x), neáu f(x) < 0

 
  


   nên suy ra đồ thị y = f(x) bằng cách giữ nguyên hần 

đồ thị  y = f(x)  phía trên trục hoành và lấy đối xứng  y = f(x) phía dưới trục hoành qua 
trục hoành 

Mối liên hệ đồ thị giữa các hàm số 
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2. Các ví dụ mẫu 

Ví dụ 1.  Vẽ đồ thị các hàm số sau: y = sin 4x  

Lời giải 

 
  

 


 
  



a) Haøm soá y = sin 4x.

Mieàn xaùc ñònh: D= .

Ta chæ caàn veõ ñoà thò haøm soá treân mieàn 0;
2

2
(Do chu kì tuaàn hoaøn T= )

4 2

Baûng giaù trò cuûa haøm soá y =sin 4x treân ñoaïn 0;  laø:
2

 

x 0      
16

     
8

      3
16

     5
24

     
4

     5
16

      3
8

        



3
       

2
 

y 0        2

2
   1        2

2
    3

2
     0     - 2

2
      -1       -

3

2
      0 

Ta có đồ thị của hàm số y = sin4x trên đoạn  
  
0;

2
và sau đó tịnh tiến cho các  

 đoạn:     
       

..., ,0 , , ,....
2 2

 

Tịnh tiến theo 

vec tơ v=(a;b)

Đối xứng qua gốc O

Tịnh tiến theo Ox, a đơn vị

Tịnh tiến theo Oy, b đơn vị

Tịnh tiến theo Oy, b đơn vị

Tịnh tiến theo Ox, a đơn vị

Đối xứng qua Oy 

Đối xứng qua Ox 

Đối xứng qua Ox 

Đối xứng qua Oy 

y=-f(x)

y=f(-x)

y=-f(-x) y=f(x+a)+b

y=f(x)+b

y=f(x+a)

y=f(x)
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Ví dụ 2: Vẽ đồ thị hàm số x
y = cos .

3
 

Lời giải  

  



x
Haøm soá y = cos .

3

Mieàn xaùc ñònh: D= .

Ta chæ caàn veõ ñoà thò haøm soá treân mieàn 0;6

   

 


 



2
(Do chu kì tuaàn hoaøn T= 6 )

1/ 3

x
Baûng giaù trò cuûa haøm soá y = cos  treân ñoaïn 0;6  laø:

3

 

x 0      3
4

      3
2

     21

6
     3      15

4
      9

2
        

33

6
      6  

y 1        2

2
     0        - 3

2
     -1     - 2

2
        0         

3

2
         1 

Ta có đồ thị của hàm số y= x
cos

3
 trên đoạn  0;6 và sau đó tịnh tiến cho các  

đoạn:       ..., 6 ,0 , 6 ,12 ,....  

 

Ví dụ 3. Cho đồ thị của hàm số y =sinx, (C) . Hãy vẽ các đồ thị của các hàm số sau:      
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     
   

   
a) y = sin x+                   b)  y= sin x+ 2.

4 4
 

Lời giải 

 Từ đồ thị của hàm số y = sinx, (C) như sau: 

 

 

 a) Từ đồ thị (C), ta có đồ thị  
 
 

y = sin x+
4

 bằng cách tịnh tiến (C) sang trái  

 một đoạn là 
4

  đơn vị, ta được đồ thị hàm số  
 
 

y = sin x+ ,  (C')
4

 như (hình 8)  

 sau:   

 

 

 b) Từ đồ thị (C’) của hàm số  
 
 

y = sin x+
4

, ta có đồ thị hàm số  

  
 

 
y = sin x+ 2

4
bằng cách tịnh tiến (C’) lên trên một đoạn là 2 đơn vị, ta  được đồ thị 

hàm số  
 

 
y = sin x+ 2,  (C'')

4
  như  sau: 
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C. GIẢI BÀI TẬP SÁCH GIÁO KHOA 

Bài 1. Dùng đồ thị hàm số, tìm g trên đoạn  2 ;2   để: 

a) Hàm số siny x  nhận giá trị bằng 1 ; b) Hàm số siny x  nhận giá trị bằng 0 

; 
c) Hàm số cosy x  nhận giá trị bằng -1 ; d) Hàm số cosy x .  nhận giá trị bằng 

0 . 

Lời giải 

a) Đồ thị hàm số   y sinx : 

 

 

 

 

Quan sát đồ thị hàm số y sinx  trên đoạn  2 ;2   ta thấy hàm số y sinx  nhận giá trị 

bằng 1 tại 3
;

2 2
x

  
  
 

. 

b) Đồ thị hàm số y sinx : 

 

 

 

 

Quan sát đồ thị hàm số y sinx  trên đoạn  2 ;2   ta thấy hàm số y sinx  nhận giá trị 

bằng 0 tại  2 ; ;0; ;2x       . 

c)Đồ thị hàm số y cosx : 

 

 

 

Quan sát đồ thị hàm số y cosx  trên đoạn  2 ;2   ta thấy hàm số y cosx  nhận giá trị 

bằng -1 tại  ;x    . 

d)Đồ thị hàm số y cosx : 
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Quan sát hai đồ thị hàm số y cosx  trên đoạn  2 ;2   ta thấy hàm số y cosx  nhận giá 

trị bằng 0 tại 3 3
; ; ;

2 2 2 2
x

    
   
 

. 

Bài 2. Dùng đồ thị hàm số, tìm giá trị của x trên khoảng 3
;

2




 
 
 

 để: 

a) Hàm số tany x .  nhận giá trị bằng -1 ; b) Hàm số tany x .  nhận giá trị bằng 

0 ; 
c) Hàm số coty x .  nhận giá trị bằng 1 ; d) Hàm số coty x  nhận giá trị bằng 0 

. 

Lời giải 

a) Xét đồ thị hàm số y 1   và đồ thị hàm số y tanx  trên khoảng 3
;

2




 
 
 

 : 

 

 

 

 

 

 

Quan sát đồ thị của hai hàm số, ta thấy hàm số y tanx  nhận giá trị bằng -1 tại 

;
4 4

x
  

  
 

. 

b) Xét đồ thị hàm số y tanx  trên khoảng 3
;

2




 
 
 

 : 

 

 

 

 

 

 

Quan sát hình vẽ, ta thấy hàm số y tanx  nhận giá trị bằng 0 tại x {0; } . 

c) Xét đồ thị hàm số y 1  và đồ thị hàm số y cotx  trên khoảng 3
;

2




 
 
 

 : 
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Quan sát đồ thị của hai hàm số, ta thấy hàm số y cotx  nhận giá trị bằng 1 tại 
3 5

; ;
4 4 4

x
   

  
 

. 

d) Xét đồ thị hàm số y cotx  trên khoảng 3
;

2




 
 
 

 : 

 

 

 

 

 

 

 

Quan sát hình vẽ, ta thấy hàm số coty x  nhận giá trị bằng 0 tại ;
2 2

x
  

  
 

. 

Bài 3. Xét sự biến thiên của mỗi hàm số sau trên các khoảng tương ứng: 

a) siny x  trên khoảng 9 7 21 23
; , ;

2 2 2 2

      
    
   

; 

b) cosy x  trên khoảng    20 ; 19 , 9 ; 8       . 

Lời giải 

a) Xét hàm số siny x  : 

Do 9 7
; 4 ; 4

2 2 2 2

   
 

   
        
   

 nên hàm số y sinx  đồng biến trên khoảng 

9 7
;

2 2

  
  
 

. 

Do 21 23 3
; 10 ; 10

2 2 2 2

   
 

   
     

   
 nên hàm số y sinx  nghịch biến trên khoảng 

21 23
;

2 2

  
 
 

. 

b) Xét hàm số cosy x  : 
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Do    20 ; 19 0 20 ; 20          nên hàm số y cosx  nghịch biến trên khoảng 

 20 ; 19   . 

Do    9 ; 8 8 ;0 8           nên hàm số y cosx  đồng biến trên khoảng  9 ; 8   . 

Bài 4. Dùng đồ thị hàm số, hãy cho biết: 

a) Với mỗi  1;1m  , có bao nhiêu giá trị ;
2 2

 

 
   

 sao cho sin m  ; 

b) Với mỗi  1;1m  , có bao nhiêu giá trị  0;   sao cho cos m  ; 

c) Với mỗi m , có bao nhiêu giá trị ;
2 2

 

 
  
 

 sao cho tan m  ; 

d) Với mỗi m , có bao nhiêu giá trị  0;   sao cho cot m  . 

Lời giải 

a) Xét đồ thị hàm số   y m m 1;1    và đồ thị hàm số y sinx  trên ;
2 2

  
  

 

 
 Từ đồ thị của hai hàm số ở hình vẽ trên, ta thấy với mỗi  1;1m   thì hai đồ thị cắt nhau 

tại 1 điểm. 

Vậy với mỗi  1;1m   sẽ có 1 giá trị ;
2 2

 

 
   

 sao cho sina m . 

b) Xét đồ thị hàm số   y m m 1;1    và đồ thị hàm số y cosx  trên [0; :]   

 
Từ đồ thị của hai hàm số ở hình vẽ trên, ta thấy với mỗi  1;1m   thì hai đồ thị cắt nhau tại 

1 điểm. 
Vậy  1;1m   sẽ có 1 giá trị  0;a   sao cho .cosa m  
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c) Xét đồ thị hàm số  y m m   và đồ thị hàm số y tanx  trên ;
2 2

  
  

 :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Từ đồ thị của hai hàm số ở hình vẽ trên, ta thấy với mỗi m  thì hai đồ thị cắt nhau tại 1 
điểm. 

Vậy với mỗi m  sẽ có 1 giá trị ;
2 2

 

 
   

 sao cho tan m  . 

d) Xét đồ thị hàm số (y m m   ) và đồ thị hàm số cotxy   trên [0; :]m   

 
Từ đồ thị của hai hàm số ở hình vẽ trên, ta thấy với mỗi m  thì hai đồ thị cắt nhau tại 1 
điểm. 
Vậy với mỗi m  sẽ có 1 giá trị  0;a   sao cho .cota m  

Bài 5. Xét tính chẵn, lẻ của các hàm số: 
a) sin cosy x x  

b) tan coty x x   

c) 2siny x . 

Lời giải 

a) Xét hàm số   sin cosf x y x x   có D R  : 
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  x D   thì x D  ; 
         sin cos sin cosf x x x x x f x          

Do đó hàm số sin cosy x x  là hàm số lẻ. 

b) Xét hàm số  f x y tanx cotx    có D R\ ;
2

k k k


 
 

   
 

∣  : 

x D   thì x D  ; 

             tan cot tan cot tan cotf x x x x x x x f x               

Do đó hàm số tan coty x x   là hàm số lẻ. 

c) Xét hàm số   2sinf x y x   có D   : 

x D   thì x D  ; 

     2 2 2sin ( sin ) sinf x x x x f x       . 

Do đó hàm số tan coty x x   là hàm số chẵn. 

Bài 6. Một dao động điều hoà có phương trình li độ dao động là:  cosx A t   , trong đó t  

là thời gian tính bằng giây, A  là biên độ dao động và x  là li độ dao động đều được tính bằng 

centimét. Khi đó, chu kì T  của dao động là 2
T




 . Xác định giá trị của li độ khi 

3
0, , , ,

4 2 4

T T T
t t t t t T      và vẽ đồ thị biểu diễn li độ của dao động điều hoà trên đoạn 

 0; 2T  trong trường hợp: 

 

a) 3 cm, 0A   ; 

b) 3 cm,
2

A


   ; 

c) 3 cm,
2

A


   

Lời giải 

Từ 2
T




  ta có 2

T


  . 

Khi đó ta có phương trình li độ là 2
x Acos t

T




 
   

 
. 

a) 

Với A 3 cm  và 0   thay vào phương trình li độ 2
x Acos t

T




 
   

 
 ta có: 

2
3cosx t

T

 
  

 
 

t 0  thì x 3cos0 3  ; 
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t
4

T
  thì 2

x 3cos 3cos 0
4 2

T

T

  
    

 
; 

 t
2

T
  thì 2

x 3cos 3cos 3
2

T

T




 
     

 
 

3
t

4

T
  thì 2 3 3

x 3cos 3cos 0
4 2

T

T

  
    

 
; 

t T  thì 2
x 3cos 3cos2 3T

T




 
    

 
 

Vẽ đồ thị biểu diễn li độ của dao động điều hoà 2
3cosx t

T

 
  

 
 trên đoạn  0; 2T  : 

Xét hàm số 2
3cos ,x t

T

 
  

 
 có chu kì là T . 

Ta vẽ đồ thị hàm số 2
x 3cos t

T

 
  

 
 trên đoạn  0;T  theo bảng sau: 

 

 

 

 

 

 

Bằng cách dịch chuyển đồ thị hàm số 2
3cosx t

T

 
  

 
 trên đoạn  0;T  song song với trục 

hoành sang phải theo đoạn có độ dài T, ta sẽ nhận được đồ thị hàm số 2
3cosx t

T

 
  

 
 trên 

đoạn  ;2T T . 

Từ đó ta vẽ được đồ thị biểu diễn li độ của dao động điều hoà 2
x 3cos t

T

 
  

 
 trên đoạn 

 0; 2T  như sau: 

 

b) Với A 3 cm  và 
2


    thay vào phương trình li độ 2

x Acos t
T




 
   

 
 ta có: 

 2 2 2
x 3cos 3cos 3sin

2 2
t t t

T T T

         
            

     
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t 0  thì 2
x 3sin 0 3sin0 0

T

 
    

 
 

 t
4

T
  thì 2

x 3sin 3sin 3
4 2

T

T

  
    

 
; 

t
2

T
  thì 2

x 3sin 3sin 0
2

T

T




 
    

 
; 

3
t

4

T
  thì 2 3 3

x 3sin 3sin 3
4 2

T

T

  
     

 
; 

t T  thì 2
x 3sin . 3sin2 0T

T




 
   

 
. 

Vẽ đồ thị biểu diễn li độ của dao động điều hoà 2
3sinx t

T

 
  

 
 trên đoạn  0;2 :T  

Xét hàm số 2
x 3sin t

T

 
  

 
 có chu kì là T . 

Ta vẽ đồ thị hàm số 2
3sinx t

T

 
  

 
 trên đoạn  0;T  theo bảng sau: 

 

Bằng cách dịch chuyển đồ thị hàm số 2
3sinx t

T

 
  

 
 trên đoạn  0;T  song song với trục 

hoành sang phải theo đoạn có độ dài T, ta sẽ nhận được đồ thị hàm số 2
3sinx t

T

 
  

 
 trên 

đoạn  ;2T T . 

Từ đó ta vẽ được đồ thị biểu diễn li độ của dao động điều hoà 2
3sinx t

T

 
  

 
 trên đoạn 

như sau:  0; 2T  
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c) Với A 3 cm  và 
2


   thay vào phương trình li độ 2

x Acos t
T




 
   

 
 ta có: 

2 2
x 3cos 3cos

2 2

2 2
 3cos 3sin

2

t t
T T

t t
T T

   


  

    
           

    

   
         

   

 

0t   thì 2
3sin 0 3sin0 0x

T

 
      

 
 

t
4

T
  thì 2

x 3sin 3sin 3
4 2

T

T

  
       

 
; 

t
2

T
  thì 2

x 3sin 3sin 0
2

T

T




 
      

 
; 

3
t

4

T
  thì 2 3 3

x 3sin 3sin 3
4 2

T

T

  
      

 
; 

t T  thì 2
x 3sin 3sin2 0T

T




 
      

 
. 

Vẽ đồ thị biểu diễn li độ của dao động điều hoà 2
3sinx t

T

 
   

 
 trên đoạn  0;2 :T  

Đồ thị hàm số 2
x 3sin t

T

 
   

 
 là hình đối xứng với đồ thị hàm số 2

x 3sin .t
T

 
  

 
  qua trục 

hoành: 

 
Bài 7. Trong bài toán mở đầu, hãy chỉ ra một số giá trị của x  để ống đựng nước cách mặt 
nước 2m 

Lời giải 

Để ống đựng nước cách mặt nước 2m , ta có phương trình: 

2,5sin 2 2 2
2

x



 

   
 

 

TH1: 2,5sin 2 2 2
2

x
 
   

 
 

sin 2 0
2

x



 

   
 

 

2 x k
2


     
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2 1
x

4

k 
   

Vì 0x   nên 

Một số giá trị của x là: 1 5
;

4 4
 

TH2: 

2,5sin 2 2 2
2

x



 

    
 

 

sin 2 1,6 1
2

x



 

      
 

 

Vì tập giá trị của hàm số sin là  1;1  nên trong trường hợp này phương trình vô nghiệm. 

D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 

Câu 1: Tìm tập xác định D  của hàm số 2021
.

sin
y

x
 

A. D .    B.  D \ 0 .   

C.  D \ , .k k     D. D \ , .
2

k k



      
   

   

Lời giải 

Chọn C 

Hàm số xác định khi và chỉ khi sin 0 ,  .x x k k     

Vật tập xác định  D \ , .k k    

Câu 2: Tìm tập xác định D  của hàm số 1 sin
.

cos 1






x
y

x
 

A. D .    B. D \ , .
2

k k



      
   

   

C.  D \ , .k k     D.  D \ 2 , .k k    

Lời giải 

Chọn D 

Hàm số xác định khi và chỉ khi cos 1 0 cos 1 2 ,  .x x x k k        

Vậy tập xác định  D \ 2 , .k k    

Câu 3: Tìm tập xác định D  của hàm số cos
.

sin
2




     

x
y

x

 

A. D \ , .
2

k k
     

   
    B.  D \ , .k k    

C.  D \ 1 2 , .
2

k k
      

   
   D.   D \ 1 2 , .k k     
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Lời giải 

Chọn C 

Hàm số xác định sin 0 ,  .
2 2 2

x x k x k k
  

 
            

  

Vậy tập xác định D \ , .
2

k k



      
   

   

Câu 4: Tìm tập xác định D  của hàm số 2021
.

sin cos



y

x x
 

A. D .    B. D \ , .
4

k k



       
   

   

C. D \ 2 , .
4

k k



      
   

   D. D \ , .
4

k k



      
   

   

Lời giải 

Chọn D 

Hàm số xác định sin cos 0 tan 1 , .
4

x x x x k k


          

Vậy tập xác định D \ , .
4

k k



      
   

   

Câu 5: Tìm tập xác định D  của hàm số cot 2 sin 2 .
4

y x x
     

 

A. D \ , .
4

k k



      
   

   B. D .  

C. D \ , .
8 2

k k
       

   
   D. D .   

Lời giải 

Chọn C 

Hàm số xác định sin 2 0 2 ,  .
4 4 8 2

k
x x k x k
   


            

  

Vậy tập xác định D \ , .
8 2

k k
       

   
   

Câu 6: Tìm tập xác định D  của hàm số 23 tan .
2 4

x
y

     
 

A. 3
D \ 2 , .

2
k k




      
   

   B. D \ 2 , .
2

k k



      
   

   

C. 3
D \ , .

2
k k




      
   

   D. D \ , .
2

k k



      
   

   

Lời giải 

Chọn A 
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Hàm số xác định 2 3
cos 0 2 ,  .

2 4 2 4 2 2

x x
k x k k

   
 

             
  

Vậy tập xác định 3
D \ 2 , .

2
k k




      
   

   

Câu 7: Tìm tập xác định D  của hàm số 
2

3 tan 5
.

1 sin

x
y

x





 

A. D \ 2 , .
2

k k



      
   

   B. D \ , .
2

k k



      
   

   

C.  D \ , .k k       D. D .   

Lời giải 

Chọn B 

Hàm số xác định khi và chỉ khi 21 sin 0x   và tan x  xác định 

2sin 1
cos 0 , .

2cos 0

x
x x k k

x




       
 

  

Vậy tập xác định D \ , .
2

k k



      
   

   

Câu 8: Tìm tập xác định D  của hàm số sin 2.y x   

A. D .   B.  D 2; .    C.  D 0;2 .  D. D .  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 1 sin 1 1 sin 2 3, .x x x          

Do đó luôn tồn tại căn bậc hai của sin 2x  với mọi .x   

Vậy tập xác định D .   

Câu 9: Tìm tập xác định D  của hàm số sin 2.y x   

A. D .   B.  \ , .k k    C.  D 1;1 .   D. D .  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 1 sin 1 3 sin 2 1,  .x x x          

Do đó không tồn tại căn bậc hai của sin 2.x  

Vậy tập xác định D .  

Câu 10: Tìm tập xác định D  của hàm số 1
.

1 sin
y

x



 

A.  D \ , .k k     B. D \ , .
2

k k



      
   

   
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C. D \ 2 , .
2

k k



      
   

   D. D .  

Lời giải 

Chọn C 

Hàm số xác định khi và chỉ khi 1 sin 0 sin 1.x x      *  

Mà 1 sin 1x    nên  * sin 1 2 , .
2

x x k k


       

Vậy tập xác định D \ 2 , .
2

k k



      
   

   

Câu 11: Tìm tập xác định D  của hàm số 1 sin 2 1 sin 2 .y x x     

A. D .   B. D .   

C. 5
D 2 ; 2 , .

6 6
k k k

 
 

 
    
  

  D. 5 13
D 2 ; 2 , .

6 6
k k k

 
 

 
    
  

  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 1 sin 2 0
1 sin 2 1 , .

1 sin 2 0

x
x x

x

       
  

  

Vậy tập xác định D .   

Câu 12: Tìm tập xác định D  của hàm số tan cos .
2

y x
    

 

A. D \ ,
2

k k



      
   

  . B. D \ 2 ,
2

k k



      
   

  . 

C. D   .  D.  D \ ,k k   . 

Lời giải 

Chọn D 

Hàm số xác định khi và chỉ khi .cos cos 1 2
2 2

x k x k
 

     .  *  

Do k   nên  * cos 1 sin 0 , .x x x k k        

Vậy tập xác định  D \ , .k k    

Câu 13: Trong các hàm số sau, hàm số nào là hàm số chẵn? 
A. sin .y x  B. cos .y x  C. tan .y x  D. cot .y x  

Lời giải 

Chọn B 

Nhắc lại kiến thức cơ bản: 
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 Hàm số siny x  là hàm số lẻ. 

 Hàm số cosy x  là hàm số chẵn. 

 Hàm số tany x  là hàm số lẻ. 

 Hàm số coty x  là hàm số lẻ. 

Vậy B là đáp án đúng. 

Câu 14: Trong các hàm số sau, hàm số nào là hàm số chẵn? 
A. sin .y x  B. cos sin .y x x   C. 2cos sin .y x x   D. cos sin .y x x  

Lời giải 

Chọn C 

Tất các các hàm số đều có TXĐ: D   . Do đó D D.x x     

Bây giờ ta kiểm tra    f x f x   hoặc    .f x f x   

 Với   siny f x x  . Ta có      sin sin sinf x x x x       

   f x f x   . Suy ra hàm số siny x  là hàm số lẻ. 

 Với   cos sin .y f x x x    Ta có      cos sin cos sinf x x x x x        

      ,f x f x f x    . Suy ra hàm số cos siny x x   không chẵn không lẻ. 

 Với   2cos siny f x x x   . Ta có      2cos sinf x x x      

     
2 2 2cos sin cos sin cos sinx x x x x x            

   f x f x   . Suy ra hàm số 2cos siny x x   là hàm số chẵn. 

 Với   cos sin .y f x x x   Ta có      cos .sin cos sinf x x x x x      

   f x f x   . Suy ra hàm số cos siny x x  là hàm số lẻ. 

Câu 15: Trong các hàm số sau, hàm số nào là hàm số chẵn? 

A. sin 2 .y x  B. cos .y x x  C. cos .cot .y x x  D. tan
.

sin

x
y

x
  

Lời giải 

Chọn D 

 Xét hàm số   sin 2 .y f x x   

TXĐ: D   . Do đó D D.x x     

Ta có      sin 2 sin 2f x x x f x      f x  là hàm số lẻ. 

 Xét hàm số   cos .y f x x x   
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TXĐ: D   . Do đó D D.x x     

Ta có        .cos cosf x x x x x f x       f x  là hàm số lẻ. 

 Xét hàm số   cos cot .y f x x x   

TXĐ:   D \  .k k    Do đó D D.x x     

Ta có        cos .cot cos cotf x x x x x f x       f x  là hàm số lẻ. 

 Xét hàm số  
tan

.
sin

x
y f x

x
   

TXĐ:  D \  .
2

k k
     

   
   Do đó D D.x x     

Ta có  
 

 
 

tan tan tan

sin sin sin

x x x
f x f x

x x x

 
    

 
 f x  là hàm số chẵn. 

Câu 16: Trong các hàm số sau, hàm số nào là hàm số chẵn? 

A. sin .y x  B. 2 sin .y x x  C. .
cos

x
y

x
  D. sin .y x x   

Lời giải 

Chọn A 

Ta kiểm tra được A là hàm số chẵn, các đáp án B, C, D là hàm số lẻ. 

Câu 17: Trong các hàm số sau, hàm số nào có đồ thị đối xứng qua trục tung? 

A. sin cos 2 .y x x  B. 3sin .cos .
2

y x x
     

 C. 
2

tan
.

tan 1

x
y

x




 D. 3cos sin .y x x  

Lời giải 

Chọn B 

Ta dễ dàng kiểm tra được A, C, D là các hàm số lẻ nên có đồ thị đối xứng qua gốc tọa 
độ O . 

Xét đáp án B, ta có   3 3 4sin .cos sin .sin sin
2

y f x x x x x x
       

. Kiểm tra được đây là 

hàm số chẵn nên có đồ thị đối xứng qua trục tung. 

Câu 18: Trong các hàm số sau, hàm số nào là hàm số lẻ? 
A. 2cos sin .y x x   B. sin cos .y x x   C. cos .y x  D. sin .cos3 .y x x  

Lời giải 

Chọn D 

Ta kiểm tra được đáp án A và C là các hàm số chẵn. Đáp án B là hàm số không chẵn, 
không lẻ. Đáp án D là hàm số lẻ. 
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Câu 19: Trong các hàm số sau, hàm số nào có đồ thị đối xứng qua gốc tọa độ? 

A. cot 4 .y x  B. sin 1
.

cos

x
y

x


  C. 2tan .y x  D. cot .y x  

Lời giải 

Chọn A 

Ta kiểm tra được đáp án A là hàm số lẻ nên có đồ thị đối xứng qua gốc tọa độ. 

Đáp án B là hàm số không chẵn, không lẻ. Đáp án C và D là các hàm số chẵn. 

Câu 20: Trong các hàm số sau, hàm số nào là hàm số lẻ? 

A. sin .
2

y x
     

 B. 2sin .y x  C. cot
.

cos

x
y

x
  D. tan

.
sin

x
y

x
  

Lời giải 

Chọn C 

Viết lại đáp án A là sin cos .
2

y x x
     

 

Ta kiểm tra được đáp án A, B và D là các hàm số chẵn. Đáp án C là hàm số lẻ. 

Câu 21: Trong các hàm số sau, hàm số nào là hàm số lẻ? 
A. 21 sin .y x   B. 2cot .sin .y x x  C. 2 tan 2 cot .y x x x   D. 

1 cot tan .y x x    

Lời giải 

Chọn C 

Ta kiểm tra được đáp án A, B và D là các hàm số chẵn. Đáp án C là hàm số lẻ. 

Câu 22: Cho hàm số   sin 2f x x  và   2tan .g x x  Chọn mệnh đề đúng 

A.  f x  là hàm số chẵn,  g x  là hàm số lẻ. 

B.  f x  là hàm số lẻ,  g x  là hàm số chẵn. 

C.  f x  là hàm số chẵn,  g x  là hàm số chẵn. 

D.  f x  và  g x  đều là hàm số lẻ. 

Lời giải 

Chọn B 

 Xét hàm số   sin 2 .f x x  

TXĐ: D   . Do đó D D.x x     

Ta có      sin 2 sin 2f x x x f x      f x  là hàm số lẻ. 

 Xét hàm số   2tan .g x x  
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TXĐ:  D \  .
2

k k



      
   

   Do đó D D.x x     

Ta có        
2 2 2tan tan tang x x x x g x          f x  là hàm số chẵn. 

Câu 23: Cho hai hàm số   2

cos2

1 sin 3

x
f x

x



 và  

2

sin 2 cos3

2 tan

x x
g x

x





. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A.  f x  lẻ và  g x  chẵn.  B.  f x  và  g x  chẵn. 

C.  f x  chẵn,  g x  lẻ.  D.  f x  và  g x  lẻ. 

Lời giải 

Chọn B 

 Xét hàm số   2

cos2
.

1 sin 3

x
f x

x



 

TXĐ: D   . Do đó D D.x x     

Ta có  
 

 
 

2 2

cos 2 cos 2

1 sin 3 1 sin 3

x x
f x f x

x x


   

  
 f x  là hàm số chẵn. 

 Xét hàm số  
2

sin 2 cos3
.

2 tan

x x
g x

x





 

TXĐ:  D \  
2

k k



      
   

  . Do đó D D.x x     

Ta có  
   

 
 2 2

sin 2 cos 3 sin 2 cos3

2 tan 2 tan

x x x x
g x g x

x x

   
   

  
 g x  là hàm số chẵn. 

Vậy  f x  và  g x  chẵn. 

Câu 24: Trong các hàm số sau, hàm số nào có đồ thị đối xứng qua gốc tọa độ? 

A. 
3

1
.

sin
y

x
  B. sin .

4
y x

     
 C. 2 cos .

4
y x

     
 D. sin 2 .y x  

Lời giải 

Chọn A 

Viết lại đáp án B là  
1

sin sin cos .
4 2

y x x x
      

 

Viết lại đáp án C là 2 cos sin cos .
4

y x x x
      

 

Kiểm tra được đáp án A là hàm số lẻ nên có đồ thị đối xứng qua gốc tọa độ. 

Ta kiểm tra được đáp án B và C là các hàm số không chẵn, không lẻ. 

Xét đáp án D. 

 Hàm số xác định  sin 2 0 2 2 ; 2 ;
2

x x k k x k k


    
 
        
  
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 ;  .
2

D k k k


 
 
    
  

  

 Chọn D
4

x


   nhưng D.
4

x


    Vậy sin 2y x  không chẵn, không lẻ. 

Câu 25: Mệnh đề nào sau đây là sai? 
A. Đồ thị hàm số siny x  đối xứng qua gốc tọa độ .O  

B. Đồ thị hàm số cosy x  đối xứng qua trục .Oy  

C. Đồ thị hàm số tany x  đối xứng qua trục .Oy  

D. Đồ thị hàm số tany x  đối xứng qua gốc tọa độ .O  

Lời giải 

Chọn A 

Ta kiểm tra được hàm số siny x  là hàm số chẵn nên có đồ thị đối xứng qua trục Oy . 

Do đó đáp án A sai. 

Câu 26: Tìm giá trị lớn nhất M  và giá trị nhỏ nhất m  của hàm số 3sin 2.y x   

A. 1,  5.M m   B. 3,  1.M m   C. 2,  2.M m   D. 0,  2.M m   

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 1 sin 1 3 3sin 3 5 3sin 2 1x x x           

1
5 1 .

5

M
y

m

    
 

 

Câu 27: Tìm tập giá trị T  của hàm số 3cos 2 5.y x   

A.  1;1 .T    B.  1;11 .T    C.  2;8 .T   D.  5;8 .T   

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 1 cos 2 1 3 3cos 2 3 2 3cos 2 5 8x x x           

 2 8 2;8 .y T      

Câu 28: Tìm tập giá trị T  của hàm số 5 3sin .y x   

A.  1;1 .T    B.  3;3 .T    C.  2;8 .T   D.  5;8 .T   

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 1 sin 1 1 sin 1 3 3sin 3x x x          

 8 5 3sin 2 2 8 2;8 .x y T          



 BÀI GIẢNG TOÁN 11-CÁNH DIỀU  WEB: Toanthaycu.com 

 

 
Bản word đề và lời giải vui lòng lh Zalo: Tràn Đình Cư: 0834332133        158 

G
V

: TR
Ầ

N
 Đ

ÌN
H

 C
Ư

 – 0
8

3
4

3
3

2
1

3
3

 

Câu 29: Hàm số 5 4 sin 2 cos 2y x x   có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên? 

A. 3.  B. 4.  C. 5.  D. 6.  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 5 4 sin 2 cos 2 5 2 sin 4y x x x    . 

Mà 1 sin 4 1 2 2 sin 4 2 3 5 2sin 4 7x x x           

 3 7 3;4;5;6;7yy y      nên y  có 5  giá trị nguyên. 

Câu 30: Tìm giá trị nhỏ nhất m  của hàm số  2 sin 2016 2017y x  . 

A. 2016 2.m  B. 2.m  C. 1.m  D. 2017 2.m  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có    1 sin 2016 2017 1 2 2 sin 2016 2017 2.x x         

Do đó giá trị nhỏ nhất của hàm số là 2.  

Câu 31: Tìm giá trị nhỏ nhất m  của hàm số 1
.

cos 1
y

x



 

A. 1
.

2
m  B. 1

.
2

m  C. 1.m  D. 2.m  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 1 cos 1x   . 

Ta có 1

cos 1x
 nhỏ nhất khi và chỉ chi cos x  lớn nhất cos 1x  . 

Khi 1 1
cos 1 .

cos 1 2
x y

x
   


 

Câu 32: Gọi ,  M m  lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số sin cosy x x  . 

Tính .P M m   
A. 4.P   B. 2 2.P   C. 2.P   D. 2.P   

Lời giải 

Chọn B 

Ta có sin cos 2 sin .
4

y x x x
       

 

Mà 1 sin 1 2 2 sin 2
4 4

x x
                    
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2
2 2.

2

M
P M m

m

     
 

 

Câu 33: Tập giá trị T  của hàm số sin 2017 cos 2017 .y x x   

A.  2;2 .T    B.  4034;4034 .T    C. 2; 2 .T     
 D. 0; 2 .T     

 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có sin 2017 cos 2017 2 sin 2017
4

y x x x
       

. 

Mà 1 sin 2017 1 2 2 sin 2017 2
4 4

x x
                    

 

2 2 2; 2 .y T         
 

Câu 34: Hàm số sin sin
3

y x x
     

 có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên? 

A. 1.  B. 2.  C. 3.  D. 4.  

Lời giải 

Chọn C 

Áp dụng công thức sin sin 2 cos sin
2 2

a b a b
a b

 
  , ta có 

sin sin 2 cos sin cos .
3 6 6 6

x x x x
                              

 

Ta có  1 cos 1 1 1 1;0;1 .
6

yx y y
             

  

Câu 35: Hàm số 4 4sin cosy x x   đạt giá trị nhỏ nhất tại 0x x . Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. 0 2 , .x k k   B. 0 , .x k k   C. 0 2 , .x k k     D. 0 , .
2

x k k


    

Lời giải 

Chọn B 

Ta có   4 4 2 2 2 2sin cos sin cos sin cos cos 2 .y x x x x x x x       

Mà 1 cos2 1 1 cos 2 1 1 1x x y         . 

Do đó giá trị nhỏ nhất của hàm số là 1 . 

Đẳng thức xảy ra  cos 2 1 2 2  .x x k x k k         

Câu 36: Tìm giá trị lớn nhất M  và giá trị nhỏ nhất m  của hàm số 1 2 cos 3 .y x   

A. 3,  1.M m   B. 1,  1.M m   C. 2,  2.M m   D. 0,  2.M m   

Lời giải 
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Chọn B 

Ta có 1 cos3 1 0 cos 3 1 0 2 cos3 2x x x          

1
1 1 2 cos3 1 1 1 .

1

M
x y

m

        
 

 

Câu 37: Tìm giá trị lớn nhất M  của hàm số 24 sin 2 sin 2 .
4

y x x
      

 

A. 2.M   B. 2 1.M    C. 2 1.M    D. 2 2.M    

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 2 1 cos 2
4 sin 2 sin 2 4 sin 2 cos 2

4 2

x
y x x x x

                 
 

sin 2 cos 2 2 2 sin 2 2.
4

x x x
        

 

Mà 1 sin 2 1 2 2 2 sin 2 2 2 2
4 4

x x
                       

. 

Vậy giá trị lớn nhất của hàm số là 2 2.  

Câu 38: Tìm tập giá trị T  của hàm số 6 6sin cos .y x x   

A.  0;2 .T   B. 1
;1 .

2
T

 
 
  

 C. 1
;1 .

4
T

 
 
  

 D. 1
0; .

4
T

 
 
  

 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có    
26 6 2 2 2 2 2 2sin cos sin cos 3sin cos sin cosy x x x x x x x x       

2 2 23 3 1 cos 4 5 3
1 3sin cos 1 sin 2 1 . cos 4 .

4 4 2 8 8

x
x x x x


         

Mà 1 5 3 1
1 cos 4 1 cos 4 1 1.

4 8 8 4
x x y           

Câu 39: Tìm giá trị lớn nhất M  và nhỏ nhất m  của hàm số 2 2sin 2cos .y x x   

A. 3,  0.M m   B. 2,  0.M m   C. 2,  1.M m   D. 3,  1.M m   

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  2 2 2 2 2 2sin 2 cos sin cos cos 1 cosy x x x x x x        

Do 2 2 2
1 cos 1 0 cos 1 1 1 cos 2 .

1

M
x x x

m

           
 

 

Câu 40: Tìm giá trị lớn nhất M  của hàm số 
2

2
.

1 tan
y

x



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A. 1
.

2
M   B. 2

.
3

M   C. 1.M   D. 2.M   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 2

2

2

2 2
2 cos

11 tan

cos

y x
x

x

  


. 

Do 20 cos 1 0 2 2.x y M        

Câu 41: Gọi ,  M m  lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 28sin 3cos2y x x  . 

Tính 22 .P M m   
A. 1.P   B. 2.P   C. 112.P   D. 130.P   

Lời giải 

Chọn A 

Ta có  2 2 2 28 sin 3cos 2 8sin 3 1 2 sin 2 sin 3.y x x x x x        

Mà 2 21 sin 1 0 sin 1 3 2 sin 3 5x x x           

25
3 5 2 1.

3

M
y P M m

m

        
 

 

Câu 42: Tìm giá trị nhỏ nhất m  của hàm số 22 sin 3 sin 2y x x  . 

A. 2 3.m   B. 1.m  C. 1.m  D. 3.m  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 22 sin 3 sin 2 1 cos 2 3 sin 2y x x x x      

3 1
3 sin 2 cos 2 1 2 sin 2 cos 2 1

2 2

2 sin 2 cos sin cos 2 1 2sin 2 1.
6 6 6

x x x x

x x x
  

         

                 

 

Mà 1 sin 2 1 1 1 2 sin 2 3 1 3.
6 6

x x y
                        

 

Do đó giá trị nhỏ nhất của hàm số là 1.  

Câu 43: Tìm tập giá trị T  của hàm số 12sin 5cos .y x x   

A.  1;1 .T    B.  7;7 .T    C.  13;13 .T    D.  17;17 .T    

Lời giải 

Chọn C 
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Ta có 12 5
12 sin 5cos 13 sin cos .

13 13
y x x x x

       
 

Đặt 12 5
cos sin

13 13
    . Khi đó    13 sin cos sin cos 13siny x x x       

 13 13 13;13 .y T       

Câu 44: Tìm giá trị lớn nhất M  của hàm số 4 sin 2 3cos 2 .y x x   

A. 3.M   B. 1.M   C. 5.M   D. 4.M   

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 4 3
4 sin 2 3cos 2 5 sin 2 cos 2

5 5
y x x x x

       
. 

Đặt 4 3
cos sin

5 5
    . Khi đó    5 cos sin 2 sin cos 2 5sin 2y x x x       

5 5 5.y M      

Câu 45: Gọi ,  M m  lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 2sin 4 sin 5y x x   . 

Tính 22 .P M m   
A. 1.P   B. 7.P   C. 8.P   D. 2.P   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có  
22sin 4 sin 5 sin 2 1.y x x x       

Do  
2

1 sin 1 3 sin 2 1 1 sin 2 9x x x            

 
2 210

2 sin 2 1 10 2 2.
2

M
x P M m

m

         
 

 

Câu 46: Hàm số 2cos cosy x x   có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên? 

A. 1.  B. 2.  C. 3.  D. 4.  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
2

2 1 1
cos cos cos .

2 4
y x x x

       
 

Mà 
2

3 1 1 1 9
1 cos 1 cos 0 cos

2 2 2 2 4
x x x

             
 

 
2

1 1 1 1
cos 2 2 0;1;2

4 2 4 4
yx y y            
  nên có 3  giá trị thỏa mãn. 

Câu 47: Hàm số 2cos 2sin 2y x x    đạt giá trị nhỏ nhất tại 0x . Mệnh đề nào sau đây là đúng? 
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A. 0 2 , .
2

x k k


     B. 0 2 , .
2

x k k


    

C. 0 2 , .x k k      D. 0 2 , .x k k   

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 2 2cos 2sin 2 1 sin 2 sin 2y x x x x        

 
22sin 2sin 3 sin 1 4.x x x       

Mà  
2

1 sin 1 2 sin 1 0 0 sin 1 4x x x            

   
2 2

0 sin 1 4 4 sin 1 4 0x x         . 

Suy ra giá trị nhỏ nhất của hàm số bằng 0 . 

Dấu '' ''  xảy ra  sin 1 2  .
2

x x k k


       

Câu 48: Tìm giá trị lớn nhất M  và nhất m  của hàm số 4 2sin 2 cos 1y x x    

A. 2,  2.M m   B. 1,  0.M m   C. 4,  1.M m   D. 2,  1.M m   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có    
24 2 4 2 2sin 2cos 1 sin 2 1 sin 1 sin 1 2.y x x x x x           

Do  
22 2 20 sin 1 1 sin 1 2 1 sin 1 4x x x           

 
22 2

1 sin 1 2 2 .
1

M
x

m

      
 

 

Câu 49: Tìm giá trị nhỏ nhất m  của hàm số 44 sin cos 4y x x  . 

A. 3.m  B. 1.m  C. 3.m  D. 5.m  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  
2

4 21 cos 2
4 sin cos 4 4. 2 cos 2 1

2

x
y x x x

        
 

 
22cos 2 2cos2 2 cos2 1 3 3.x x x        

Mà  
2

1 cos2 1 0 cos2 1 2 0 cos2 1 4x x x            

 
2

1 cos 2 1 3 3 1.x m        

Câu 50: Tìm giá trị lớn nhất M  và giá trị nhỏ nhất m  của hàm số 27 3cos .y x   

A. 10,  2.M m   B. 7,  2.M m   C. 10,  7.M m   D. 0,  1.M m   
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Lời giải 

Chọn B 

Ta có 21 cos 1 0 cos 1x x       

2 24 7 3cos 7 2 7 3cos 7x x        . 

Câu 51: Số giờ có ánh sáng mặt trời của một thành phố A trong ngày thứ t  của năm 2017  được 

cho bởi một hàm số  4 sin 60 10
178

y t
 

   
  

 với t   và 0 365t  . Vào ngày nào trong 

năm thì thành phố A có nhiều giờ có ánh sáng mặt trời nhất? 
A. 28 tháng 5. B. 29 tháng 5. C. 30 tháng 5. D. 31 tháng 5. 

Lời giải 

Chọn B 

Vì    sin 60 1 4 sin 60 10 14.
178 178

t y t
    

         
      

 

Ngày có ánh sáng mặt trời nhiều nhất  14 sin 60 1
178

y t
 

     
  

 

 60 2 149 356 .
178 2

t k t k
 

        

Do 149 54
0 365 0 149 356 365 0

356 89
kt k k k           . 

Với 0 149k t    rơi vào ngày 29 tháng 5 (vì ta đã biết tháng 1 và 3 có 31 ngày, 
tháng 4 có 30 ngày, riêng đối với năm 2017 thì không phải năm nhuận nên tháng 2 có 
28 ngày hoặc dựa vào dữ kiện 0 365t   thì ta biết năm này tháng 2 chỉ có 28 ngày). 

Câu 52: Hằng ngày mực nước của con kênh lên xuống theo thủy triều. Độ sâu h  (mét) của mực 
nước trong kênh được tính tại thời điểm t  (giờ) trong một ngày bởi công thức 

3cos 12.
8 4

t
h

      
 Mực nước của kênh cao nhất khi: 

A. 13t   (giờ). B. 14t   (giờ). C. 15t   (giờ). D. 16t   (giờ). 

Lời giải 

. Chọn B 

Mực nước của kênh cao nhất khi h  lớn nhất 

cos 1 2
8 4 8 4

t t
k

   


        
 với 0 24t   và .k   

Lần lượt thay các đáp án, ta được đáp án B thỏa mãn 

Vì với 14 2
8 4

t
t

 
     (đúng với 1k   ). 
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Câu 53: Mệnh đề nào sau đây là sai? 
A. Hàm số siny x  tuần hoàn với chu kì 2 .  

B. Hàm số cosy x  tuần hoàn với chu kì 2 .  

C. Hàm số tany x  tuần hoàn với chu kì 2 .  

D. Hàm số coty x  tuần hoàn với chu kì .  

Lời giải 

Chọn C 

Vì hàm số tany x  tuần hoàn với chu kì .  

Câu 54: Trong các hàm số sau đây, hàm số nào là hàm số tuần hoàn? 

A. siny x  B. siny x x   C. cos .y x x  D sin
.

x
y

x
  

Lời giải 

Chọn A 

Hàm số siny x x   không tuần hoàn. Thật vậy: 

 Tập xác định D   . 

 Giả sử    ,  Df x T f x x     

   sin sin ,  Dx T x T x x x         

 sin sin ,  DT x T x x      .  *  

Cho 0x   và x  , ta được 
 

sin sin 0 0

sin sin 0

T x

T T 

   
    

 

 2 sin sin 0 0T T T T       . Điều này trái với định nghĩa là 0T  . 

Vậy hàm số siny x x   không phải là hàm số tuần hoàn. 

Tương tự chứng minh cho các hàm số cosy x x  và sin x
y

x
  không tuần hoàn. 

Câu 55: Trong các hàm số sau đây, hàm số nào không tuần hoàn? 

A. cos .y x  B. cos 2 .y x  C. 2 cosy x x . D. 1
.

sin 2
y

x
  

Lời giải 

Chọn C 

Câu 56: Tìm chu kì T  của hàm số sin 5 .
4

y x
     

 

A. 2
.

5
T


  B. 5

.
2

T


  C. .
2

T


  D. .
8

T


  
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Lời giải 

Chọn A 

Hàm số  siny ax b   tuần hoàn với chu kì 2
T

a


 . 

Áp dụng: Hàm số sin 5
4

y x
     

 tuần hoàn với chu kì 2
.

5
T


  

Câu 57: Tìm chu kì T  của hàm số cos 2016 .
2

x
y

     
 

A. 4 .T   B. 2 .T   C. 2 .T   D. .T   

Lời giải 

Chọn A 

Hàm số  cosy ax b   tuần hoàn với chu kì 2
T

a


 . 

Áp dụng: Hàm số cos 2016
2

x
y

     
 tuần hoàn với chu kì 4 .T   

Câu 58: Tìm chu kì T  của hàm số  
1

sin 100 50 .
2

y x    

A. 1
.

50
T   B. 1

.
100

T   C. .
50

T


  D. 2200 .T   

Lời giải 

Chọn A 

Hàm số  
1

sin 100 50
2

y x    tuần hoàn với chu kì 2 1
.

100 50
T




   

Câu 59: Tìm chu kì T  của hàm số cos 2 sin .
2

x
y x   

A. 4 .T   B. .T   C. 2 .T   D. .
2

T


  

Lời giải 

Chọn A 

Hàm số cos 2y x  tuần hoàn với chu kì 1

2
.

2
T


   

Hàm số sin
2

x
y   tuần hoàn với chu kì 2

2
4 .

1

2

T


   

Suy ra hàm số cos 2 sin
2

x
y x   tuần hoàn với chu kì 4 .T   

Nhận xét. T  là của 1T  và 2.T  

Câu 60: Tìm chu kì T  của hàm số cos3 cos5 .y x x   
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A. .T   B. 3 .T   C. 2 .T   D. 5 .T   

Lời giải 

Chọn C 

Hàm số cos3y x  tuần hoàn với chu kì 1

2
.

3
T


  

Hàm số cos 5y x  tuần hoàn với chu kì 2

2
.

5
T


  

Suy ra hàm số cos3 cos5y x x   tuần hoàn với chu kì 2 .T   

Câu 61: Tìm chu kì T  của hàm số  3cos 2 1 2 sin 3 .
2

x
y x

       
 

A. 2 .T   B. 4T   C. 6T   D. .T   

Lời giải 

Chọn B 

Hàm số  3cos 2 1y x   tuần hoàn với chu kì 1

2
.

2
T


   

Hàm số 2 sin 3 .
2

x
y

     
 tuần hoàn với chu kì 2

2
4 .

1

2

T


   

Suy ra hàm số  3cos 2 1 2 sin 3
2

x
y x

       
 tuần hoàn với chu kì 4 .T   

Câu 62: Tìm chu kì T  của hàm số sin 2 2 cos 3 .
3 4

y x x
                

 

A. 2 .T   B. .T   C. 3 .T   D. 4 .T   

Lời giải 

Chọn A 

Hàm số sin 2
3

y x
     

 tuần hoàn với chu kì 1

2
.

2
T


   

Hàm số 2 cos 3
4

y x
     

 tuần hoàn với chu kì 2

2
.

3
T


  

Suy ra hàm số sin 2 2 cos 3
3 4

y x x
                

 tuần hoàn với chu kì 2 .T   

Câu 63: Tìm chu kì T  của hàm số tan 3 .y x  

A. .
3

T


  B. 4
.

3
T   C. 2

.
3

T


  D. 1
.

3
T   

Lời giải 

Chọn D 
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Hàm số  tany ax b   tuần hoàn với chu kì T
a


 . 

Áp dụng: Hàm số tan 3y x  tuần hoàn với chu kì 1
.

3
T   

Câu 64: Tìm chu kì T  của hàm số tan 3 cot .y x x   

A. 4 .T   B. .T   C. 3 .T   D. .
3

T


  

Lời giải 

Chọn B 

Hàm số  coty ax b   tuần hoàn với chu kì T
a


 . 

Áp dụng: Hàm số tan 3y x  tuần hoàn với chu kì 1 .
3

T


  

Hàm số coty x  tuần hoàn với chu kì 2 .T   

Suy ra hàm số tan 3 coty x x   tuần hoàn với chu kì .T   

Nhận xét. T  là bội chung nhỏ nhất của 1T  và 2.T  

Câu 65: Tìm chu kì T  của hàm số cot sin 2 .
3

x
y x   

A. 4 .T   B. .T   C. 3 .T   D. .
3

T


  

Lời giải 

Chọn C 

Hàm số cot
3

x
y  tuần hoàn với chu kì 1 3 .T   

Hàm số sin 2y x  tuần hoàn với chu kì 2 .T   

Suy ra hàm số cot sin 2
3

x
y x   tuần hoàn với chu kì 3 .T   

Câu 66: Tìm chu kì T  của hàm số sin tan 2 .
2 4

x
y x

      
 

A. 4 .T   B. .T   C. 3 .T   D. 2 .T   

Lời giải 

Chọn A 

Hàm số sin
2

x
y   tuần hoàn với chu kì 1 4 .T   

Hàm số tan 2
4

y x
     

 tuần hoàn với chu kì 2 .
2

T


  
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Suy ra hàm số sin tan 2
2 4

x
y x

      
 tuần hoàn với chu kì 4 .T   

Câu 67: Tìm chu kì T  của hàm số 22cos 2017.y x   

A. 3 .T   B. 2 .T   C. .T   D. 4 .T   

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 22 cos 2017 cos 2 2018.y x x     

Suy ra hàm số tuần hoàn với chu kì .T   

Câu 68: Tìm chu kì T  của hàm số 2 22 sin 3cos 3 .y x x   

A. .T   B. 2 .T   C. 3 .T   D. .
3

T


  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có  
1 cos 2 1 cos 6 1

2. 3. 3cos 6 2cos 2 5 .
2 2 2

x x
y x x

 
      

Hàm số 3cos 6y x  tuần hoàn với chu kì 1

2
.

6 3
T

 
   

Hàm số 2cos 2y x  tuần hoàn với chu kì 2 .T   

Suy ra hàm số đã cho tuần hoàn với chu kì .T   

Câu 69: Tìm chu kì T  của hàm số 2tan 3 cos 2 .y x x   

A. .T   B. .
3

T


  C. .
2

T


  D. 2 .T   

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  
1 cos 4 1

tan 3 2 tan 3 cos 4 1 .
2 2

x
y x x x


      

Hàm số 2 tan 3y x  tuần hoàn với chu kì 1 .
3

T


  

Hàm số cos 4y x  tuần hoàn với chu kì 2

2
.

4 2
T

 
   

Suy ra hàm số đã cho tuần hoàn với chu kì .T   

Câu 70: Hàm số nào sau đây có chu kì khác ? 

A. sin 2 .
3

y x
     

 B. cos 2 .
4

y x
     

 C.  tan 2 1 .y x    D. cos sin .y x x  

Lời giải 
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Chọn C 

Vì  tan 2 1y x    có chu kì .
2 2

T
 

 


 

Nhận xét. Hàm số 1
cos sin sin 2

2
y x x x   có chu kỳ là .  

Câu 71: Hàm số nào sau đây có chu kì khác 2 ? 

A. 3cos .y x  B. sin cos .
2 2

x x
y   C.  2sin 2 .y x   D. 2cos 1 .

2

x
y

     
 

Lời giải 

Chọn C 

Hàm số  3 1
cos cos3 3cos

4
y x x x    có chu kì là 2 .  

Hàm số 1
sin cos sin

2 2 2

x x
y x   có chu kì là 2 .  

Hàm số    2 1 1
sin 2 cos 2 4

2 2
y x x      có chu kì là .  

Hàm số  2 1 1
cos 1 cos 2

2 2 2

x
y x

       
 có chu kì là 2 .  

Câu 72: Hai hàm số nào sau đây có chu kì khác nhau? 

A. cosy x  và cot .
2

x
y   B. siny x  và tan 2 .y x  

C. sin
2

x
y   và cos .

2

x
y   D. tan 2y x  và cot 2 .y x  

Lời giải 

Chọn B 

Hai hàm số cosy x  và cot
2

x
y   có cùng chu kì là 2 .  

Hai hàm số siny x  có chu kì là 2 , hàm số tan 2y x  có chu kì là .
2

  

Hai hàm số sin
2

x
y   và cos

2

x
y   có cùng chu kì là 4 .  

Hai hàm số tan 2y x  và cot 2y x  có cùng chu kì là .
2

  

Câu 73: Đồ thị hàm số cos
2

y x
     

 được suy từ đồ thị  C  của hàm số cosy x  bằng cách: 

A. Tịnh tiến  C  qua trái một đoạn có độ dài là .
2

  

B. Tịnh tiến  C  qua phải một đoạn có độ dài là .
2

  

C. Tịnh tiến  C  lên trên một đoạn có độ dài là .
2

  
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D. Tịnh tiến  C  xuống dưới một đoạn có độ dài là .
2

  

Lời giải 

Chọn B 

Nhắc lại lý thuyết 

Cho  C  là đồ thị của hàm số  y f x  và 0p , ta có: 

+ Tịnh tiến  C  lên trên p  đơn vị thì được đồ thị của hàm số  y f x p  . 

+ Tịnh tiến  C  xuống dưới p  đơn vị thì được đồ thị của hàm số  y f x p  . 

+ Tịnh tiến  C  sang trái p  đơn vị thì được đồ thị của hàm số  y f x p  . 

+ Tịnh tiến  C  sang phải p  đơn vị thì được đồ thị của hàm số  y f x p  . 

Vậy đồ thị hàm số cos
2

y x
     

 được suy từ đồ thị hàm số cosy x  bằng cách tịnh tiến 

sang phải 
2

  đơn vị. 

Câu 74: Đồ thị hàm số siny x  được suy từ đồ thị  C  của hàm số cosy x  bằng cách: 

A. Tịnh tiến  C  qua trái một đoạn có độ dài là .
2

  

B. Tịnh tiến  C  qua phải một đoạn có độ dài là .
2

  

C. Tịnh tiến  C  lên trên một đoạn có độ dài là .
2

  

D. Tịnh tiến  C  xuống dưới một đoạn có độ dài là .
2

  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có sin cos cos .
2 2

y x x x
                 

 

Câu 75: Đồ thị hàm số siny x  được suy từ đồ thị  C  của hàm số cos 1y x   bằng cách: 

A. Tịnh tiến  C  qua trái một đoạn có độ dài là 
2

  và lên trên 1 đơn vị. 

B. Tịnh tiến  C  qua phải một đoạn có độ dài là 
2

  và lên trên 1 đơn vị. 

C. Tịnh tiến  C  qua trái một đoạn có độ dài là 
2

  và xuống dưới 1 đơn vị. 

D. Tịnh tiến  C  qua phải một đoạn có độ dài là 
2

  và xuống dưới 1 đơn vị. 

Lời giải 

Chọn D 
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Ta có sin cos cos .
2 2

y x x x
                 

 

 Tịnh tiến đồ thị cos 1y x   sang phải 
2

  đơn vị ta được đồ thị hàm số cos 1.
2

y x
     

 

 Tiếp theo tịnh tiến đồ thị cos 1
2

y x
     

 xuống dưới 1 đơn vị ta được đồ thị hàm số 

cos .
2

y x
     

 

Câu 76: Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê 
ở bốn phương án A, B, C,D. 

 

Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

A. 1 sin 2 .y x   B. cos .y x  C. sin .y x  D. cos .y x  

Lời giải 

Chọn B 

Ta thấy tại 0x   thì 1y  . Do đó loại đáp án C và D 

Tại 
2

x


  thì 0y  . Do đó chỉ có đáp án B thỏa mãn. 

Câu 77: Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt 
kê ở bốn phương án A, B, C, D 

 

Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

A. sin .
2

x
y   B. cos .

2

x
y   C. cos .

4

x
y   D. sin .

2

x
y

     
 

Lời giải 

Chọn D 
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Ta thấy: 

Tại 0x   thì 0y  . Do đó loại B và C 

Tại x   thì 1y  . Thay vào hai đáp án còn lại chỉ có D thỏa. 

Câu 78: Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê 
ở bốn phương án A, B, C, D 

 

Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

A. 2
cos .

3

x
y  B. 2

sin .
3

x
y   C. 3

cos .
2

x
y   D. 3

sin .
2

x
y   

Lời giải 

Chọn A 

Ta thấy: 

Tại 0x   thì 1y  . Do đó ta loại đáp án B và D 

Tại 3x   thì 1y  . Thay vào hai đáp án A và C thì chit có A thỏa mãn. 

Câu 79: Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt 
kê ở bốn phương án A, B, C,D. 

 

Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

A. sin .
4

y x
     

 B. 3
cos .

4
y x

     
 C. 2 sin .

4
y x

     
 D. cos .

4
y x

     
 

Lời giải 

Chọn A 
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Ta thấy hàm số có GTLN bằng 1 và GTNN bằng 1 . Do đó loại đáp án C 

Tại 0x   thì 2

2
y  . Do đó loại đáp án D 

Tại 3

4
x


  thì 1y  . Thay vào hai đáp án còn lại chỉ có A thỏa mãn. 

Câu 80: Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê 
ở bốn phương án A, B, C,D. 

 

Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

A. sin .y x  B. sin .y x  C. sin .y x  D. sin .y x  

Lời giải 

Chọn D 

Ta thấy tại 0x   thì 0y  . Cả 4 đáp án đều thỏa. 

Tại 
2

x


  thì 1y  . Do đó chỉ có đáp án D thỏa mãn. 

Câu 81: Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt 
kê ở bốn phương án A, B, C, D. 

 

Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

A. cos .y x  B. cosy x  C. cos .y x  D. cos .y x  

Lời giải 

Chọn B 

Ta thấy tại 0x   thì 1.y   Do đó chỉ có đáp án B thỏa mãn. 
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Câu 82: Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê 
ở bốn phương án A, B,C,D. 

 

Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

A. sin .y x  B. sin .y x  C. cos .y x  D. cos .y x  

Lời giải 

Chọn A 

Ta thấy hàm số có GTNN bằng 0 . Do đó chỉ có A hoặc D thỏa mãn. 

Ta thấy tại 0x   thì 0y  . Thay vào hai đáp án A và D chỉ có duy nhất A thỏa mãn. 

Câu 83: Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt 
kê ở bốn phương án A, B, C,D. 

 

Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

A. tan .y x  B. cot .y x  C. tan .y x  D. cot .y x  

Lời giải 

Chọn C 

Ta thấy hàm số có GTNN bằng 0 . Do đó ta loại đáp án A và B. 

Hàm số xác định tại x   và tại x   thì 0y  . Do đó chỉ có C thỏa mãn. 

Câu 84: .Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê 
ở bốn phương án A, B, C,D. 
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Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

A. sin 1.
2

y x
     

 B. 2 sin .
2

y x
     

 C. sin 1.
2

y x
     

 D. sin 1.
2

y x
     

 

Lời giải 

Chọn A 

Ta thấy hàm số có GTLN bằng 0 , GTNN bằng 2.  Do đó ta loại đán án B vì 

 2 sin 2;2 .
2

y x
      

 

Tại 0x   thì 2y  . Thử vào các đáp án còn lại chỉ có A thỏa mãn. 

Câu 85: Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê 
ở bốn phương án A, B, C, D 

 

Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

A. 1 sin .y x   B. siny x . C. 1 cosy x  . D. 1 siny x  . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 1 cos 1y x    và 1 sin 1y x    nên loại C và D 

Ta thấy tại 0x   thì 1y  . Thay vào hai đáp án A và B thì chỉ có A thỏa mãn. 

Câu 86: Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt 
kê ở bốn phương án A, B, C, D. 
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Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

A. 1 sin .y x   B. siny x . C. 1 cosy x  . D. 1 siny x  . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 1 cos 1y x    và 1 sin 1y x    nên loại C và D 

Ta thấy tại x   thì 0y  . Thay vào hai đáp án A và B thì chỉ có B thỏa. 
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BÀI 4: PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC CƠ BẢN 

A. TÓM TẮT KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. PHƯƠNG TRÌNH TƯƠNG ĐƯƠNG 
Phương trình với ẩn x  có dạng     1f x g x , trong đó vế trái  f x  và vế phải  g x  là hai 

biểu thức của cùng một biến x . Khi giải phương trình (1), ta cần lưu ý tới điều kiện đối với 
ẩn số x  để  f x  và  g x  có nghĩa (tức là mọi phép toán đều thực hiện được). Đó là điều 

kiện xác định của phuơng trình (hay gọi tắt là điều kiện của phuơng trình). 

-Trong trường hợp tổng quát, ta có định nghĩa sau: 
Hai phương trình (cùng ẩn) được gọi là tuơng đuơng nếu chúng có cùng tập nghiệm. 
Nếu phương trình    1 1f x g x  tương đương với phương trình    2 2f x g x  thì ta viết 

       1 1 2 2f x g x f x g x    

-Định lí sau đây nêu lên một số phép biến đổi tương đương thường sử dụng: 
Nếu thực hiện các phép biến đổi sau đây trên một phương trình mà không làm thay đổi điều 
kiện của nó thì ta được một phương trình mới tương đương. 
a) Cộng hay trừ hai vế với cùng một số hoặc cùng một biểu thức; 
b) Nhân hoặc chia hai vế với cùng một số khác 0 hoặc với cùng một biểu thức luôn có giá trị 
khác 0 . 

II. PHƯƠNG TRÌNH  sin x m  

Trong trường hợp tổng quát, ta có thể giải phương trình sinx m  như sau: 

Với 1m  , phương trình sinx m  vô nghiệm. 

Với 1m  , gọi   là số thực thuộc đoạn ;
2 2

  
  

 sao cho sin m  . Khi đó, ta có: 

  
2

sin sin sin  .
2

x k
x m x k

x k

 


  

 
       

  

Chú ý 
a) Ta có một số trường hợp đặc biệt sau của phương trình sinx m  : 

 sin 1 2
2

x x k k


      

 sin 1 2
2

x x k k


        

 
2

sin 0
2

x k
x x k k

x k




 


      

 . 

b) Ta có    
   
   

 
2

sin sin  
2

f x g x k
f x g x k

f x g x k



 

  
  

  
  

c) Nếu x  là góc lượng giác có đơn vị đo là độ thì ta có thể tìm góc lượng giác x  sao cho 
sin sin ox a  như sau: 



 BÀI GIẢNG TOÁN 11-CÁNH DIỀU  WEB: Toanthaycu.com 

 

 
Bản word đề và lời giải vui lòng lh Zalo: Tràn Đình Cư: 0834332133        179 

G
V

: TR
Ầ

N
 Đ

ÌN
H

 C
Ư

 – 0
8

3
4

3
3

2
1

3
3

 

  
360

sin sin .
180 360

o
o

o o

o

o

x a k
x a k

x a k

  
  

  
  

III. PHƯƠNG TRÌNH cosx=m 

Trong trường hợp tổng quát, ta có thể giải phương trình cos x m  như sau: 

Với 1m  , phương trình cosx m  vô nghiệm. 

Với 1m  , gọi   là số thực thuộc đoạn  0;  sao cho cos m  . Khi đó, ta có: 

  
2

cos cos cos  .
2

x k
x m x k

x k

 


 

 
       

  

Chú ý 
a) Ta có một số trường hợp đặc biệt sau của phương trình cosx m  : 

 cos 1 2x x k k     

 cos 1 2x x k k        

 cos 0
2

x x k k


      

 

b) Ta có    
   
   

 
2

cos cos  
2

f x g x k
f x g x k

f x g x k





  
  

  
 . 

c) Nếu x  là góc lượng giác có đơn vị đo là độ thì ta có thể tìm góc lượng giác x  sao cho 

cos cosx a   như sau:  
360

cos cos
360

x a k
x a k

x a k

  
  

  

 


 
 . 

IV. PHƯƠNG TRÌNH tanx=m 

Trong trường hợp tổng quát, ta có cách giải phương trình  tan x m  như sau: 

Gọi   là số thực thuộc khoảng ;
2 2

  
 
 

 sao cho  tan m  . Khi đó với mọi m , ta có: 

 tan tan tanx m x x k k         . 

Chú ý:  

Nếu x  là góc lượng giác có đơn vị đo là độ thì ta có thể tìm góc lượng giác x  sao cho 
tan tanx a   như sau: 

 tan tan 180x a x a k k         

V. PHƯƠNG TRÌNH cotx=m 

Trong trường hợp tổng quát, ta có cách giải phương trình  cot x m  như sau: 

Gọi   là số thực thuộc khoảng  0;  sao cho cot m  . Khi đó với mọi m , ta có: 

 cot cot cot .x m x x k k          

Chú ý:  
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Nếu x  là góc lượng giác có đơn vị đo là độ thì ta có thể tìm góc lượng giác x  sao cho 
cot cotx a   như sau: 

 cot cot 180 .x a x a k k         

VI. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC CƠ BẢN BẰNG MÁY TÍNH CẦM TAY  

Có thể sử dụng máy tính cầm tay (MTCT) để giải các phương trình lượng giác cơ bản. 

Chú ý 

Để giải phương trình  cot 0x a a   bằng MTCT, ta đưa về giải phương trình 1
tanx

a
 . 

B. CÁC VÍ DỤ RÈN LUYỆN KĨ NĂNG 
Ví dụ 1. Giải các phương trình 

a) cos 2x 0
6

 
  

 
; b) cos 4x 1

3

 
  

 
; c) cos x 1

5

 
   

 
;  

d) sin 3x 0
3

 
  

 
 e) x

sin 1
2 4

 
  

 
; f) sin 2x 1

6

 
   

 
;  

Lời giải 

a)     
          

 

k
cos 2x 0 2x k x ,k

6 6 12 2
  

b)     
         

 

k
cos 4x 1 4x k2 x ,k

3 3 12 2
  

c)     
             

 

4
cos x 1 x k2 x k2 ,k

5 5 5
  

d)     
          

 

k
sin 3x 0 3x k x ,k

3 3 9 3
  

e)     
           

 

x x 3
sin 1 k2 x k4 ,k

2 4 2 4 2 2
  

f)     
              

 
sin 2x 1 2x k2 x k ,k

6 6 2 3
  

Ví dụ 2. Giải phương trình  

a)  
1

sin3x 1
2
  ;  b)  

1
cos 2x 2

2
 

 

c)     
x

tan 2 3 ; d) cot 2x 3 4
3 4

 
   

   

Giải 

a) Ta có:  
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 
3x

k23x k2 x
6 18 3

1 sin 3x sin ,k
5 k26

x
1

k2
6 8 3

  


   
     


     
    
     

   

Vậy nghiệm của phương trình (1) là k2 5 k2
x ;x ,k .

18 3 18 3
   
  




   

b) Ta có: 

 
2

2x k2

2x k2 x k
2 3 3

2 co

x

s 2x cos ,k
3

k
3 3

 
    

     
 
  

 
 



 
       

   

Vậy nghiệm của phương trình (*) là: x k ,k
3


      

c)    2,3 kx 3 k3 , tan          

Vậy nghiệm của phương trình (*) là x x 3 k3 ,k      

d) Ta có: 

 
k

4 cot 2x cot 2x k x ,k .
4 6 4 6 24 2

      
            

 
   

Vậy nghiệm của phương trình là: 
k

x ,k .
24 2

 
      

Lời bình: Những phương trình ch trên là nhưng phương trình lượng giác cơ bản. Sử dụng 
MTCT ta có thể tìm được các giá trị đặc biệt của hàm số lượng giác 

 Ở câu a) 1
sin3x

2
 . Dùng MTCT (ở chế độ rad ) ta ấn SHIF sin 1 2   ta được kết quả 

là π

6
 . Do đó: π1

sin3x sin
2 6
   

 Hoàn toàn tương tự cho câu b) 1
cos2x

2
   . Ta ấn: 

SHIF cos 1 2   ta được kết quả là π2

3
 . Do đó: π1 2

cos2x cos
2 3

    

 Trên MTCT không có hàm cot, tuy nhiên ta thừa biết α
α

1
cot

tan
  . Do đó, đối với câu d) 

cot 2x 3
4

 
  

 
ta ấn máy như sau: 

SHIT tan 1 3   ta được kết quả là π

6
 . Do đó: cot 2x 3 cot

4 6

  
   

 
 

Ví dụ 3. Giải phương trình  
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a) sin 4x sin x
3

 
  

 

  ;  b)   0 x
cot g x 30 cot g .

2  

2 3 2
c) cos x ; d) sin 2x cos3x.

4


 

 

Giải 

a) Ta có:  

k2
4x x k2 x

3 9 3
sin 4x sin x ,k

2 k2
4x x k x2

153

3

5

  




   

  

      
 

          
     

   

Vậy nghiệm của phương trình (*) là k2 2 k2
x ;x

9 3 15 5
   
      

b)  Điều kiện:  

0 0
0

0 0

x 30 k.180 x 30
k,nx

n.180 x n.360
2

      
  

  

   

          

    

0 0 0 0 0

0 0

x x
cot g x 30 cot g x 30 k.180 2x 60 x k.360

2 2

x 60 k.360 ,k

  

Vậy nghiệm của phương trình là:    0 0x 60 k.360 ,k  

c) Ta có 

 2 3 2 1 cos 2x 3 2
cos x 2 1 cos 2x 3 2

4 2 4

3
cos 2x cos 2x k2 x k

2 6 6 1
,k

2

  
      

         
  

  

  

Vậy nghiệm của phương trình (*) là x k ,
12

k


  
 

d) Ta có
 

3x 2x k2

3x 2x k2
2

sin 2x cos3x cos3x cos 2x
2

k2
x5x k2

10 52 ;k

x k
2

2

2 2x k
2


         

 







 
     
 

 


 
 


   

  
   
 

  



 

Vậy nghiệm của (*) là k2
,x ;x k2

10 5
k

2
   




 
    
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Nhận xét: Phương trình sin 2x cos3x được chuyển thành cos3x cos 2x
2

 
  

 

 , ta cũng có thể 

chuyển thành dạng sau: sin 2x sin 3x
2

 
  

 
.  

Ví dụ 4.  Tìm m để phương trình 2 sin x m
4

  
  

 
 có nghiệm x 0;

2

  
 
 

  

Giải 

Ta có: 3
0 x x

2 4 4 4
   


 

   2
sin x 1

2 4

 
    

 
  

Phương trình đã cho có nghiệm

 

2 m
x 0; khi 1 1 m 2

2 2 2

 
      





  

Ví dụ 5.  Giải các phương trình sau:  

a) 


2
cot 4x cot ;

7
 b)  cot3x 2;  c)  o 1

cot(2x 10 ) .
3

 

Giải 

a)    
       

2 2
cot 4x cot x k x k ,k .

7 7 14 4
 

b) 
          

1
cot 3x 2 cot 3x k k ,k

3 3
 

c) Vì  o1
cot60

3
nên     o o o1

cot(2x 10 ) cot(2x 10 ) cot60
3

 

          o o o o o o o2x 10 60 k180 2x 70 k180 x 35 k90 ,k . 

Ghi nhớ 

 Mỗi phương trình  

  sinx a( a 1);   cosx a( a 1);  tan x a;  cot x a có vô số nghiệm. 

 Giải các phương trình trên làm tìm tất cả các nghiệm của chúng. 

Ví dụ 6.  Giải phương trình  

a)  sin 2x sin 2x cos x 0 1 ;    b)  sin x cos 2x sin 2x cos3x 2 .  

Giải 

a) Ta có 

   
  

        

 

  


sin 2x 0 2x k k
1 sin 2x 1 cosx 0 x ,k

cosx 2 2x 1 k  
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Vậy nghiệm của phương trình là   



k

x ,k .
2

  

Lưu ý: Một số học sinh mắc sai lầm nghiệm trọng (lỗi rất cơ bản) là rút gọn phương trình ban 
đầu cho sin 2x  , dẫn đến thiếu nghiệm 

b) Định hướng: Cả hai vế phương trình  đều cho dưới dạng tích của hai hàm lượng giác. Thông 

thường ta sử dụng công thức biến đổi tích thành tổng. 

Ta nhắc lại:    1
sinacosb sin a b sin a b

2
           

Ta có 

 

     
1 1

2 sin 3x s inx sin 5x sinx sin 5x sin 3x

k
5x 3x

2 2

x k
5x 3x

k2

k2
,k

x
8 4

     







 
 

     



   



 

Vậy nghiệm của phương trình (*) là k
;x ,k

8 4
x k

 
      

C. GIẢI BÀI TẬP SÁCH GIÁO KHOA  

Bài 1. Giải phương trình: 

a) 3
sin 2

3 2
x

 
   

 
; b) 1

sin 3
4 2

x
 
   

 
 c) 3

cos
2 4 2

x  
  

 
 

d) 2cos3 5 3x   ; e) 3tan 3x   ; g)  cot 3 3 1 cotx x   . 

Lời giải 

3
a) sin 2

3 2
x

 
   

 
 

 

2x k2 2x k2
3 3 3 3

sin 2 sin  
3 3

2x k2 2x k2
3 3 3 3

2x k2 x k

k .5 5
2x k2 x k

3 6

x

    
 

   
   

 

 
 

                      
                

  
   
    
 



 

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là x k  và 5
x k

6


   với k Z . 

1
b) sin 3

4 2
x

 
   

 
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 

3x k2 3x k2
4 6 6 4

sin 3 sin
4 6

3x k2 3x k2
4 6 6 4

5 25
x k3x k2

36 312 k .
11 11 2

3x k2 x k
12 36 3

x

    
 

   
   

 


  


                      
                

 
     

  
     



 

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là 5 2
x

36 3
k

 
    và 11 2

x
36 3

k
 

   với k Z . 

3
c) cos

2 4 2

x  
  

 
 

 

x x
k2 k2

2 4 6 2 6 4
cos cos

x x2 4 6
k2 k2

2 4 6 2 6 4

x
x k4k2

62 12 k
x 5 5

k2 x k4
2 12 6

x

   
 

 

   
 




 
 

 
       

      
           

 
     

  
       



 

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là x k4
6


    và 5

x 4
6

k


    với k Z . 

d) 2cos3 5 3x    

 

 

cos3 1 3 2

2
.

3 3

x x k k Z

x k k Z

 

 

      

   
 

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là 2

3 3
x k

 
   với k Z . 

e) 3tan 3x    

 

3
tan tan tan

3 6

.
6

x x

x k k Z






 
      

 

    

 

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là k
6

x


    với k Z . 

 g) cot 3 3 1 cotx x    

 cot 3 3 3cot  1 3 cot 3 3x x x         
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 

 

3 1 3
cot cot 3

1 3

cot cot
6 6

x x

x x k k Z
 




   



     

 

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là 
6

x k


   với k Z . 

Bài 2. Giải phương trình: 

a) sin 2 sin
4

x x
 
  

 
 b) sin2 cos3x x ; c) 2 2cos 2 cos

6
x x

 
  

 
 

Lời giải 

a) sin 2 sin
4

x x
 
  

 
 

 

2x x k2 x k2
4 4

 

2x x k2 3x k2
4 4

k2
4

 k
2

k
12 3

x

x

 
 

 
 




 

 
      

  
       
 


  

 
   




 

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là 2
4

x k


    và 2

12 3
x k

 
    với k Z . 

 

b) sin2x cos3x  

 

 cos 2 cos3x cos3x cos 2
2 2

3x 2x k2 5x k2
2 2

3x 2x k2 3x 2x k2
2 2

2
x k

10 5 k .

x k2
2

x x
 

  

 
 

 




   
        

   

      
  

            


 

 
   




 

 

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là 2

10 5
x k

 
   và 2

2
x k


    với k Z . 

c) 2 2cos 2 cos
6

x x
 

  
 
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1 cos 2
1 cos4 3

cos4 cos 2
2 2 3

x
x

x x




 

          
 

 

4 2 k2 2 k2
3 3

4 2 k2 6 k2
3 3

x x x

x x x

 
 

 
 

 
     

  
        

 

 6

k
18 3

x k

k

x




 


 

 
   


  

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là 
6

x k


   và 
18 3

x k
 

    với k Z . 

Bài 3. Dùng đồ thị hàm số sin , cosy x y x   để xác định số nghiệm của phương trình: 

a) 3sin 2 0x   trên khoảng 5 5
;

2 2

  
 
 

.  

b) cos 0x  .  trên đoạn 5 5
;

2 2

  
  

. 

Lời giải 

a) Ta có: 3sin 2 0x   
2

sin
3

x   . 

Đường thẳng 2
y

3
   và đồ thị hàm số y sinx  trên khoảng 5 5

;
2 2

  
 
 

 được vẽ như sau: 

 

Từ đồ thị, ta thấy đường thẳng 2
y

3
   cắt đồ thị hàm số y sinx  trên khoảng 5 5

;
2 2

  
 
 

 

tại 5 điểm A, B, C, D, E. 

Vậy phương trình 3sin 2 0x   có 5 nghiệm trên khoảng 5 5
;

2 2

  
 
 

. 

b) Đường thẳng y 0  (trục Ox  ) và đồ thị hàm số y cosx  trên đoạn 5 5
;

2 2

  
  

 được vẽ 

như sau: 
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Từ đồ thị, ta thấy đường thẳng y 0  cắt đồ thị hàm số y cosx  trên đoạn 5 5
;

2 2

  
  

 tại 6 

điểm M, N, P,Q, I, K  

Vậy phương trình cos 0x   có 6 nghiệm trên đoạn 5 5
;

2 2

  
  

. 

Bài 4. Số giờ có ánh sáng mặt trời của một thành phố A ở vĩ độ 40Bắc trong ngày thứ t  của 
một năm không nhuận được cho bởi hàm số  

   3sin 80 12
182

d t t
 

    
với t  và 0 365t   

(Nguồn: Đại số và Giải tích 11 Nâng cao, NXBGD Việt Nam, 2020) 

a) Thành phố A  có đúng 12 giờ có ánh sáng mặt trời vào ngày nào trong năm? 
b) Vào ngày nào trong năm thì thành phố A  có đúng 9 giờ có ánh sáng mặt trời? 
c) Vào ngày nào trong năm thì thành phố A có đúng 15 giờ có ánh sáng mặt trời? 

Lời giải 

a) Để thành phố A  có đúng 12 giờ có ánh sáng mặt trời thì: 

 

 

   

 

 

3sin 80 12 12
182

sin 80 0
182

t 80 k k Z
182

t 80 182k k Z

t 80 182k k Z .

t

t








 
   

 

 
   

 

   

   

   

 

Do t Z  và 0 365t   nên ta có: 

k k

0 80 182k 365 80 182k 285

  
 

     

   

 
k

k 0;140 285
k

91 182




  
  



 

Với k 0  thì t 80 182.0 80   ; 

Với k 1  thì t 80 182 1 262    . 
Vậy thành phố A  có đúng 12 giờ có ánh sáng mặt trời vào ngày thứ 80 và ngày thứ 262 
trong năm. 
b) Để thành phố A  có đúng 9 giờ có ánh sáng mặt trời thì: 
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 

 

   

 

 

3sin 80 12 9
182

sin 80 1
182

t 80 k2 k Z
182 2

t 80 91 364k k Z

t 11 364k k Z

Do t Z và 0 t 365 nên ta có

k k

0 11 364k 365 11 364k 376

t

t





 


 
   

 

 
    

 

     

     

    

  

  
 

     

 

 

k

k 111 94
k

364 91




  
 



 

Với k 1  thì t 11 364 1 353     . 
Vậy thành phố A  có đúng 9 giờ có ánh sáng mặt trời vào ngày thứ 353 trong năm. 
c) Để thành phố A có đúng 15 giờ có ánh sáng mặt trời thì: 

 

 

   

 

 

3sin 80 12 15
182

sin 80 1
182

t 80 k2 k Z
182 2

t 80 91 364k k Z

t 171 364k k Z

Do t Z và 0 t 365 nên ta có:

t

t





 


 
   

 

 
   

 

    

    

   

  

 

k k

0 171 364k 365 171 364k 194

  
 

     

   

 
k

k 0171 97
k

364 182




  
  



 

Với k 0  thì t 171 364.0 171   . 
Vậy thành phố A có đúng 15 giờ có ánh sáng mặt trời vào ngày thứ 
171 trong năm. 

Bài 5. Hội Lim (tỉnh Bắc Ninh) được tổ chức vào mùa xuân thường 
có trò chơi đánh đu. Khi người chơi đu nhún đều, cây đu sẽ đưa người 
chơi đu dao động quanh vị trí cân bằng (Hình 39). Nghiên cứu trò 
chơi này, người ta thấy khoảng cách   mh  từ vị trí người chơi đu 

đến vị trí cân bằng được biểu diễn qua thời gian   st  (với 0t   ) bởi 
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hệ thức h d  với  3cos 2 1
3

d t
 

  
 

, trong đó ta quy ước 0d   khi vị trí cân bằng ở phía 

sau lưng người chơi đu và 0d   trong trường hợp ngược lại (Nguồn: Đại số và Giải tích 11 
Nâng cao, NXBGD Việt Nam, 2020). Vào thời gian t  nào thì khoảng cách h là 3 m;0 m  ? 

Lời giải 

Để khoảng cách   mh  từ vị trí người chơi đu đến vị trí cân bằng là 3 m thì: 

 

 

 

 

 

 

 3cos 2 1 3
3

3c os 2 1 3 cos 2 1 1
3 3

 

3c os 2 1 3 cos 2 1 1
3 3

t

t t

t t



 

 

 
  

 

    
            

    
         

   

∣

 

 
 

 

2 1 k2
2t 1 6k3

2t 1 3 6k
2 1 k2

3

t

t





 


   

        


 

  
1

2t 6k 1 t 3k
2

2t 6k 4
t 3k 2

k

 
      

  
  

  

Do 0,t k Z   nên  0;1;2;k   

Khi đó 
 

1 7 13
t ; ; ; 1 7 13

2 2 2[ }t ;2; ;5; ;8;
2 2 2

t 2;5;8;

 
    

    
 

 

. 

Vậy 
1 7 13

;2; ;5; ;8;
2 2 2

t
 
  
 

 (giây) thì khoảng cách h là 3 m . 

Để khoảng cách  h m  từ vị trí người chơi đu đến vị trí cân bằng là 0 m thì: 

   3cos 2 1 0 3cos 2 1 0
3 3

t t
    

          
 

   

 

cos 2t 1 0 2t 1 k
3 3 2

3
2t 1 k 2t 1 3k

3 2 2

5 5 3
2t 3k t k

2 4 2

  


 


 
       

 

       

     

 

 
5 11 17

 Do 0,k  nên k 0;1;2; ,  khi đó ; ; ;
4 4 4

t t
 

      
 

  
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Vậy 
5 11 17

; ; ;  (giây) 
4 4 4

t
 
  
 

 thì khoảng cách h là 0m 

 

 

D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 

Câu 1:   Nghiệm của phương trình sin 1x   là: 

A. 2
2

x k


   . B. 
2

x k


  . C. x k . D. 2
2

x k


  . 

Lời giải 

Chọn D 

sin 1 2 ,  
2

x x k k


     . 

Câu 2:   Nghiệm của phương trình sin 1x   là: 

A. 
2

x k


   . B. 2
2

x k


   . C. x k . D. 3

2
x k


  . 

Lời giải 

Chọn B 

sin 1 2 ,  
2

x x k k


       . 

Câu 3:   Nghiệm của phương trình 1
sin

2
x  là: 

A. 2
3

x k


  . B. 
6

x k


  . C. x k . D. 2
6

x k


  . 

Lời giải 

Chọn D 

 
2 2

1 6 6
sin sin sin

52 6
2 2

6 6

x k x k

x x k

x k x k

 
 



 
  

 
    

      
     
  

 . 

Câu 4:   Nghiệm của phương trình cos 1x  là: 

A. x k . B. 2
2

x k


  . C. 2x k  . D. 
2

x k


  . 

Lời giải 

Chọn C 

cos 1 2 ,  x x k k    . 
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Câu 5:   Nghiệm của phương trình cos 1x   là: 

A. x k   . B. 2
2

x k


   . C. 2x k   . D. 3

2
x k


  . 

Lời giải 

Chọn C 

cos 1 2 ,  x x k k       . 

Câu 6:   Nghiệm của phương trình 1
cos

2
x   là: 

A. 2
3

x k


   . B. 2
6

x k


   . C. 2
4

x k


   . D. 2
2

x k


   . 

Lời giải 

Chọn A 

1
cos cos cos 2 ,  

2 3 3
x x x k k

 
        . 

Câu 7:   Nghiệm của phương trình 1
cos

2
x    là: 

A. 2
3

x k


   . B. 2
6

x k


   . C. 2
2

3
x k


   . D. 

6
x k


   . 

Lời giải 

Chọn C 

1 2 2
cos cos cos 2 ,  

2 3 3
x x x k k

 
         . 

Câu 8:   Nghiệm của phương trình 3 3tan 0x   là: 

A. 
3

x k


  .
 

B. 2
2

x k


  . C. 
6

x k


   . D. 
2

x k


  . 

Lời giải 

Chọn C 

 
3

3 3 tan 0 tan
3 6

x x x k k


          . 

Câu 9:   Nghiệm của phương trình cot 3 0 x    là: 

A. 2
3

x k


  . B. 
6

x k


  . C. 
6

x k


   . D. 
3

x k


   . 

Lời giải 

Chọn C 
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cot 3 0 x    cot 3
6

x x k k


        . 

Câu 10:   Nghiệm của phương trình 1
sin –

2
x  là: 

A. 
  2

3
x k . B. 



  2

6
x k . C. 

  2
6

x k . D. 
 

5
2

6
x k .

 
Lời giải 

Chọn B
 

   (k Z).

2
1 6

–
72

2
6








 

  




  


x k

sinx

x k

. 

Câu 11:    Tập nghiệm của phương trình sin 2 sinx x  là 

A. π
2π; 2π

3
S k k k
 
   
 

 . B. π 2π
2π;

3 3

k
S k k
 
   
 

 . 

C. π
2π; 2π

3
S k k k
 
    
 

 . D.  2π; π 2πS k k k   . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có sin 2 sinx x
2 2π

2 π 2π

x x k

x x k

 
    

2π

π 2π

3 3

x k

k
x



  


  k . 

Câu 12:    Nghiệm của phương trình 2sin 4 1 0
3

x
 
   

 
 là 

A. 7
; ,

8 2 24 2
x k x k k

   
     . B. 7

2 ; 2 ,
8 24

x k x k k
 

      . 

C. ; 2 ,x k x k k      . D. 7
; ,

8 24
x k x k k

 
      . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có: 

2sin 4 1 0
3

x
 
   

 

1
sin 4

3 2
x

 
   

 

4 2
3 6

5
4 2

3 6

x k

x k

 


 



  

 
   


8 2

7

24 2

k
x

k
k

x

 

 


 

 
  


 . 

Câu 13:    Phương trình sin 2 cosx x  có nghiệm là 

A.  6 3

2
2

k
x

k

x k

 





 


  


 . B.  6 3

2
3

k
x

k

x k

 





 


  


 . 
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C.  
2

6

2
2

x k

k

x k








 


  


 . D.  

2

6 3

2
2

k
x

k

x k

 





 


  


 . 

Lời giải 

Chọn A 

 6 3
sin 2 cos sin 2 sin

2
2

2

k
x

x x x x k

x k

 






  

      
    



 . 

Câu 14:    Giải phương trình 3 tan 2 3 0x  . 

A.  
3 2

x k k
 
   .  B.  

3
x k k


   .  

C.  
6 2

x k k
 
   .  D.  

6
x k k


   . 

Lời giải 

Chọn C 

3 tan 2 3 0 tan 2 3x x    2
3

x k


    
6 2

x k k
 

    . 

Câu 15:    Phương trình 3
cos

2
x    có tập nghiệm là 

A. ;
6

x k k



 
    

 
 . B. 5

2 ;
6

x k k



 
    

 
 . 

C. ;
3

x k k



 
    

 
 . D. 2 ;

3
x k k




 
    

 
 . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 3
cos

2
x  

5
cos cos

6

π
x 

5
2 ,

6

π
x k π k     . 

Câu 16:    Phương trình 2cos 1 0x    có một nghiệm là 

A. 
6

x

 . B. 2

3
x


 . C. 

3
x


 . D. 5

6
x


 . 

Lời giải 
Chọn C 

Phương trình 2cos 1 0x      1
cos

2
x     2

3
x k


   . 

Vậy các nghiệm của phương trình là 2
3

x k


   , k . 
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Câu 17:    Biểu diễn họ nghiệm của phương trình sin 2 1x   trên đường tròn đơn vị ta được bao 
nhiêu điểm? 
A. 1. B. 8 . C. 4 . D. 2 . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có: sin 2 1 2 2
2

x x k


     
4

x k k


     

Do đó khi biểu diễn họ nghiệm của phương trình sin 2 1x   trên đường tròn đơn vị ta được 
2  điểm. 

Câu 18:    Phương trình sin sinx    có nghiệm là 
A.  ,x k x k k          . B.  2 , 2x k x k k         . 

C.  2 , 2x k x k k          . D.  ,x k x k k         . 

Lời giải 

Chọn C 

Câu 19:    Phương trình 2
cos

2
x    có tập nghiệm là 

A. 2 ;
3

x k k



 
    

 
 . B. ;

4
x k k




 
    

 
 . 

C. 3
2 ;

4
x k k




 
    

 
 . D. ;

3
x k k




 
    

 
 . 

Lời giải 

Chọn C 

2
cos

2
x  

3
cos cos

4
x

 
   

 

3
2 ,

4
x k k


     . 

Vậy tập nghiệm của phương trình là 3
2 ;

4
S x k k




 
     
 

 . 

Câu 20:    Tập nghiệm của phương trình 2sin 2 1 0x    là 

A. 7
, ,

12 12
S k k k

 
 

 
     
 

 . B. 7
2 , 2 ,

6 12
S k k k

 
 

 
     
 

 . 

C. 7
2 , 2 ,

12 12
S k k k

 
 

 
     
 

 . D. 7
, ,

6 12
S k k k

 
 

 
     
 

 . 

Lời giải 

Chọn A 
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Ta có: 2sin 2 1 0x  
1

sin 2
2

x   sin 2 sin
6

x
 

   
 

2 2
6

,
7

2 2
6

x k

k

x k








  

 
  


  

12 ,
7

12

x k

k

x k








  

 
  


 . 

Vậy tập nghiệm của phương trình là 7
, ,

12 12
S k k k

 
 

 
     
 

 . 

Câu 21:   Nghiệm của phương trình 2cos 0x   là: 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn A
 

 2cos 0 cos 0
2

x x x k k


       . 

Câu 22:   Với giá trị nào của m  thì phương trình sin 1x m   có nghiệm là: 

A. 0 1m  . B. 0m  . C. 1m  . D. 2 0m   . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có sin 1x m  sin 1x m    

Vì 1 sin 1x   1 1 1m     2 0m    . 

Vậy để phương trình bài ra có nghiệm thì 2 0.m    

Câu 23:   Phương trình lượng giác 3cot 3 0x    có nghiệm là: 

A. 
6

x k


  . B. x
3

k


  . C. x 2
3

k


  . D. Vô nghiệm. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 3
3cot 3 0 cot cot cot ,

3 3 3
x x x x k

 


 
         

 
 .k  

Câu 24:   Phương trình lượng giác 2cos 2 0x    có nghiệm là: 

2
x k


  2

2
x k


   .

4 2
x k

 
  2

2
x k


  
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A. 
2

4

3
2

4

x k

x k








 


  


. B. 

3
2

4

3
2

4

x k

x k








 


  



. C. 

5
2

4

5
2

4

x k

x k








 


  



. D. 
x 2

4

2
4

k

x k








 


  



. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 2 3 3
2cos x 2 0 cos x cos x cos 2 ,

2 4 4
x k

 


  
          

 
 .k  

Câu 25:   Phương trình lượng giác 3 tan 3 0x    có nghiệm là: 

A. x
3

k


  . B. x 2
3

k


   . C. x
6

k


  . D. x
3

k


   . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 3 tan 3 0 tan 3 tan tan ,
3 3

x x x x k
 


 

         
 

 .k  

Câu 26:   Phương trình cos 0x m   vô nghiệm khi m  là: 

A. 
1

1

m

m

 
 

. B. 1m  . C. 1 1m   . D. 1m   . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có cos x 0 cos x .m m     Để phương trình có nghiệm khi và chỉ khi 1 1.m    

Vậy 1m    và 1m   thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 27:    Nghiệm của phương trình sin 2 1x   là. 

A. 
2

2
x k


 

 B. 4
x k


 

 C. 
2

4
x k


 

 D. 2

k
x




 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có: sin 2 1x  2 2
2

x k


  
4

x k


   . 

Câu 28:   Giá trị đặc biệt nào sau đây là đúng 

A. cos 1
2

x x k


    . B. cos 0
2

x x k


    . 

C. cos 1 2
2

x x k


      . D. cos 0 2
2

x x k


    . 

Lời giải 
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Chọn B 

cos 0
2

x x k


    . 

Câu 29:  Phương trình lượng giác: cos3 cos12ox   có nghiệm là: 

A. 2
15

x k


   . B. 2

45 3

k
x

 
   . C. 2

45 3

k
x

 
  . D. 2

45 3

k
x

 
  . 

Lời giải 

Chọn B 

cos3 cos12ox  cos3 cos
15

x


  3 2
15

x k


   
2

45 3

k
x

 
    . 

Câu 30:  Giải phương trình lượng giác: 2cos 3 0
2

x
   có nghiệm là: 

A. 5
2

3
x k


   . B. 5

2
6

x k


   . C. 5
4

6
x k


   . D. 5

4
3

x k


   . 

Lời giải 

Chọn D 
3

2cos 3 0 cos
2 2 2

x x
      

5 5
2 4

2 6 3

x
k x k

 
         . 

Câu 31:  Nghiệm đặc biệt nào sau đây là sai 

A. sin 1 2
2

x x k


      . B. sin 0x x k   . 

C. sin 0 2x x k    .  D. sin 1 2
2

x x k


    . 

Lời giải 

Chọn C 

sin 0x x k   . 

Câu 32:  Phương trình lượng giác: 3.tan 3 0x    có nghiệm là: 

A. 
3

x k


  . B. 2
3

x k


   . C. 
6

x k


  . D. 
3

x k


   . 

Lời giải 

Chọn D 

3.tan 3 0 tan 3 .
3

x x x k


          

Câu 33:    Trong các phương trình sau phương trình nào vô nghiệm? 
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A. tan 2018x   B. sin x   C. 2017
cos

2018
x   D. sin cos 2x x   

Lời giải 

Chọn B 
* tan 2018x  arctan 2018x k   ,  k . 

* sin x   . 

* 2017
cos

2018
x 

2017
arccos 2

2018
x k     ,  k . 

* sin cos 2x x  sin 1
4

x
 

   
 

2
4

x k


   ,  k . 

Câu 34:    Tập nghiệm của phương trình sin sin 30x    là 
A.  30 2 |S k k     150 2 |k k  . 

B.  30 2 |S k k    . 

C.  30 360 |S k k     . 

D.  30 360 |S k       150 360 | k    . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có sin sin 30x   
30 360

180 30 360

x k

x k

  
     

30 360

150 360

x k

x k

  
    

 k . 

Câu 35:    Phương trình cos 1x   có nghiệm là 

A. 2x k  . B. 
2

x k


  . C. x k . D. 2
2

x k


  . 

Lời giải 

Chọn A 

Phương trình cos 1x   2x k  , k . 

Câu 36:   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình sin x m  có nghiệm. 
A. 1m  . B. 1m   . C. 1 1m   . D. 1m   . 

Lời giải 
Chọn C 

Với mọi x , ta luôn có 1 sin 1x   . 
Do đó, phương trình sin x m  có nghiệm khi và chỉ khi 1 1m   . 

Câu 37:   Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình cos 0x m   vô nghiệm. 
A.    ; 1 1;m     . B.  1;m  . 

C.  1;1m  .  D.  ; 1m   . 
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Lời giải 
Chọn A 

Áp dụng điều kiện có nghiệm của phương trình cos x a . 

� Phương trình có nghiệm khi 1a  . 

� Phương trình vô nghiệm khi 1a  . 

Phương trình cos 0 cosx m x m    . 

Do đó, phương trình cos x m  vô nghiệm 
1

1
1

m
m

m

 
    

. 

Câu 38:    Nghiệm của phương trình sin 1x   là 

A. 
2

k


  , k . B. 
2

k


 , k . C. 2
2

k


  , k . D. 2
2

k


 , k . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có sin 1x  2
2

x k


   , k . 

Câu 39:    Tổng tất cả các nghiệm của phương trình  cos sin 1x   trên  0;2  bằng: 

A. 0 . B.  . C. 2 . D. 3 . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có  0;2x    sin 1;1x    

Khi đó:  cos sin 1 sin 2x x k      k   với 1 2 1 0k k     . 

Phương trình trở thành 
0

sin 0
x

x x m
x





     

  m  . 

Vậy tổng tất cả các nghiệm của phương trình  cos sin 1x   trên  0;2  bằng  . 
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BÀI TẬP CUỐI CHƯƠNG 1 

PHẦN 1: GIẢI BÀI TẬP SÁCH GIÁO KHOA 

Bài 1. Hàm số siny x  đồng biến trên khoảng: 

A.  0; . B. 
3

;
2 2

  
  
 

.  

C. ;
2 2

  
 
 

. D.  ;0 . 

Lời giải 

Chọn  C 

Cách 1. Dựa vào đồ thị hàm số: 

Đồ thị hàm số y sinx (hình vẽ): 

 

 

 

 

Quan sát đồ thị trên, ta thấy hàm số siny x  đồng biến trên khoảng ;
2 2

  
 
 

 

Cách 2. Dùng tính chất của hàm số siny x  : 

Hàm số y sinx  đồng biến trên mỗi khoảng 2 ; 2
2 2

k k
 

 
 
   
 

 với k Z . 

Do đó, hàm số siny x  đồng biến trên khoảng ;
2 2

  
 
 

 

Bài 2. Hàm số nghịch biến trên khoảng  ;2   là: 

A. siny x . B. cosy x . C. tany x . D. coty x . 

Lời giải 

Chọn D 

Cách 1. Dùng đồ thị hàm số: 

Xét đồ thị hàm số y = sinx: 

 

 

 

 

Xét đồ thị hàm số y = cosx: 
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Xét đồ thị hàm số y = tanx: 

 
Xét đồ thị hàm số y = cotx: 

 
Quan sát các đồ thị trên, ta thấy hàm số y   cotx nghịch biến trên khoảng (π; 2 ) . 

Cách 2. Dùng tính chất của hàm số lượng giác: 
Do    ;2 0 ;        

Mà hàm số coty x  nghịch biến trên mỗi khoảng  ;k k    với k Z . 

Do đó hàm số y   cotx nghịch biến trên khoảng ( ; 2 )  . 

Bài 3. Nếu    tan 3, tan 3a b a b     thì tan 2a  bằng: 

A. 0 . B. 3

5
.  

C. 1 . D. 3

4
  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có: 

   tan2a tan a b a b       

   
   

 
 

tan tan 3 3
0

1 tan tan 1 3 3

a b a b

a b a b

    
  
     
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Bài 4. Nếu 1
cos

4
a   thì cos2a bằng: 

A. 7

8
.  B. 7

8
 .   

C. 15

16
.  D. 15

16
  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 
2

2 1 1 7
cos2 2cos 1 2 1 2 1

4 16 8
a a

 
          

 
. 

Bài 5. Nếu 3
cos

5
a   và 4

cos
5

b    thì    cos cosa b a b   bằng: 

A. 0 .  B. 2.   

C. 4.  D. 5 

Lời giải 

Áp dụng công thức biến đổi tích thành tổng, ta có: 

       

 

1
cos cos cos cos

2

1
cos2 cos2

2

a b a b a b a b a b a b

a b

           

 

 

Ta lại có: 
2

2

2

2

3 9 7
cos2 2cos 1 2 1 2 1

5 25 25

4 16 7
cos2 2cos 1 2 1 2 1

5 25 25

a a

b b

 
          

 

 
          

 

 

Do đó      
1 1 7 7

cos cos cos2 cos2 0
2 2 25 25

a b a b a b
 

         
 

 

Bài 6. Nếu 
2

sin
3

a   thì sin sin
4 4

a a
    
     

   
 bằng: 

A. 2

3
.  B. 1

3
.   

C. 2

3
 .  D. 1

3
 . 

Lời giải 

Chọn C 

Áp dụng công thức biến đổi tổng thành tích, ta có: 
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4 4 4 4sin sin 2sin cos
4 4 2 2

2 2 2
2sin cos 2 .

4 3 2 3

a a a a
a a

a

   
 



   
           

          
       

   

 
        

 

 

Bài 7. Số nghiệm của phương trình cos 0x   trên đoạn  0;10  là: 

A. 5 .  B. 9 .   

C. 10 . D. 11 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có đồ thị hàm số  

 
Quan sát đồ thị ta thấy đồ thị hàm số y   cosx cắt trục hoành tại 10 điểm A, B, C, ..., K 

trên đoạn  0;  10 .  

Vậy phương trình cosx 0  có 10 nghiệm trên đoạn  0;  10 .  

Bài 8. Số nghiệm của phương trình sin 0x   trên đoạn  0;10  là: 

A. 10 .  B. 6 .  

C. 5 . D. 11 . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có đồ thị hàm số  

 
Quan sát đồ thị ta thấy đồ thị hàm số y sinx  cắt trục hoành tại 11 điểm A O, B, C, ..., 

M trên đoạn 0;  10 .[ ]  

Vậy phương trình sin 0x   có 11 nghiệm trên đoạn 0;  10 .[ ]  

Bài 9. Phương trình cot 1x    có nghiệm là: 

A.  
4

k k


    . B.  
4

k k


  . 

C.  2
4

k k


   D.  2
4

k k


   . 

Lời giải 
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Chọn A 

 

Ta có: cot 1

.
4

x

x k k




 

    
 

Bài 10. Số nghiệm của phương trình 2
sin

4 2
x

 
  

 
 trên đoạn  0;  là: 

A. 4 . B. 1 .  

C. 2 . D. 3 . 

Lời giải 

Chọn C 

Đặt 
4

x


  . Khi đó ta có phương trình 
2

sin
2

  . 

 

 

Xét đường thẳng 
2

y
2

  và đồ thị hàm số y sina  trên đoạn  0;  : 

 

Từ đồ thị hàm số trên ta thấy đường thẳng 
2

y
2

  cắt đồ thị số y   sina trên đoạn [0; π] tại 

hai điểm có hoành độ lần lượt là 
1

4


   và 

2

3

4


  . 

Mà x
4


  , khi đó ta sẽ tìm được 2 giá trị x là 1x 0  và 2

2
x


 . 

Bài 11. Vẽ đồ thị hàm số cosy x  trên đoạn 5 5
;

2 2

  
  

 rồi xác định số nghiệm của phương 

trình 3cosx  2 = 0 trên đoạn đó. 

Lời giải 
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5 5
3cos 2 0 trên  ;  có 4 nghiem 

2 2
x

  
    

 

Bài 12. Giải các phương trình sau: 

a) 3
sin 2

6 2
x

 
   

 
 

b) 3 1
cos

2 4 2

x  
  

 
 

c) sin 3 cos5 0x x   

d) 2 1
cos

4
x   

e) sin 3 cos 0x x   

f) sin cos 0x x   

Lời giải 

a) 

3
sin 2

6 2

2 2
6 3

sin 2 sin ( )
6 3

2 2
6 3

2 2
6 12

( ) ( )
33

2 2
42

x

x k

x k

x k

x k x k

k k

x kx k



 


 

 
 

 
 




 
   

 


      

        
        



 
      

    
    
 



 

 

b) 

3 1 3
cos cos cos

2 4 2 2 4 3

3 4
2

2 4 3 18 3
( ) ( )

3 7 4
2

2 4 3 1 3

 

8

x x

x k
k x

k k
x k

k x

  

   


   


   
       

   

 
     

    
      

  

 

 

c) 

sin 3 cos5 0 sin 3 cos5 cos5 cos 3
2

5 3 2 8 2
2 16 42

5 3 2 2 2
2 2 4

x x x x x x

k
x x k xx k

x x k x k x k



   

  
  

 
       

 

       
   

               

 

d) 
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2

2
1 3

cos coscos
1 32cos 2

1 24 3
cos cos cos

22 3
2

3

2

  

2
3

 

x k

xx

x x k

x x

x k

x k



















  


 
      
        

   


 

e) 

1 3
sin 3 cos 0 sin cos 0 cos sin sin cos 0

2 2 3 3

sin 0 sin sin 0 ; ;
3 3 3

   
3

x x x x x x

x x x k k Z x k k Z

 

   
 

         

   
                

   

 

f) 

 

2 2
sin cos 0 sin cos 0 cos sin sin cos 0

2 2 4 4

sin 0 sin sin 0 ; ;
4 4 4

 
4

x x x x x x

x x x k k Z x k k Z

 

   
 

         

   
                 

   

 

Bài 13. Hằng ngày, mực nước của một con kênh lên xuống theo thủy triều. Độ sâu h  (m) của 
mực nước trong kênh tính theo thời gian t (giờ) trong một ngày (0 24)t   cho bởi công thức 

3cos 1 12
6

t
h

 
   

 
. Tìm t để độ sâu của mực nước là 

a) 15 m  

b) 9 m  

c) 10,5 m 

Lời giải 

+) Độ sâu của mực nước là 15 m  thì h = 15 . 

Khi đó 

6( 2 1)
15 3cos 1 12 cos 1 1 cos 1 cos 0 1 2 ;  

6 6 6 6

6( 2 1)
Vì 0 24 nên 0 24 0 2

t t t t k
n k t k Z

k
t k

    








     
                   

     


      

 

Lại do 6(2 1) 6(4 1)
{1;2} ;k Z k t

 

 

  
     

 
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+) Độ sâu của mực nước là $9 m$ thì 9h  . 

Khi đó 

9 3cos 1 12 cos 1 1 cos 1 cos
6 6 6

6( 2 1)
1 2 ;  

6

6( 2 1)
Vì 0 24 nên 24 0 1

t t t

t k
k t k Z

k
t k

  


  
 


 



     
              

     

 
      

 
      

 

Lại do 6(3 1)
1k Z k t






      

+) Độ sâu của mực nước là 10,5m thì h 10,5.  

Khi đó 

1
10,5 3cos 1 12 cos 1

6 6 2

2
6 2 1

2 3
1 2 ;

2 6 3
cos 1 cos

26 3 2
1 2 6 2 1

6 3 3
;

t t

k
t

k t k Z
t

t
k k

t k Z

 




 


  
  

 



   
         

   

  
                                



 

2 2
6 2 1 6 2 1

3 3
Vi ; Vì 0 24 nên 0 24 0 2

k k

t k Z t k

 
 

 

   
      

             

Lại do 

2 8 14
6 1 6 1 6 1

3 3 3
{0;1;2} ; ;k Z k t

  

  

      
                   

 
  

 

Với 

2
6 2 1

3
;

k

t k Z






 
   
    

Vì 0 24t   nên 

2
6 2 1

3
0 24 0 2

k

k






 
   
       

Lại do 

2 4 10
6 1 6 1 6 1

3 3 3
{1;2} ; ;k Z k t

  

  

      
                    

 
  

 

Bài 14. Một cây cầu có dạng cung OA của đồ thị hàm số 4,8sin
9

x
y   và được mô tả trong 

hệ trục tọa độ với đơn vị trục là mét như ở Hình 40. 
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a) Giả sử chiều rộng của con sông là độ dài đoạn thẳng OA. Tìm chiều rộng đó (Làm tròn kết 
quả đến hàng phần mười) 

b) Một sà lan chở khối hàng hóa được xếp thành hình hộp chữ nhật với độ cao 3,6m so với 
mực nước sông sao cho sà lan có thể đi qua được gầm cầu. Chứng minh rằng chiều rộng của 
khối hàng hóa đó phải nhỏ hơn 13,1m. 

 
c) Một sà lan khác cũng chở khối hàng hóa được xếp thành hình hộp chữ nhật với chiều rộng 
của khối hàng hóa đó là 9 m  sao cho sà lan có thể đi qua được gầm cầu. Chứng minh rằng 
chiều cao của khối hàng hóa đó phải nhỏ hơn 4,3m 

Lời giải 

 

PHẦN 2: BÀI TẬP THÊM 

PHẦN 1: TRẮC NGHIỆM 

Câu 1: Cung có số đo 250  thì có số đo theo đơn vị là radian là 

A. 25

12

 . B. 25

18

 . C. 25

9

 . D. 35

18

 . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: 25
250 .250

180 18

 
   . 

Câu 2: Nếu một cung tròn có số đo bằng radian là 5

4

  thì số đo bằng độ của cung tròn đó là 

A. 172 . B. 15 . C. 225 . D. 5 . 
Lời giải 

Chọn C 
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Ta có 180 180 5
. . 225

4
a




 

 
     . 

Câu 3: Một cung tròn có độ dài bằng bán kính. Khi đó số đo bằng rađian của cung tròn đó là 
A. 1. B.  . C. 2 . D. 3. 

Lời giải 
Chọn A 
Theo định nghĩa 1 rađian là số đo của cung có độ dài bằng bán kính. 

Câu 4: Trên đường tròn bán kính bằng 4 , cung có số đo 
8

  thì có độ dài là 

A. 
4

 . B. 
3

 . C. 
16

 . D. 
2

 . 

Lời giải 
Chọn D 
Cung có số đo   rad của đường tròn bán kính R  có độ dài .l R . 

Vậy 
8


  ; 4R   thì .l R 

2

 . 

Câu 5: Trên đường tròn bán kính 6R  , cung 60  có độ dài bằng bao nhiêu? 

A. 
2

l

 . B. 4l  . C. 2l  . D. l  . 

Lời giải 
Chọn C 

60
3


  rad. 

Ta có: cung có số đo   rad của đường tròn có bán kính R  có độ dài l R . 

Do đó cung 60  có độ dài bằng 6.
3

l


 2 . 

Câu 6: Trên đường tròn lượng giác, điểm M  thỏa mãn  , 500Ox OM    thì nằm ở góc phần tư 

thứ 
A. I . B. II . C. III . D. IV. 

Lời giải 
Chọn B 
Điểm M  thỏa mãn  , 500Ox OM    thì nằm ở góc phần tư thứ II  vì 

 500 360 140 90 ;180      . 

Câu 7: Bánh xe của người đi xe đạp quay được 2  vòng trong 5  giây. Hỏi trong 1 giây, bánh xe 
quay được một góc bao nhiêu độ? 
A. 144 . B. 288 . C. 36 . D. 72 . 

Lời giải 
Chọn A 
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Ta có: trong 5  giây quay được 2 360 720    . 

Vậy trong 1 giây quay được: 720
144

5


  . 

Câu 8: Cho góc   thỏa mãn 5
2

2


   . Khẳng định nào sau đây sai? 

A. tan 0  . B. cot 0  . C. sin 0  . D. cos 0  . 
Lời giải 

Chọn A 

Với 5
2

2


    ta có sin 0  , cos 0  , tan 0  , cot 0  . 

Câu 9: Cho biết 1
tan

2
  . Tính cot . 

A. 1
cot

2
  . B. cot 2  . C. cot 2  . D. 1

cot
4

  . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có 1
tan .cot 1 cot 2

tan
  


    . 

Câu 10: Tìm khẳng định sai trong các khẳng định sau đây? 
A. tan 45° tan 60° . B. cos45 sin 45°  . C. sin 60° sin80° . D. cos35 cos10   . 

Lời giải 
Chọn D 
Khi  0°;90°   hàm cos  là hàm giảm nên cos35 cos10    suy ra D sai. 

Câu 11: Cho 1
sin

3
a   với 

2
a


  . Tính cosa . 

A. 2 2
cos

3
a  . B. 2 2

cos
3

a   . C. 8
cos

9
a  . D. 8

cos
9

a   . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có 2 2 2 2 8 2 2
sin cos 1 cos 1 sin cos

9 3
a a a a a         . 

Vì 
2

a


   nên 2 2
cos

3
a   . 

Câu 12: Cho 3
sin

5
  và (90 180    ). Tính cos . 

A. 5
cos

4
  . B. 4

cos
5

  . C. 4
cos

5
 . D. 5

cos
4
 . 

Lời giải 
Chọn B 
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+ Ta có: 2 2sin cos 1   2cos  21 sin  
2

3
1

5

 
   
 

16

25


4
cos

5
   . 

+ Mặt khác 90 180     nên cos 0 . 

+ Vậy 4
cos

5
  . 

Câu 13: Với mọi góc a  và số nguyên k , chọn đẳng thức sai? 
A.  sin 2 sina k a  .  B.  cos cosa k a  . 

C.  tan tana k a  .  D.  cot cota k a  . 

Lời giải 
Chọn B 

Câu 14: Chọn khẳng định đúng? 
A.  tan tan    .  B.  sin sin     . 

C.  cot cot    .  D.  cos cos     . 

Lời giải 
Chọn D 
 tan tan     sai vì  tan tan     ;  sin sin     sai vì  sin sin    ;

 cot cot     sai vì  cot cot     . 

Câu 15: Biểu thức 2 2 2cos 10° cos 20° ... cos 180°A      có giá trị bằng 
A. 9A  . B. 3A  . C. 12A . D. 6A . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có    2 2cos 90 sin cos 90 sin         . 

Suy ra 2 2 2cos 10° cos 20° ... cos 180°A    

   2 2 2 2cos 10 sin 10 ... cos 90 sin 90         

1 ... 1 9A     . 

Câu 16: Trong tam giác ABC , đẳng thức nào dưới đây luôn đúng? 
A.  sin cosA B C  .  B. cos sinA B . 

C. tan cot
2

A B
 

  
 

.  D. cos sin
2 2

A B C
 . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có cos cos sin
2 2 2 2

A B C C  
   

 
. 

Câu 17: Cho A , B , C  là 3 góc của một tam giác. Đặt  cos 2M A B C    thì: 

A. cosM A  . B. cosM A . C. sinM A . D. sinM A  . 
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Lời giải 

Chọn A 
Ta có A , B , C  là 3 góc của một tam giác 180 2 180A B C A B C A         

. 

Từ đó ta có  cos 2M A B C    cos 180M A    cosM A   . 

Vậy cosM A  . 

Câu 18: Biểu thức sin
6

a
 
 

 
 được viết lại 

A. 1
sin sin

6 2
a a

 
   

 
. B. 1 3

sin sin - cos
6 2 2

a a a
 
  

 
. 

C. 3 1
sin sin - cos

6 2 2
a a a

 
  

 
. D. 3 1

sin sin cos
6 2 2

a a a
 
   

 
. 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có sin
6

a
 
 

 
sin .cos cosa.sin

6 6
a

 
   1 3

cosa + sin
2 2

a . 

Câu 19: Khẳng định nào dưới đây sai? 
A. cos2 2cos 1a a  .  B. 22 sin 1 cos 2a a  . 
C.  sin sin cos sin cosa b a b b a   . D. sin 2 2sin cosa a a . 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có: 2cos 2 2 cos 1a a   nên A sai. 
Và: 2cos 2 1 2sin 2sin 1 cos 2a a a a      nên B đúng. 
Các đáp án C và D hiển nhiên đúng. 

Câu 20: Cho 3
sin

4
  . Khi đó, cos 2  bằng 

A. 1

8
 . B. 7

4
. C. 7

4
 . D. 1

8
. 

Lời giải 
Chọn A 

2

2 3 1
cos 2 1 2sin 1 2.

4 8
 

 
      

 
. 

Câu 21: Biểu thức sin10 sin 20

cos10 cos20

  

  
 bằng 

A. tan10 tan 20  . B. tan30 . C. cot10 cot 20  . D. tan15 . 
Lời giải 
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Chọn D 
0 0

0 0

sin10 sin 20

cos10 cos 20





0 0
0

0 0

2sin15 cos5
tan15

2cos15 cos5
  . 

Câu 22: Tập xác định của hàm số tan 2
3

y x
 

  
 

 là: 

A. 5
\

12 2
k

  
 

 
 , k . B. 5

\
12

k



 
 

 
 , k . 

C. 5
\

6 2
k

  
 

 
 , k . D. 5

\
6

k



 
 

 
 , k . 

Lời giải 

Chọn A 

Hàm số đã cho xác định khi cos 2 0
3

x
 
  

 
2

3 2
x k

 
   

5

12 2
x k

 
   , k . 

Vậy TXĐ: 5
\

12 2
D k

  
  

 
 , k . 

Câu 23: Hàm số sin 2y x  có chu kỳ là 

A. 2T  . B. 
2

T

 . C. T  . D. 4T  . 

Lời giải 
Chọn C 
Hàm số sin 2y x  tuần hoàn với chu kỳ 2T   nên hàm số sin 2y x  tuần hoàn với 
chu kỳ T  . 

Câu 24: Khẳng định nào dưới đây là sai? 
A. Hàm số cosy x  là hàm số lẻ. B. Hàm số coty x  là hàm số lẻ. 

C. Hàm số siny x  là hàm số lẻ. D. Hàm số tany x  là hàm số lẻ. 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có các kết quả sau: 
+ Hàm số cosy x  là hàm số chẵn. 
+ Hàm số coty x  là hàm số lẻ. 
+ Hàm số siny x  là hàm số lẻ. 
+ Hàm số tany x  là hàm số lẻ. 

Câu 25: Phương trình lượng giác 2cot 3 0x    có nghiệm là: 

A. 
2

6

2
6

x k

x k








 


  



.  B. 3
x arccot

2
k  . 
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C. x
6

k


  .  D. x
3

k


  . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 3 3
2cot x 3 0 cot x arccot ,

2 2
x k

 
        

 
 .k  

Câu 26: Phương trình nào dưới đây vô nghiệm: 
A. sin 3 0.x    B. 22cos cos 1 0.x x   . 
C. tan 3 0.x    D. 3sin 2 0.x    

Lời giải 
Chọn A 

Ta có 1 s inx 1    nên đáp án A là đáp án cần tìm vì s inx 3  . 

Câu 27: Cho hai phương trình cos3 1 0x   ; 1
cos 2

2
x   . Tập các nghiệm của phương trình đồng 

thời là nghiệm của phương trình là 

A. 2
3

x k


  , k .  B. 2x k  , k . 

C. 2
3

x k


   , k   D. 2
2

3
x k


   , k . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có cos3 1 0x   cos3 1x 
2

3
x k


  , k . 

1
cos 2

2
x  

2
2 2

3
x k


   

3
x k


    , k . 

Biểu diễn các nghiệm trên đường tròn lượng giác ta có tập các nghiệm của phương 

trình đồng thời là nghiệm của phương trình là 2

3
x k


   , k . 

Câu 28: Tìm số đo ba góc của một tam giác cân biết rằng có số đo của một góc là nghiệm của 

phương trình 1
cos 2

2
x   . 

A. 2
, ,

3 6 6

   
 
 

.  B. , ,
3 3 3

   
 
 

; 2
, ,

3 6 6

   
 
 

. 

C. , ,
3 3 3

   
 
 

; , ,
4 4 2

   
 
 

. D. , ,
3 3 3

   
 
 

. 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có: 1 2
cos 2 2 2

2 3 3
x x k x k

 
           ,  k . 
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Do số đo một góc là nghiệm nên 
3

x

  hoặc 2

3
x


  thỏa mãn. 

Vậy tam giác có số đo ba góc là: , ,
3 3 3

   
 
 

 hoặc 2
, ,

3 6 6

   
 
 

. 

Câu 29: Phương trình 2 cos 2 0x    có tất cả các nghiệm là 

A. 

3
2

4 ,
3

2
4

x k

k

x k








 


   


 . B. 
2

4 ,

2
4

x k

k

x k








 


   


 . 

C. 
2

4 ,
3

2
4

x k

k

x k








 


  


 . D. 

7
2

4 ,
7

2
4

x k

k

x k








 


   


 . 

Lời giải 

Chọn B 

2 cos 2 0x    2
cos

2
x   

2
4 ,

2
4

x k

k

x k








 

 
   


 . 

Câu 30: Phương trình 2sin 3 0x   có các nghiệm là 

A. 
2

3

2
3

x k

x k








 


   


, k . B. 3

3

x k

x k








 


   


, k . 

C. 
2

3

2
2

3

x k

x k








 


  


, k . D. 3

2

3

x k

x k








 


  


, k . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 
2

3 3
2sin 3 0 sin sin

22 3
2

3

x k

x x

x k










  

       
    



, k . 

Câu 31: Tìm tất cả các nghiệm của phương trình sin 1
6

x
 
  

 
. 

A. 
3

x k


   k .  B. 2
6

x k


    k . 
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C. 2
3

x k


   k .  D. 5
2

6
x k


 

 k . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có sin 1
6

x
 
  

 
2

6 2
x k

 
    2

3
x k


    k . 

PHẦN 2: TỰ LUẬN 

Câu 32: Rút gọn biểu thức    22017
sin 2sin cos 2019 cos2

2
S x x x x


 

 
       

 
 

Hướng dẫn giải 

   22017
sin 2sin cos 2019 cos 2

2
S x x x x


 

 
       

 

2sin 2sin cos cos 2
2

x x x x
 

     
 

cos 1 cos2 cos cos2 1x x x x      . 

Câu 33: Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 4 7sin cosx x  
Hướng dẫn giải 

Vì 1 cos 1x   , ta có: 4 7 4 4 21
sin cos sin cos 1 sin 2 1

2
x x x x x      . 

Vậy giá trị lớn nhất của biểu thức 4 7sin cosx x  là 1. 

Câu 34: Nếu   là góc nhọn và 1
sin

2 2

x

x

 
  thì tan  bằng bao nhiêu? 

Hướng dẫn giải 

Ta có: 00 90  00 45
2


  

2
0 sin

2 2


  

1 2
0

2 2

x

x


   0x   

2 2sin cos 1
2 2

 
  2cos 1 sin

2 2

 
   , vì 00 45

2


   

1
cos

2 2

x

x

 
 

1
tan

2 1

x

x

 
 


 

2

2

1
22 tan

12tan 1
1

1 tan 1
2 1

x

x x
x

x








   


 


. 

Câu 35: Chứng minh biểu thức 2 2 2 2sin . tan 4sin tan 3cosx x x x x    không phụ thuộc vào x  
Hướng dẫn giải 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2sin . tan 4sin tan 3cos sin 1 tan 4sin 3cosx x x x x x x x x       . 

 2 2 2 2 2 2 2cos . tan 4sin 3cos sin 4sin 3 1 sin 3x x x x x x x          . 
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Câu 36:  Cho các góc  ,   thỏa mãn 2




,   , 
1

sin
3

 
, 

2
cos

3
  

. Tính  sin   . 

Hướng dẫn giải 

Do 
2


 ,  

cos 0

sin 0






 


. 

Ta có 2 1 2 2
cos 1 sin 1

9 3
         . 2 4 5

sin 1 cos 1
9 3

      . 

Suy ra  
1 2 2 2 5 2 2 10

sin sin .cos cos .sin . .
3 3 3 3 9

     
   

               
. 

Vậy  
2 2 10

sin
9

 


   . 

Câu 37:  Với giá trị nào của n  thì đẳng thức sau luôn đúng 1 1 1 1 1 1
cos cos

2 2 2 2 2 2

x
x

n
    , 

0
2

x


  . 

Hướng dẫn giải 

Vì 0
2

x


   nên cos 0
x

n
 , *n   

1 1 1 1 1 1
cos

2 2 2 2 2 2
x  

1 1 1 1
cos

2 2 2 2 2

x
  

1 1
cos cos

2 2 4 8

x x
    

Vậy 8n  . 

Câu 38:  Cho ABC  có các cạnh BC a , AC b , AB c  thỏa mãn hệ thức 1 cos 2

1 cos 2

B a c

B a c

 


 
. 

Hãy nhận dạng ABC . 
Hướng dẫn giải 

Gọi R  là bán kính đường tròn ngoại tiếp ABC . Ta có: 
1 cos 2

1 cos 2

 


 

B a c

B a c

1 cos 2.2 sin 2 sin

1 cos 2.2 sin 2 sin

 
 
 

B R A R C

B R A R C

1 cos 2sin sin

1 cos 2sin sin

 
 
 

B A C

B A C

2sin 2sin cos sin sin cos 2sin 2sin cos sin sin cos       A A B C C B A A B C C B  
4sin cos 2sin A B C  

2 2 2

4. . 2.
2 2 2

 
 

a a c b c

R ac R
 

2 2 2 2   a c b c  
 a b . 
Vậy ABC  cân tại C . 

Câu 39: Số nghiệm của phương trình  0 3
sin 2 40

2
x    với 0 0180 180x    là bao nhiêu 

Lời giải 
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Ta có : 

   0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

3
sin 2 40 sin 2 40 sin 60

2

2 40 60 360 2 100 360 50 180

2 40 180 60 360 2 160 360 80 180

x x

x k x k x k

x k x k x k

    

        
    

           

 

� Xét nghiệm 
0 050 180x k  . 

Ta có : 0 0 0 0 0 0 23 13
180 180 180 50 180 180

18 18
x k k            . 

Vì k  nên 
0

0

1 130

0 50

k x

k x

     

  

. 

� Xét nghiệm 
0 080 180x k  . 

Ta có : 0 0 0 0 0 0 13 5
180 180 180 80 180 180

9 9
x k k            . 

Vì k  nên 
0

0

1 100

0 80

k x

k x

     

  

. 

Vậy có tất cả 4 nghiệm thỏa mãn bài toán.  
Cách 2  CASIO . 

Ta có : 0 0 0 0180 180 360 360x x       . 
Chuyển máy về chế độ DEG , dùng chức năng TABLE  nhập hàm 

   
3

sin 2 40
2

f X X   với các thiết lập 360Start   , 360END  , 40STEP  . 

Quan sát bảng giá trị của  f X  ta suy ra phương trình đã cho có 4 nghiệm. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


