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Các em học sinh thân mến! 
     Trong kỳ thi học sinh giỏi môn Toán cấp tỉnh và cấp quốc gia, bài toán tìm giới hạn của dãy số và các bài toán liên quan đến dãy số thường xuyên xuất hiện và là một trong những bài toán cơ bản của đề thi. Việc tạo cho học sinh một cách nhìn tổng quát cho bài toán tìm giới hạn của dãy số là rất quan trọng, từ đó giúp các em có tư duy rộng hơn trong việc đánh giá tính chất của một dãy số, và lựa chọn phương pháp thích hợp nhất để tìm giới hạn của một dãy số. Dĩ nhiên mỗi phương pháp có ưu thế riêng cho việc giải quyết một lớp các dãy số cụ thể, cũng có những dãy số có thể giải bằng nhiều cách khác nhau. Ớ đây, trong chuyên đề này, tác giả muốn đưa ra một số phương pháp cơ bản để nhận dạng và tìm giới hạn của dãy số, bên cạnh đó nhấn mạnh đến cách nhìn tổng quát, liệu có thể giải bài toán theo nhiều cách hay không? Và có thể tổng quát để tạo ra các dãy số mới tương tự như thế nào? 

Chúc các em học tốt!
Bình Định, mùa xuân 2021
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Một số PHƯƠNG PHÁP TÌM GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ.

     Như trên đã nói, trong kỳ thi học sinh giỏi môn Toán cấp tỉnh và cấp quốc gia, bài toán tìm giới hạn của dãy số thường xuyên xuất hiện và là một trong những bài toán cơ bản của đề thi. Với mục đích của chuyên đề là có cách nhìn tổng quan về bài toán tìm giới hạn của dãy số, ta xét một vài ví dụ mở đầu sau đây. 
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Cách giải 1: (Nhóm tác giả Trần Nam Dũng, Lê Phúc Lữ, Võ Quốc Bá Cẩn,…)
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Cách giải 2: (Cách giải của tác giả)
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Cách giải 3: (Cách giải khác của tác giả)
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Hệ trên có nghiệm duy nhất 
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BÀI TOÁN 2. (Trích đề thi VMO 2007) Cho số thực 
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Cách giải 1: (Tham khảo tài liệu của tác giả Nguyễn Tài Chung)
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Cách giải 2:
+ Trước hết giới hạn của dãy số phải thuộc khoảng 
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     Như vậy, việc đánh giá một dãy số để từ đó định hướng được cách tìm giới hạn như thế nào cho hợp lý và hiệu quả nhất là một vấn đề rất cần thiết cho cả người dạy và người học, đặc biệt là đối với một vấn đề còn khó so với mặt bằng chung của các trường không chuyên.
I. Sử dụng Định lý Weierstrass để tìm giới hạn dãy số

1. Cơ sở lý thuyết
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     Bài tập 2. Cho dãy số 
[image: image332.wmf]()(0,1,...)

n

un

=

 được xác định như sau: 
[image: image333.wmf]01

1

uu

==

 và


[image: image334.wmf]11

,1,2,...

nnn

uuun

+-

=+=

 Chứng minh rằng dãy đã cho có giới hạn và tìm giới hạn đó.
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     Bài tập 3. (VMO – 2005) Xét dãy số thực 
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     Bài tập 4. (VMO – 1998) Cho dãy số 
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 Chứng minh rằng dãy số trên có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.

     Bài tập 5. (Trích đề thi Đề nghị Olympic 30/04/2012) Cho 
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II. Phương pháp so sánh dãy số
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Từ đó ta thu được bất đẳng thức 
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Ví dụ 3. (Trích đề thi HSG môn toán lớp 12 của tỉnh Gia Lai năm 1996) Cho dãy số 
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 Chứng minh dãy đã cho có giới hạn và tìm giới hạn đó.

Lời giải
     Nhận xét: Nếu tồn tại giới hạn của dãy 
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Như vậy, việc còn lại ta phải khẳng định một trong hai giá trị 
[image: image447.wmf]13

a

=+

 hoặc 
[image: image448.wmf]13

a

=-

 sẽ là giới hạn của dãy số 
[image: image449.wmf](

)

n

x

. 

Bằng phương pháp quy nạp ta dễ dàng chứng minh được 
[image: image450.wmf]10

n

x

-<<

,
[image: image451.wmf]2,3...

n

"=

 Nếu lim
[image: image452.wmf]n

xa

=

 thì từ 
[image: image453.wmf]2

1

1,1,2...

2

n

n

x

xn

+

=-"=

 cho 
[image: image454.wmf]n

®+¥

 ta được 
[image: image455.wmf]2

2

13

1220

2

13

a

a

aaa

a

é

=-

=-Û--=Û

ê

=+

ê

ë

 .

Mà 
[image: image456.wmf]10

n

x

-<<

,
[image: image457.wmf]2,3...

n

"=

 nên 
[image: image458.wmf]10

a

-££

. Do đó 
[image: image459.wmf]13

a

=-

. Tiếp theo ta chứng minh lim
[image: image460.wmf]13

n

xa

==-

. Ta có 
[image: image461.wmf]2

2

22

1

11

11

2222

n

nnnn

x

a

xaxaxaxa

+

æö

-=---=-=-+

ç÷

èø

 

Mà 
[image: image462.wmf]2,3...

n

"=

 thì 
[image: image463.wmf]10

n

x

-<<

 nên 
[image: image464.wmf]2,3,...

n

"=

 ta có 
[image: image465.wmf]10

n

axaa

-+<+<+

 
[image: image466.wmf]313

n

xa

Þ-<+<-



[image: image467.wmf]333

nn

xaxa

Þ-<+<Þ-<

 

Vậy 
[image: image468.wmf]1

13

,2,3,...(*)

22

nnnn

xaxaxaxan

+

-=+-<-"=

 

Do đó từ (*) suy ra 
[image: image469.wmf]1

2

11

333

...,2,3...

222

n

n

nn

xaxaxaxan

+

-

æöæö

-<-<-<<-"=

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø

 

Hay 0
[image: image470.wmf](

)

11

3132

133,2,3,...

2323

nn

n

xan

--

æöæö

£-<--=-"=

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø

 

Mà lim
[image: image471.wmf]3

0

2

n

æö

=

ç÷

ç÷

èø

 nên theo nguyên lý kẹp suy ra lim
[image: image472.wmf]0

n

xa

-=

. Vậy lim
[image: image473.wmf]13

n

xa

==-

.■
     + Nhận xét: Như vậy, với các trường hợp dãy số dạng 
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     Tuy nhiên, với các trường hợp dãy số dạng 
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Ví dụ 4. (Phỏng theo đề thi đề nghị Olympic 30/04/2011) Cho dãy số 
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Chứng minh rằng dãy số đã cho có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.

     + Phân tích: Nếu gọi điểm bất động của dãy số là 
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để (*) đúng ở bước quy nạp. 
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 (*) bằng phương pháp quy nạp. Thật vậy với 
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Do đó (*) đúng theo nguyên lý quy nạp. 

Theo nguyên lý kẹp, dãy số 
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     + Nhận xét: Với cách phân tích như trên, ta có thể giúp cho học sinh tìm ra cách giải quyết một số dãy số dạng 
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 theo một hướng rõ ràng hơn. Tuy nhiên nếu để ý đến tính tăng, giảm của dãy đã cho, ta có thể giải bài này bằng cách dùng Định lý Weierstrass. Đến đây, học sinh có một cách nhìn đa chiều về cách tìm giới hạn cho dãy số dạng này. Ta nghiên cứu thêm một vài ví dụ khác. 

Ví dụ 5. (Trích đề thi VMO 2012) Cho dãy số 
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Chứng minh rằng dãy số đã cho có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó.

     + Nhận xét: Đây là bài toán đã được giải quyết bằng Định lý Weierstrass (đã giải ở Ví dụ 5, phần 3.1.2) và cách chứng minh quy nạp theo cách này cũng không quá mất tự nhiên khi ta đánh giá tính tăng, giảm của dãy. Ở đây, tác giả muốn định hướng cho học sinh thêm một cách nhìn mới tương tự như Ví dụ 4 ở trên.

     + Phân tích: Gọi điểm bất động của dãy số là 
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 (*) bằng phương pháp quy nạp. Thật vậy với 
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[image: image567.wmf]1,

nk

=+

 tức 
[image: image568.wmf]1

34

.

4

k

k

x

k

+

+

£

+
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Do đó (*) đúng theo nguyên lý quy nạp. 

Theo nguyên lý kẹp, dãy số 
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Với cách đánh giá tương tự, ta có phân tích cho một số ví dụ sau
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Chứng minh rằng dãy số 
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Ví dụ 7. (Trích đề thi VMO năm 2015) Cho 
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Chứng minh dãy số đã cho có giới hạn hữu hạn.
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Bất đẳng thức này tương đương với 
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Ví dụ 8. (Kỹ thuật quy nạp, sử dụng định nghĩa phần nguyên) Cho 
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(Trích đề thi HSG tỉnh Bình Định năm 2013) 

Lời giải.
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[image: image631.wmf][

]

aa

=

 và 
[image: image632.wmf]{

}

0

a

=

. Do đó ta có 


[image: image633.wmf]{

}

[

]

2

2

2

11

12

2

2

1

2

;1

xx

a

xax

a

x

-

====

. Vậy 
[image: image634.wmf]1,2

n

xn

="³

. Do đó 
[image: image635.wmf]lim1

n

x

=
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Khi đó ta có 
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(Trích đề thi Olympic sinh viên năm 2003)
Lời giải.
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Ví dụ 10. (Sử dụng các bất đẳng thức cổ điển) Tính giới hạn 
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Lời giải
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Ví dụ 11. (Kỹ thuật sai phân) Cho dãy số [image: image675.wmf](
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(Trích đề thi đề nghị Olympic 30/04/2001)
Lời giải.
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Ví dụ 12. (Sử dụng định lý Lagrange ) Cho dãy số 
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Tìm giới hạn của dãy số 
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(Dựa theo tuyển tập đề thi Olympic 30/04/1999)
Lời giải
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3. Bài tập cùng phương pháp

     Bài tập 1. Cho dãy số 
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     Bài tập 2. (Trích đề thi Olympic 30/04/2000) Cho dãy số 
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     Bài tập 3. (Trích đề thi HSG tỉnh Gia Lai năm 2005) Xét dãy số thực 
[image: image714.wmf]()(1,2,...)

n

xn

=

 được xác định bởi 
[image: image715.wmf]1

2005

2004

x

=

 và 
[image: image716.wmf](

)

2

2

1

21,1,2,...

nnn

xxxn

+

=--=

 Tìm các giới hạn của dãy đã cho.

     Bài tập 4. (Trích đề thi đề nghị Olympic 30/04/2011) Cho dãy số 
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     Bài tập 5. (Bài 4.74 trang 148 sách ĐS và GT 11 NC NXBGD 2007) Cho dãy số 
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2. Các ví dụ điển hình
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Ví dụ 2. (Trích đề thi HSG tỉnh Bình Định 2017) Cho dãy số [image: image793.wmf](
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Ví dụ 3. (Trích đề thi chọn đội tuyển HSG tỉnh Bình Định năm 2011 – Vòng 1) Cho dãy số 
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Ví dụ 4. (Trích đề thi VMO năm 2009) Cho dãy số 
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Ví dụ 7. (Trích đề thi HSG tỉnh Bình Định năm 2013) Cho dãy số 
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Ví dụ 8. Cho dãy số 
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     Ta xét thêm một số ví dụ về dãy tích.
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Ví dụ 10. Cho dãy số 
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     Bài tập 7. (Chuyên Lê Quý Đôn – Bình Định 30. 04.2009) Cho dãy số 
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V. Xác định công thức số hạng tổng quát từ hệ thức truy hồi và tìm giới hạn

1. Cơ sở lý thuyết

     Ở phần này, chúng ta sẽ nghiên cứu lớp các bài toán dãy số mà từ công thức truy hồi của dãy qua một số bước biến đổi sơ cấp, kết hợp sử dụng phương pháp quy nạp sẽ dự đoán và tìm được công thức số hạng tổng quát, từ đó mà việc tính giới hạn dãy đơn giản hơn. Có thể liệt kê một số dạng biến đổi như sau
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     + Quy nạp và đưa về các dãy số đặc biệt như cấp số cộng, cấp số nhân, …
     + Quy nạp, dùng sai phân tìm được công thức số hạng tổng quát.
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Ví dụ 1. Cho dãy số 
[image: image1355.wmf]()

n

u

 được xác định bởi: 
[image: image1356.wmf]1

4

u

=

 và 
[image: image1357.wmf]2

1

2

nn

uu

+

=-

, với 
[image: image1358.wmf]*

n

Î

¥

. Tìm 
[image: image1359.wmf]1

12

lim

....

n

n

u

uuu

+

.

Lời giải 1

(Giải theo Nguyên lý kẹp)

Với mọi 
[image: image1360.wmf]1,2,...

n

=

 Ta có


[image: image1361.wmf](

)

(

)

2

224222222

111

42444.(4)

nnnnnnnnn

uuuuuuuuu

+--

-=--=-=-=-



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image1362.wmf](

)

2

22222

121111

......(4)12....

nnnn

uuuuuuuu

--

==-=

 

Từ đó suy ra 
[image: image1363.wmf](

)

2

1

2

12

12

4

12;1,2,...

....

....

n

n

n

u

n

uuu

uuu

+

æö

=+"=

ç÷

èø

(1).

Mặt khác, vì 
[image: image1364.wmf]1

42

u

=>

 nên từ 
[image: image1365.wmf]2

1

2

nn

uu

+

=-

 và chứng minh bằng quy nạp ta thu được 
[image: image1366.wmf]2

n

u

>

 với mọi 
[image: image1367.wmf]1,2,...

n

=

Khi đó 
[image: image1368.wmf]*

12

....2;

n

n

uuun

>"Î

¥

. Ta có bất đẳng thức 
[image: image1369.wmf](

)

2

2

12

44

0;1,2,...

2

....

n

n

n

uuu

<<"=

 Nên theo nguyên lý kẹp ta được 
[image: image1370.wmf](

)

2

12

4

lim0

....

n

uuu

=

. Từ (1) suy ra 
[image: image1371.wmf]2

1

12

lim12

....

n

n

u

uuu

+

æö

=

ç÷

èø

.

Mặt khác, hàm số 
[image: image1372.wmf]()

fxx

=

 liên tục trên nửa khoảng 
[image: image1373.wmf][0;)

+¥

 nên


[image: image1374.wmf]22

111

121212

limlimlim12

.........

nnn

nnn

uuu

uuuuuuuuu

+++

æöæö

===

ç÷ç÷

èøèø

. Vậy 
[image: image1375.wmf]1

12

lim12

....

n

n

u

uuu

+

=

.■
     + Nhận xét 1: Từ lời giải 1 ta nhận thấy 
[image: image1376.wmf]22

111

121212

limlimlim

.........

nnn

nnn

uuu

uuuuuuuuu

+++

æöæö

==

ç÷ç÷

èøèø

, nghĩa là cần tìm giới hạn cho dãy 
[image: image1377.wmf]2

1

12

...

n

n

u

uuu

+

æö

ç÷

èø

, lại có 
[image: image1378.wmf]2

1

2

nn

uu

+

=-

, với ý nghĩa 
[image: image1379.wmf]1

22..,0

aa

a

=¹

 là số đặc biệt trong khai triển bình phương, ta có lời giải khác bằng cách tìm số hạng tổng quát của 
[image: image1380.wmf]()

n

u

 như sau

Lời giải 2

(Giải theo phương pháp tìm số hạng tổng quát)
Vì 
[image: image1381.wmf]1

 42

u

=>

 nên đặt 
[image: image1382.wmf]1

1

,1

uaa

a

=+>

.

Ta có 
[image: image1383.wmf]2

22

21

2

11

22

uuaa

aa

æö

=-=+-=+

ç÷

èø

. 

Bằng quy nạp, ta có thể chứng minh được 
[image: image1384.wmf]2

1

2

1

,  

n

n

n

uan

a

+

=+"Î

¥

. Ta có 


[image: image1385.wmf]11

11

11

222

222

111

111111

iin

iin

nnn

i

iii

uaaaaaa

aaa

aaa

--

--

--

===

éù

æöæöæö

æöæöæö

=+=--+=-+

ç÷ç÷ç÷

ç÷ç÷ç÷

êú

èøèøèø

èøèøèø

ëû

ÕÕÕ

.


[image: image1386.wmf]2

2

222

22

2

11

2

222222

1

1212

2

2

1

111

lim416412

........

11

n

n

n

n

nn

nn

a

uu

a

aaa

uuuauuuaa

aa

a

a

++

-

æö

+

ç÷

æöæöæö

èø

Þ==-Þ=-=+-=-=

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

æö

æö

æö

-+

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

èø

.

Vậy 
[image: image1387.wmf]1

12

lim12

....

n

n

u

uuu

+

=

.

     + Nhận xét 2: Từ Lời giải 2 trên, tác giả có bài toán tương tự sau
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     Ta xét thêm một số kỹ thuật cơ bản khác thông qua một vài ví dụ sau.
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Ví dụ 4. (Quy về các dãy số đặc biệt)  (Trích sách bài tập ĐS và GT 11NC, NXBGD 2007) Cho 
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