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Lời nói đầu

Trong chương trình Toán phổ thông, hình học không gian luôn được xem là mảng kiến thức rèn
luyện tư duy mạnh nhất. Để giải một bài toán không gian, người học phải dựng được hình trong trí
tưởng tượng, nhìn ra các quan hệ song song – vuông góc, xác định đúng hình chiếu, góc và khoảng
cách — những thao tác mà không một công thức máy móc nào làm thay được. Cũng chính vì thế,
đây thường là phần gây e ngại nhất, đồng thời là nơi phân hóa rõ nhất trong các đề thi.
Tài liệu này chọn hướng đi hình học thuần túy: mọi bài toán đều được giải bằng chính công cụ
của hình học — quan hệ song song và vuông góc, định lí ba đường vuông góc, các hệ thức về góc,
khoảng cách và thể tích — không gắn hệ trục tọa độ. Lợi ích của cách học này không chỉ nằm ở lời
giải gọn gàng, mà quan trọng hơn là quá trình đi tìm lời giải: mỗi lần tự dựng được hình, tự tìm ra
chân đường vuông góc hay nhìn thấy góc phẳng của nhị diện là một lần trí tưởng tượng không gian
được rèn giũa thêm.
Nội dung gồm sáu chuyên đề, đi từ góc giữa hai đường thẳng chéo nhau, các công thức góc – khoảng
cách, kĩ năng định vị chân đường cao, các công thức thể tích nâng cao, đến góc nhị diện và các bài
toán cực trị. Mỗi chuyên đề theo một mạch thống nhất: trước hết hiểu rõ bản chất của công thức (nó
sinh ra từ đâu, vì sao đúng); sau đó nắm chắc cách làm qua các lời giải mẫu trình bày từng bước;
cuối cùng mới bước sang những dạng khó thường gặp — chỗ mà chỉ thuộc công thức là không đủ.
Cuối mỗi chương còn có hệ thống bài tập nâng cao (đánh dấu ∗), nơi các bất đẳng thức quen thuộc
như AM–GM, Bunhiacopxki, Minkowski được đưa vào hình học không gian đúng theo tinh thần của
những câu vận dụng cao trong đề thi.
Một điều đáng lưu ý: rất nhiều bài toán trong đề thi chính thức, dù được khoác lớp vỏ tình huống
thực tế hay phát biểu bằng ngôn ngữ tọa độ, thực chất đều xuất phát từ một bài hình thuần
túy. Bóc lớp vỏ ấy đi, phần lõi còn lại vẫn là những mô hình quen thuộc xuất hiện xuyên suốt cuốn
tài liệu này. Nắm chắc phần lõi, đề thi sẽ không còn nhiều bất ngờ.
Cũng cần nói rõ về phương pháp gắn hệ trục tọa độ. Đó là một công cụ tốt, và khi hướng giải
hình học gặp bế tắc thì việc chọn hệ trục là hoàn toàn chính đáng — nhất là với các bài có sẵn ba
đường đôi một vuông góc. Tuy vậy, tọa độ nên được xem là lối thoát tùy bài, không phải thói quen
mặc định: lạm dụng tọa độ, khả năng nhìn hình sẽ mai một dần, và không ít bài toán vốn chỉ cần
vài dòng lập luận hình học lại bị biến thành mấy trang tính toán.
Trong từng trang sách, công thức đều được dựng lại từ đầu, hình vẽ được dựng chính xác và cẩn
thận. Hy vọng cuốn tài liệu sẽ là người bạn đồng hành đáng tin cậy trên con đường tự học và chinh
phục các bài toán vận dụng cao.
Dù đã được rà soát kĩ lưỡng, tài liệu chắc chắn khó tránh khỏi thiếu sót. Mọi ý kiến đóng góp đều
rất đáng quý để tài liệu được hoàn thiện hơn trong những lần chỉnh lí sau.

Mai Thành Luân
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Chương 1. Sáu cạnh, một góc Mai Thành Luân 0854070701

1
CHƯƠNG

Sáu cạnh, một góc
Hai cạnh đối của tứ diện

Kiến thức trọng tâm

Trong tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷, hai cạnh không có đỉnh chung gọi là
hai cạnh đối; tứ diện có ba cặp cạnh đối: 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷, 𝐴𝐶
và 𝐵𝐷, 𝐴𝐷 và 𝐵𝐶. Gọi 𝑀 , 𝑁 lần lượt là trung điểm của
hai cạnh đối 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷. Đoạn 𝑀𝑁 gọi là đoạn nối trung
điểm hai cạnh đối (còn gọi là đường trung bình của tứ
diện).
Với một cặp cạnh đối có hai đại lượng cần tính: độ dài đoạn
𝑀𝑁 và góc giữa hai đường thẳng chứa hai cạnh đối. Nếu
𝑢⃗, ⃗𝑣 lần lượt là vectơ chỉ phương của hai đường thẳng 𝑎, 𝑏
thì cos(𝑎, 𝑏) = ∣cos(𝑢⃗, ⃗𝑣)∣; góc giữa hai đường thẳng thuộc
[0∘; 90∘], góc giữa hai vectơ thuộc [0∘; 180∘].

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝑀

𝑁

Hai công thức chính

Với 𝑀 , 𝑁 lần lượt là trung điểm của 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 của tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷:

𝑀𝑁2 = 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 + 𝐴𝐷2 + 𝐵𝐶2

4 − 𝐴𝐵2 + 𝐶𝐷2

4 . (1.1)

Góc 𝜑 giữa hai đường thẳng 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷 tính theo bốn cạnh còn lại:

cos 𝜑 = ∣ 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 − 𝐴𝐷2 − 𝐵𝐶2 ∣
2 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 . (1.2)

Hệ quả:
𝐴𝐵 ⟂ 𝐶𝐷 ⟺ 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 = 𝐴𝐷2 + 𝐵𝐶2. (1.3)

Chứng minh hai công thức

Tích vô hướng của hai cạnh đối. Với bốn điểm 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 bất kì, ta có ⃗𝐶𝐷 = ⃗𝐴𝐷 − ⃗𝐴𝐶 nên
2 ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗𝐶𝐷 = 2 ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗𝐴𝐷 − 2 ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗𝐴𝐶. Bình phương vô hướng hai đẳng thức ⃗𝐵𝐷 = ⃗𝐴𝐷 − ⃗𝐴𝐵 và

⃗𝐵𝐶 = ⃗𝐴𝐶 − ⃗𝐴𝐵 được

2 ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗𝐴𝐷 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐷2 − 𝐵𝐷2, 2 ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗𝐴𝐶 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 − 𝐵𝐶2.

Trừ vế theo vế:
2 ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗𝐶𝐷 = 𝐴𝐷2 + 𝐵𝐶2 − 𝐴𝐶2 − 𝐵𝐷2. (∗)
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Chương 1. Sáu cạnh, một góc Mai Thành Luân 0854070701

Góc giữa hai đường thẳng 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 có cos 𝜑 = ∣ ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗𝐶𝐷∣
𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 ; thay (∗) vào được (1.2). Hai đường thẳng

𝐴𝐵, 𝐶𝐷 vuông góc khi và chỉ khi ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗𝐶𝐷 = 0, tức vế phải của (∗) bằng 0; đó là (1.3).
Đoạn nối trung điểm. Ta có ⃗𝑀𝑁 = ⃗𝑀𝐴 + ⃗𝐴𝐶 + ⃗𝐶𝑁 và ⃗𝑀𝑁 = ⃗𝑀𝐵 + ⃗𝐵𝐷 + ⃗𝐷𝑁 . Cộng vế theo vế,
với ⃗𝑀𝐴 + ⃗𝑀𝐵 = ⃗0 và ⃗𝐶𝑁 + ⃗𝐷𝑁 = ⃗0, được

⃗𝑀𝑁 = 1
2( ⃗𝐴𝐶 + ⃗𝐵𝐷) = 1

2( ⃗𝐴𝐷 + ⃗𝐵𝐶);

đẳng thức thứ hai chứng minh tương tự. Bình phương vô hướng đẳng thức thứ nhất:

4 𝑀𝑁2 = 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 + 2 ⃗𝐴𝐶 ⋅ ⃗𝐵𝐷.

Đổi vai 𝐵 và 𝐶 trong (∗) được 2 ⃗𝐴𝐶 ⋅ ⃗𝐵𝐷 = 𝐴𝐷2 + 𝐵𝐶2 − 𝐴𝐵2 − 𝐶𝐷2. Thay vào đẳng thức trên
được (1.1).

Chú ý. Ba công thức (1.1), (1.2), (1.3) chỉ chứa độ dài các cạnh. Với cặp cạnh đối khác thì đổi tên
đỉnh tương ứng: chẳng hạn góc giữa 𝐴𝐶 và 𝐵𝐷 tính theo bốn cạnh 𝐴𝐵, 𝐶𝐷, 𝐴𝐷, 𝐵𝐶; với 𝑀 , 𝑁 là
trung điểm của 𝐴𝐷, 𝐵𝐶 thì

⃗𝑀𝑁 = 1
2( ⃗𝐴𝐶 + ⃗𝐷𝐵) = 1

2( ⃗𝐴𝐵 + ⃗𝐷𝐶)

(cộng hai đẳng thức ⃗𝑀𝑁 = ⃗𝑀𝐴 + ⃗𝐴𝐶 + ⃗𝐶𝑁 và ⃗𝑀𝑁 = ⃗𝑀𝐷 + ⃗𝐷𝐵 + ⃗𝐵𝑁 , với ⃗𝑀𝐴 + ⃗𝑀𝐷 = ⃗0,
⃗𝐶𝑁 + ⃗𝐵𝑁 = ⃗0; đẳng thức còn lại tương tự).

Ví dụ minh hoạ

Ví dụ 1.1

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐵 = 6, 𝐶𝐷 = 6, 𝐴𝐶 = 8,
𝐵𝐷 = 8, 𝐴𝐷 = 10, 𝐵𝐶 = 6. Tính góc giữa hai đường
thẳng 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷 (làm tròn đến độ).

6

6

8

8

10

6

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

Lời giải. Gọi 𝜑 là góc giữa hai đường thẳng 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷. Theo (1.2),

cos 𝜑 = ∣𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 − 𝐴𝐷2 − 𝐵𝐶2∣
2 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 = |64 + 64 − 100 − 36|

2 ⋅ 6 ⋅ 6 = 8
72 = 1

9,

nên 𝜑 = arccos 1
9 ≈ 83,62∘.

Đáp số: 𝜑 ≈ 84∘.
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Ví dụ 1.2

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐶 = 6, 𝐵𝐷 = 8, 𝐴𝐷 = 7. Để
hai đường thẳng 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷 vuông góc với nhau thì độ
dài cạnh 𝐵𝐶 bằng bao nhiêu (làm tròn đến hàng phần
mười)? 6

8

7

𝐵𝐶 = ?

𝐴

𝐵

𝐶
𝐷

Lời giải. Theo (1.3),

𝐴𝐵 ⟂ 𝐶𝐷 ⟺ 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 = 𝐴𝐷2 + 𝐵𝐶2 ⟺ 𝐵𝐶2 = 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 − 𝐴𝐷2 = 36 + 64 − 49 = 51,

nên 𝐵𝐶 =
√

51 ≈ 7,14 (𝐴𝐵, 𝐶𝐷 không xuất hiện trong (1.3)).

Đáp số: 𝐵𝐶 =
√

51 ≈ 7,1.

Ví dụ 1.3

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷 = 8, 𝐴𝐶 =
𝐵𝐷 = 𝐴𝐷 = 6. Gọi 𝑀 , 𝑁 lần lượt là trung điểm của
𝐴𝐵 và 𝐶𝐷. Tính độ dài đoạn 𝑀𝑁 (làm tròn đến hàng
phần trăm).

8

8

8

6

6

6

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝑀

𝑁

Lời giải. Theo (1.1), cặp 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 (nhận 𝑀 , 𝑁 làm trung điểm) mang dấu trừ, bốn cạnh còn lại
mang dấu cộng:

𝑀𝑁2 = 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 + 𝐴𝐷2 + 𝐵𝐶2

4 − 𝐴𝐵2 + 𝐶𝐷2

4 = 36 + 36 + 36 + 64
4 − 64 + 64

4 = 43 − 32 = 11,

nên 𝑀𝑁 =
√

11 ≈ 3,32.

Đáp số: 𝑀𝑁 =
√

11 ≈ 3,32.
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Ví dụ 1.4

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐶 ⟂ 𝐵𝐷 và 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 = 144.
Gọi 𝑀 , 𝑁 lần lượt là trung điểm của 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷. Tính
độ dài đoạn 𝑀𝑁 .

𝐴

𝐵𝐶

𝐷

𝑀

𝑁

Lời giải. Theo phần chứng minh công thức (1.1), ⃗𝑀𝑁 = 1
2( ⃗𝐴𝐶 + ⃗𝐵𝐷) nên

4 𝑀𝑁2 = 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 + 2 ⃗𝐴𝐶 ⋅ ⃗𝐵𝐷.

Vì 𝐴𝐶 ⟂ 𝐵𝐷 nên ⃗𝐴𝐶 ⋅ ⃗𝐵𝐷 = 0, do đó 4 𝑀𝑁2 = 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 = 144, tức 𝑀𝑁2 = 36 và 𝑀𝑁 = 6.

Đáp số: 𝑀𝑁 = 6.

Ví dụ 1.5

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷 = 6. Gọi 𝑀 , 𝑁 lần
lượt là trung điểm của 𝐴𝐷 và 𝐵𝐶, biết 𝑀𝑁 = 4. Tính
cos(𝐴𝐶, 𝐵𝐷) (làm tròn đến hàng phần trăm). 6

6

4

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝑀

𝑁

Lời giải. Hai điểm 𝑀 , 𝑁 là trung điểm của cặp cạnh đối 𝐴𝐷, 𝐵𝐶 nên ⃗𝑀𝑁 = 1
2( ⃗𝐴𝐶 + ⃗𝐷𝐵) (xem

Chú ý ở mục Chứng minh hai công thức). Bình phương vô hướng:

4 𝑀𝑁2 = 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 − 2 ⃗𝐴𝐶 ⋅ ⃗𝐵𝐷 ⟺ 64 = 72 − 2 ⃗𝐴𝐶 ⋅ ⃗𝐵𝐷 ⟺ ⃗𝐴𝐶 ⋅ ⃗𝐵𝐷 = 4.

Vậy cos(𝐴𝐶, 𝐵𝐷) = ∣ ⃗𝐴𝐶 ⋅ ⃗𝐵𝐷∣
𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷 = 4

36 = 1
9 ≈ 0,11.

Đáp số: cos(𝐴𝐶, 𝐵𝐷) = 1
9 ≈ 0,11.
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Ví dụ 1.6

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐶 = 6, 𝐵𝐷 = 8 và góc giữa hai
đường thẳng 𝐴𝐶, 𝐵𝐷 bằng 60∘. Gọi 𝑀 , 𝑁 lần lượt là
trung điểm của 𝐴𝐷 và 𝐵𝐶, biết 𝑀𝑁 < 6. Tính độ dài
𝑀𝑁 (làm tròn đến hàng phần trăm). 6

8

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝑀

𝑁

Lời giải. Như Ví dụ 1.5, ⃗𝑀𝑁 = 1
2( ⃗𝐴𝐶 + ⃗𝐷𝐵). Bình phương vô hướng:

4 𝑀𝑁2 = 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 − 2 ⃗𝐴𝐶 ⋅ ⃗𝐵𝐷 = 100 − 2 ⃗𝐴𝐶 ⋅ ⃗𝐵𝐷.

Góc giữa hai đường thẳng 𝐴𝐶, 𝐵𝐷 bằng 60∘ nên góc giữa hai vectơ ⃗𝐴𝐶, ⃗𝐵𝐷 bằng 60∘ hoặc 120∘,
tức ⃗𝐴𝐶 ⋅ ⃗𝐵𝐷 = ±6 ⋅ 8 ⋅ 1

2 = ±24.

• ⃗𝐴𝐶 ⋅ ⃗𝐵𝐷 = 24: 4 𝑀𝑁2 = 52, 𝑀𝑁 =
√

13 ≈ 3,61.
• ⃗𝐴𝐶 ⋅ ⃗𝐵𝐷 = −24: 4 𝑀𝑁2 = 148, 𝑀𝑁 =

√
37 ≈ 6,08 > 6, loại.

Vậy 𝑀𝑁 =
√

13 ≈ 3,61.

Đáp số: 𝑀𝑁 =
√

13 ≈ 3,61.

Ví dụ 1.7

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐵 = 6, 𝐶𝐷 = 8, 𝐵𝐶 = 10,
𝐴𝐶 ⟂ 𝐶𝐷 và 𝐵𝐶𝐷 = 60∘. Tính góc giữa hai đường
thẳng 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷 (làm tròn đến hàng phần mười của
độ).

60∘

6

8

10

𝐴

𝐵

𝐶 𝐷

Lời giải. Gọi 𝜑 là góc giữa hai đường thẳng 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷. Định lí côsin trong tam giác 𝐵𝐶𝐷:

𝐵𝐷2 = 𝐵𝐶2 + 𝐶𝐷2 − 2 𝐵𝐶 ⋅ 𝐶𝐷 cos 60∘ = 100 + 64 − 80 = 84.

Tam giác 𝐴𝐶𝐷 vuông tại 𝐶 nên 𝐴𝐷2 − 𝐴𝐶2 = 𝐶𝐷2 = 64. Theo (1.2),

cos 𝜑 = ∣(𝐴𝐷2 − 𝐴𝐶2) + 𝐵𝐶2 − 𝐵𝐷2∣
2 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 = |64 + 100 − 84|

2 ⋅ 6 ⋅ 8 = 80
96 = 5

6.

Giả thiết không cho 𝐴𝐶; tử số chỉ chứa 𝐴𝐷2 − 𝐴𝐶2 = 𝐶𝐷2 nên không cần 𝐴𝐶. Vậy 𝜑 ≈ 33,6∘.
Cách khác. Vì 𝐴𝐶 ⟂ 𝐶𝐷 nên ⃗𝐴𝐵 ⋅ ⃗𝐶𝐷 = ( ⃗𝐶𝐵 − ⃗𝐶𝐴) ⋅ ⃗𝐶𝐷 = ⃗𝐶𝐵 ⋅ ⃗𝐶𝐷 = 10 ⋅ 8 ⋅ cos 60∘ = 40, suy ra

cos 𝜑 = 40
6 ⋅ 8 = 5

6 .

Đáp số: 𝜑 ≈ 33,6∘.
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Ví dụ 1.8

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐶 = 8, 𝐶𝐷 = 8, 𝐵𝐶 = 6 và
𝐴𝐶𝐷 = 60∘. Để hai đường thẳng 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷 vuông góc
với nhau thì cos 𝐵𝐶𝐷 bằng bao nhiêu (làm tròn đến hàng
phần trăm)?

60∘

8

8

6

𝐴

𝐵
𝐶

𝐷

Lời giải. Tam giác 𝐴𝐶𝐷 có 𝐴𝐶 = 𝐶𝐷 = 8 và 𝐴𝐶𝐷 = 60∘ nên là tam giác đều, 𝐴𝐷 = 8. Theo (1.3),

𝐴𝐵 ⟂ 𝐶𝐷 ⟺ 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 = 𝐴𝐷2 + 𝐵𝐶2 ⟺ 64 + 𝐵𝐷2 = 64 + 36 ⟺ 𝐵𝐷2 = 36.

Định lí côsin trong tam giác 𝐵𝐶𝐷:

cos 𝐵𝐶𝐷 = 𝐵𝐶2 + 𝐶𝐷2 − 𝐵𝐷2

2 𝐵𝐶 ⋅ 𝐶𝐷 = 36 + 64 − 36
2 ⋅ 6 ⋅ 8 = 2

3 ≈ 0,67.

Cách khác. Vì ⃗𝐴𝐵 = ⃗𝐶𝐵 − ⃗𝐶𝐴 nên

𝐴𝐵 ⟂ 𝐶𝐷 ⟺ ⃗𝐶𝐴 ⋅ ⃗𝐶𝐷 = ⃗𝐶𝐵 ⋅ ⃗𝐶𝐷 ⟺ 8 ⋅ 8 ⋅ cos 60∘ = 6 ⋅ 8 ⋅ cos 𝐵𝐶𝐷 ⟺ cos 𝐵𝐶𝐷 = 2
3.

Đáp số: cos 𝐵𝐶𝐷 = 2
3 ≈ 0,67.

Bài tập vận dụng cao

Câu 1.1

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐵 = 6, 𝐶𝐷 = 6, 𝐴𝐶 = 8,
𝐵𝐶 = 6. Hai cạnh 𝐴𝐷, 𝐵𝐷 thay đổi nhưng luôn thoả
mãn 𝐴𝐷2 +𝐵𝐷2 = 116. Gọi 𝑀 , 𝑁 lần lượt là trung điểm
của 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 và 𝜑 là góc giữa hai đường thẳng 𝐴𝐵, 𝐶𝐷.
Xét tính đúng sai của các mệnh đề sau.

6

6

8

6

𝐴

𝐵
𝐶

𝐷

𝑀

𝑁

a) Độ dài 𝑀𝑁 không đổi và 𝑀𝑁 = 6.
b) Khi 𝐴𝐷 = 9 thì 𝜑 = 60∘.
c) Có vị trí của 𝐷 để 𝐴𝐵 ⟂ 𝐶𝐷, khi đó 𝐴𝐷 = 6

√
2.

d) Với vị trí của 𝐷 ở mệnh đề c), gọi 𝑃 , 𝑄 lần lượt là trung điểm của 𝐴𝐶, 𝐵𝐷 thì 𝑃𝑄 = 6.
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Lời giải.

a) Đúng. Theo (1.1),

𝑀𝑁2 = 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐶2 + (𝐴𝐷2 + 𝐵𝐷2) − 𝐴𝐵2 − 𝐶𝐷2

4 = 64 + 36 + 116 − 36 − 36
4 = 36,

nên 𝑀𝑁 = 6 với mọi vị trí của 𝐷.

b) Sai. Khi 𝐴𝐷 = 9 thì 𝐵𝐷2 = 116 − 81 = 35. Gọi 𝐾, 𝐿 lần lượt là hình chiếu của 𝐶, 𝐷 trên 𝐴𝐵.
Theo định lí côsin,

𝐴𝐾 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 − 𝐵𝐶2

2 𝐴𝐵 = 16
3 , 𝐴𝐿 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐷2 − 𝐵𝐷2

2 𝐴𝐵 = 41
6 ,

nên 𝐾𝐿 = 3
2 , 𝐶𝐾2 = 𝐴𝐶2 − 𝐴𝐾2 = 320

9 , 𝐷𝐿2 = 𝐴𝐷2 − 𝐴𝐿2 = 1235
36 . Hai vectơ ⃗𝐶𝐾, ⃗𝐿𝐷 cùng

vuông góc với ⃗𝐾𝐿 nên

𝐶𝐷2 = ( ⃗𝐶𝐾 + ⃗𝐾𝐿 + ⃗𝐿𝐷)2 = 𝐾𝐿2 + 𝐶𝐾2 + 𝐷𝐿2 + 2 ⃗𝐶𝐾 ⋅ ⃗𝐿𝐷.

Quay tam giác 𝐴𝐵𝐷 quanh 𝐴𝐵 thì ⃗𝐶𝐾 ⋅ ⃗𝐿𝐷 nhận mọi giá trị từ −𝐶𝐾 ⋅ 𝐷𝐿 đến 𝐶𝐾 ⋅ 𝐷𝐿, nên 𝐶𝐷2

nhận mọi giá trị từ 𝐾𝐿2 + (𝐶𝐾 − 𝐷𝐿)2 ≈ 2,26 đến 𝐾𝐿2 + (𝐶𝐾 + 𝐷𝐿)2 ≈ 141,96. Giá trị 36 nằm
trong đoạn này nên có vị trí của 𝐷 ứng với 𝐶𝐷 = 6. Theo (1.2),

cos 𝜑 = |𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 − 𝐴𝐷2 − 𝐵𝐶2|
2 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 = |64 + 35 − 81 − 36|

72 = 1
4,

nên 𝜑 ≈ 75,52∘ ≠ 60∘.

c) Đúng. Theo (1.3), 𝐴𝐵 ⟂ 𝐶𝐷 ⟺ 𝐴𝐷2−𝐵𝐷2 = 𝐴𝐶2−𝐵𝐶2 = 28. Kết hợp với 𝐴𝐷2+𝐵𝐷2 = 116
được 𝐴𝐷2 = 72, 𝐵𝐷2 = 44, tức 𝐴𝐷 = 6

√
2, 𝐵𝐷 = 2

√
11.

Vị trí đó tồn tại. Với 𝐾 là hình chiếu của 𝐶 trên 𝐴𝐵 như ở mệnh đề b), mặt phẳng (𝛼) qua 𝐶 vuông
góc với 𝐴𝐵 cắt 𝐴𝐵 tại 𝐾; ta có 𝐴𝐾 = 16

3 , 𝐵𝐾 = 𝐴𝐵 − 𝐴𝐾 = 2
3 , 𝐶𝐾2 = 320

9 . Với 𝐷 ∈ (𝛼) thì
𝐴𝐵 ⟂ 𝐶𝐷, 𝐴𝐷2 = 𝐴𝐾2 + 𝐾𝐷2, 𝐵𝐷2 = 𝐵𝐾2 + 𝐾𝐷2; điều kiện 𝐴𝐷2 = 72 (khi đó 𝐵𝐷2 = 44) trở

thành 𝐾𝐷2 = 72 − 256
9 = 392

9 . Trong (𝛼), đường tròn tâm 𝐾 bán kính 14
√

2
3 ≈ 6,60 và đường tròn

tâm 𝐶 bán kính 6 có 6,60 − 6 < 𝐶𝐾 ≈ 5,96 < 6,60 + 6 nên cắt nhau tại hai điểm không thuộc đường
thẳng 𝐶𝐾; mỗi giao điểm là một vị trí của 𝐷.

d) Sai. Hai điểm 𝑃 , 𝑄 là trung điểm của cặp cạnh đối 𝐴𝐶, 𝐵𝐷. Theo (1.1) với cặp này,

𝑃𝑄2 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐷2 + 𝐵𝐶2 + 𝐶𝐷2 − 𝐴𝐶2 − 𝐵𝐷2

4 = 36 + 72 + 36 + 36 − 64 − 44
4 = 18,

nên 𝑃𝑄 = 3
√

2 ≠ 6.

Đáp số: a) Đúng; b) Sai; c) Đúng; d) Sai.
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Câu 1.2

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐵 = 4, 𝐶𝐷 = 6, 𝐴𝐶 = 7,
𝐵𝐷 = 5; hai cạnh 𝐴𝐷 và 𝐵𝐶 chưa biết. Gọi 𝑀 , 𝑁
lần lượt là trung điểm của 𝐴𝐵, 𝐶𝐷, biết 𝑀𝑁 = 4;
gọi 𝑃 , 𝑄 lần lượt là trung điểm của 𝐴𝐷, 𝐵𝐶. Tính
độ dài 𝑃𝑄 và số đo góc giữa hai đường thẳng 𝐴𝐵,
𝐶𝐷 (làm tròn đến độ).

4

6

7

5

4

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝑀

𝑁

𝑃

𝑄

Lời giải. Hai cạnh 𝐴𝐷, 𝐵𝐶 chưa biết; đặt 𝑡 = 𝐴𝐷2 + 𝐵𝐶2. Theo (1.1),

4 𝑀𝑁2 = 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 + 𝑡 − 𝐴𝐵2 − 𝐶𝐷2 ⟺ 64 = 49 + 25 + 𝑡 − 16 − 36 ⟺ 𝑡 = 42.

Theo (1.2),

cos(𝐴𝐵, 𝐶𝐷) = ∣(𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2) − 𝑡∣
2 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 = |74 − 42|

2 ⋅ 4 ⋅ 6 = 2
3,

nên góc giữa 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷 xấp xỉ 48,19∘. Đoạn 𝑃𝑄 nối trung điểm của cặp cạnh đối 𝐴𝐷, 𝐵𝐶; theo
(1.1) với cặp này,

4 𝑃 𝑄2 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 + 𝐶𝐷2 − 𝑡 = 16 + 49 + 25 + 36 − 42 = 84,

nên 𝑃𝑄 =
√

21 ≈ 4,58.

Đáp số: 𝑃𝑄 =
√

21 ≈ 4,58; góc giữa 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷 xấp xỉ 48∘.

Câu 1.3

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐵 = 4, 𝐶𝐷 = 6. Gọi 𝑀 , 𝑁
lần lượt là trung điểm của 𝐴𝐵, 𝐶𝐷, biết 𝑀𝑁 = 6. Bốn
cạnh 𝐴𝐶, 𝐴𝐷, 𝐵𝐶, 𝐵𝐷 thay đổi. Tìm giá trị lớn nhất
của tổng 𝑇 = 𝐴𝐶 + 𝐴𝐷 + 𝐵𝐶 + 𝐵𝐷 và cho biết khi 𝑇
lớn nhất thì góc giữa hai đường thẳng 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 bằng bao
nhiêu.

4

6

6

𝐴

𝐵

𝐶
𝐷

𝑀

𝑁

Lời giải. Tìm đại lượng không đổi. Theo (1.1),

𝐴𝐶2 + 𝐴𝐷2 + 𝐵𝐶2 + 𝐵𝐷2 = 4 𝑀𝑁2 + 𝐴𝐵2 + 𝐶𝐷2 = 144 + 16 + 36 = 196.

Đánh giá. Theo bất đẳng thức Bunhiacopxki, 𝑇 2 ≤ 4(𝐴𝐶2 + 𝐴𝐷2 + 𝐵𝐶2 + 𝐵𝐷2) = 784, nên 𝑇 ≤ 28;
dấu bằng khi 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶 = 𝐵𝐷 = 7.
Kiểm tra dấu bằng. Khi 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶 = 𝐵𝐷 = 7, 𝐶𝐷 = 6: các tam giác 𝐴𝐶𝐷, 𝐵𝐶𝐷 cân
có trung tuyến 𝐴𝑁 = 𝐵𝑁 =

√
49 − 9 = 2

√
10, 𝐴𝑁 ⟂ 𝐶𝐷, 𝐵𝑁 ⟂ 𝐶𝐷. Vì 𝐴𝑁 = 𝐵𝑁 và 0 <

𝐴𝐵 = 4 < 𝐴𝑁 + 𝐵𝑁 nên 𝐴 không thuộc đường thẳng 𝐵𝑁 ; mặt phẳng (𝐴𝐵𝑁) vuông góc với 𝐶𝐷
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cắt (𝐵𝐶𝐷) theo đường thẳng 𝐵𝑁 , nên 𝐴 ∉ (𝐵𝐶𝐷) và 𝐴𝐵𝐶𝐷 là tứ diện. Theo (1.1), 4 𝑀𝑁2 =
4 ⋅ 49 − 𝐴𝐵2 − 𝐶𝐷2 = 196 − 16 − 36 = 144, nên 𝑀𝑁 = 6, thoả mãn giả thiết.
Vì 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 = 98 = 𝐴𝐷2 + 𝐵𝐶2 nên theo (1.3), 𝐴𝐵 ⟂ 𝐶𝐷. Vậy max 𝑇 = 28, khi đó góc giữa 𝐴𝐵
và 𝐶𝐷 bằng 90∘.

Đáp số: max 𝑇 = 28, đạt khi 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶 = 𝐵𝐷 = 7; khi đó góc giữa 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷 bằng
90∘.

Câu 1.4

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐶 = 6, 𝐵𝐷 = 5, 𝐴𝐷 = 4,
𝐵𝐶 = 3. Hai cạnh 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷 thay đổi nhưng luôn thoả
mãn 𝐴𝐵2+𝐶𝐷2 = 72. Gọi 𝜑 là góc giữa hai đường thẳng
𝐴𝐵 và 𝐶𝐷. Tìm giá trị lớn nhất của 𝜑 và cho biết khi
đó 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 bằng bao nhiêu. 6

5

4

3

𝐴

𝐵𝐶

𝐷

Lời giải. Tìm đại lượng không đổi. Theo (1.2),

cos 𝜑 = |𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 − 𝐴𝐷2 − 𝐵𝐶2|
2 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 = |36 + 25 − 16 − 9|

2 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 = 18
𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷.

Đánh giá. Theo bất đẳng thức AM – GM, 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 ≤ 𝐴𝐵2 + 𝐶𝐷2

2 = 36, nên cos 𝜑 ≥ 1
2 và 𝜑 ≤ 60∘;

dấu bằng khi 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷 = 6.

Kiểm tra dấu bằng. Với 𝐶𝐷 = 6: tam giác 𝐴𝐶𝐷 có cos 𝐴𝐶𝐷 = 7
9 , sin 𝐴𝐶𝐷 = 4

√
2

9 ; tam giác 𝐵𝐶𝐷

có cos 𝐵𝐶𝐷 = 5
9 , sin 𝐵𝐶𝐷 = 2

√
14

9 . Quay tam giác 𝐵𝐶𝐷 quanh 𝐶𝐷 thì góc 𝐴𝐶𝐵 nhận mọi giá trị

nằm giữa ∣𝐴𝐶𝐷 − 𝐵𝐶𝐷∣ và 𝐴𝐶𝐷 + 𝐵𝐶𝐷 (hai giá trị ứng với 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 đồng phẳng). Điều kiện

𝐴𝐵 = 6 tương đương cos 𝐴𝐶𝐵 = 36 + 9 − 36
2 ⋅ 6 ⋅ 3 = 1

4 , mà

cos(𝐴𝐶𝐷 + 𝐵𝐶𝐷) = 35 − 16
√

7
81 < 1

4 < 35 + 16
√

7
81 = cos(𝐴𝐶𝐷 − 𝐵𝐶𝐷),

nên có tứ diện ứng với 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷 = 6. Vậy giá trị lớn nhất của 𝜑 là 60∘, đạt khi 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷 = 6.

Đáp số: max 𝜑 = 60∘, đạt khi 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷 = 6.

IC DESIGN Trang 11/64
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2
CHƯƠNG

Góc qua khoảng cách
Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng, giữa hai mặt phẳng

Kiến thức trọng tâm

Tính góc giữa đường thẳng và mặt phẳng theo định nghĩa cần dựng hình chiếu của đường thẳng;
tính góc giữa hai mặt phẳng cần dựng góc phẳng nhị diện, tức là phải xác định chân đường vuông
góc. Hai công thức (2.1), (2.2) của chương này liên hệ góc với khoảng cách, nên chỉ cần tính khoảng
cách thay cho phép dựng đó.

Công thức (2.1): góc giữa hai mặt phẳng

Cho hai mặt phẳng (𝛼), (𝛽) cắt nhau theo giao tuyến
Δ. Lấy điểm 𝑆 tuỳ ý thuộc (𝛼), 𝑆 ∉ Δ. Gọi 𝜑 là góc
giữa (𝛼) và (𝛽). Khi đó

sin 𝜑 = d(𝑆, (𝛽))
d(𝑆, Δ) . (2.1)

Công thức chỉ cần khoảng cách từ 𝑆 đến mặt phẳng
kia và đến giao tuyến, không cần dựng chân đường
vuông góc 𝐻 của 𝑆 trên (𝛽).

𝜑

d(𝑆, (𝛽)) d(𝑆, Δ)
𝑆

𝐻
𝐼

(𝛼)

(𝛽)

Δ

Công thức (2.2): góc giữa đường thẳng và mặt phẳng

Cho đường thẳng 𝐴𝐵 cắt mặt phẳng (𝑃 ). Gọi 𝜑
là góc giữa 𝐴𝐵 và (𝑃 ). Khi đó

sin 𝜑 = ∣d(𝐴, (𝑃 )) ± d(𝐵, (𝑃 ))∣
𝐴𝐵 , (2.2)

lấy dấu trừ khi 𝐴, 𝐵 cùng phía đối với (𝑃 ), dấu
cộng khi 𝐴, 𝐵 khác phía đối với (𝑃 ). Tử số là
độ dài hình chiếu của đoạn 𝐴𝐵 trên một đường
thẳng vuông góc với (𝑃 ).

𝜑
d(𝐴, (𝑃))

d(𝐵, (𝑃))

𝐴

𝐵

𝐼

𝐸

𝐹
(𝑃)

Chứng minh hai công thức

Công thức (2.1). Gọi 𝐻, 𝐼 lần lượt là hình chiếu vuông góc của 𝑆 trên (𝛽) và trên Δ. Nếu 𝐻 ≡ 𝐼
thì 𝑆𝐼 ⟂ (𝛽), do đó (𝛼) ⟂ (𝛽) và hai vế của (2.1) cùng bằng 1. Nếu 𝐻 ≠ 𝐼 thì 𝑆, 𝐻, 𝐼 không thẳng
hàng (đường thẳng 𝑆𝐻 ⟂ (𝛽) chỉ cắt (𝛽) tại 𝐻); đường thẳng Δ vuông góc với 𝑆𝐻 (vì 𝑆𝐻 ⟂ (𝛽))
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và vuông góc với 𝑆𝐼 , nên Δ ⟂ (𝑆𝐻𝐼), suy ra 𝐻𝐼 ⟂ Δ. Hai đường thẳng 𝐼𝑆 ⊂ (𝛼) và 𝐼𝐻 ⊂ (𝛽) cùng
vuông góc với Δ tại 𝐼 , nên 𝜑 = 𝑆𝐼𝐻 (góc nhọn vì tam giác 𝑆𝐻𝐼 vuông tại 𝐻). Do đó

sin 𝜑 = 𝑆𝐻
𝑆𝐼 = d(𝑆, (𝛽))

d(𝑆, Δ) .

Công thức (2.2). Gọi 𝐼 là giao điểm của 𝐴𝐵 và (𝑃 ), 𝐸 là hình chiếu của 𝐴 trên (𝑃 ). Nếu 𝐴 ≠ 𝐼
và 𝐸 ≠ 𝐼 thì 𝐼𝐸 là hình chiếu của 𝐴𝐵 trên (𝑃 ), nên 𝜑 = 𝐴𝐼𝐸; tam giác 𝐴𝐸𝐼 vuông tại 𝐸 cho
d(𝐴, (𝑃 )) = 𝐴𝐸 = 𝐼𝐴 sin 𝜑. Đẳng thức này vẫn đúng khi 𝐸 ≡ 𝐼 (khi đó 𝜑 = 90∘) hoặc 𝐴 ≡ 𝐼 . Tương
tự, d(𝐵, (𝑃 )) = 𝐼𝐵 sin 𝜑. Hai điểm 𝐴, 𝐵 khác phía đối với (𝑃 ) khi và chỉ khi 𝐼 nằm giữa 𝐴 và 𝐵; khi
đó 𝐴𝐵 = 𝐼𝐴 + 𝐼𝐵. Nếu 𝐴, 𝐵 cùng phía thì 𝐼 nằm ngoài đoạn 𝐴𝐵 và 𝐴𝐵 = |𝐼𝐴 − 𝐼𝐵|. Cộng hoặc
trừ hai đẳng thức trên rồi chia cho 𝐴𝐵, ta được (2.2).

Chú ý. Trong (2.1), điểm 𝑆 được chọn tự do trên (𝛼) (với 𝑆 ∉ Δ): chọn điểm mà hai khoảng cách
tính được gọn nhất.

Ví dụ minh hoạ

Ví dụ 2.1

Đường thẳng 𝐴𝐵 cắt mặt phẳng (𝑃 ) tại điểm 𝐼 nằm
trong đoạn 𝐴𝐵. Biết 𝐴𝐵 = 6, khoảng cách từ 𝐴 và
𝐵 đến (𝑃 ) lần lượt bằng 1 và 2. Tính góc 𝜑 giữa 𝐴𝐵
và (𝑃 ) (làm tròn đến độ).

𝜑1
2

𝐴

𝐵

𝐼
𝐸

𝐹 (𝑃)

Lời giải. Điểm 𝐼 nằm trong đoạn 𝐴𝐵 nên 𝐴, 𝐵 khác phía đối với (𝑃 ). Theo (2.2) với dấu cộng,

sin 𝜑 = d(𝐴, (𝑃 )) + d(𝐵, (𝑃 ))
𝐴𝐵 = 1 + 2

6 = 1
2.

Vậy 𝜑 = 30∘.

Đáp số: 𝜑 = 30∘.

Ví dụ 2.2

Đường thẳng 𝐴𝐵 cắt mặt phẳng (𝑃 ) tại điểm 𝐼 nằm
ngoài đoạn 𝐴𝐵. Biết 𝐴𝐵 = 6, khoảng cách từ 𝐴 và
𝐵 đến (𝑃 ) lần lượt bằng 4 và 2. Gọi 𝜑 là góc giữa 𝐴𝐵
và (𝑃 ). Tính sin 𝜑 (làm tròn đến hàng phần trăm).

𝜑
4

2

6
𝐴

𝐵

𝐼

𝐸
𝐹(𝑃)

Lời giải. Điểm 𝐼 nằm ngoài đoạn 𝐴𝐵 nên 𝐴, 𝐵 cùng phía đối với (𝑃 ). Theo (2.2) với dấu trừ,

sin 𝜑 = ∣d(𝐴, (𝑃 )) − d(𝐵, (𝑃 ))∣
𝐴𝐵 = |4 − 2|

6 = 1
3 ≈ 0,33.

Đáp số: sin 𝜑 = 1
3 ≈ 0,33.
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Ví dụ 2.3

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy là hình chữ nhật,
𝐴𝐵 = 2𝑎, 𝐴𝐷 = 𝑎, cạnh bên 𝑆𝐴 ⟂ (𝐴𝐵𝐶𝐷) và
𝑆𝐴 = 𝑎

√
3. Gọi 𝑀 là trung điểm 𝐶𝐷 và 𝑁 là điểm

trên cạnh 𝑆𝐵 sao cho 𝑆𝑁 = 2𝑁𝐵. Gọi 𝜑 là góc giữa
𝑀𝑁 và mặt phẳng (𝑆𝐴𝐷). Tính sin 𝜑 (làm tròn đến
hàng phần trăm).

2𝑎

𝑎
√

3

𝑎

𝑆

𝐴 𝐵

𝐶𝐷 𝑀
𝑁

Lời giải. Tìm đường thẳng vuông góc với (𝑆𝐴𝐷). Ta có 𝐴𝐵 ⟂ 𝐴𝐷 (đáy chữ nhật) và 𝐴𝐵 ⟂ 𝑆𝐴 (vì
𝑆𝐴 ⟂ (𝐴𝐵𝐶𝐷)), nên 𝐴𝐵 ⟂ (𝑆𝐴𝐷). Do 𝐶𝐷 ∥ 𝐴𝐵 nên 𝐶𝐷 ⟂ (𝑆𝐴𝐷) tại 𝐷.
Tính tử số. Điểm 𝑀 thuộc 𝐶𝐷 nên d(𝑀, (𝑆𝐴𝐷)) = 𝑀𝐷 = 𝑎. Do 𝐴𝐵 ⟂ (𝑆𝐴𝐷) tại 𝐴 nên
d(𝐵, (𝑆𝐴𝐷)) = 𝐴𝐵 = 2𝑎. Ta có 𝑆 ∈ (𝑆𝐴𝐷) và 𝑆, 𝑁 , 𝐵 thẳng hàng; hai đường vuông góc hạ
từ 𝑁 , 𝐵 xuống (𝑆𝐴𝐷) song song với nhau, nên theo định lí Thalès,

d(𝑁, (𝑆𝐴𝐷)) = 𝑆𝑁
𝑆𝐵 d(𝐵, (𝑆𝐴𝐷)) = 2

3 ⋅ 2𝑎 = 4𝑎
3 .

Hai điểm 𝑀 , 𝑁 cùng phía với 𝐵 đối với (𝑆𝐴𝐷): 𝑁 thuộc đoạn 𝑆𝐵, 𝑁 ≠ 𝑆; 𝑀 thuộc đoạn 𝐷𝐶,
𝑀 ≠ 𝐷, mà 𝐶 cùng phía 𝐵 vì 𝐵𝐶 ∥ (𝑆𝐴𝐷).
Tính 𝑀𝑁 . Gọi 𝑁1 là hình chiếu của 𝑁 trên (𝐴𝐵𝐶𝐷) và 𝑀1 là trung điểm 𝐴𝐵. Vì 𝑁𝑁1 ∥ 𝑆𝐴 nên
𝑁1 ∈ 𝐴𝐵 và

𝐴𝑁1 = 2
3𝐴𝐵 = 4𝑎

3 , 𝑁𝑁1 = 1
3𝑆𝐴 = 𝑎

√
3

3 , 𝑀1𝑁1 = 𝐴𝑁1 − 𝐴𝑀1 = 𝑎
3.

Ta có 𝑀𝑀1 ⟂ 𝐴𝐵, 𝑀𝑀1 = 𝑎 và 𝑁𝑁1 ⟂ 𝑀𝑁1, nên

𝑀𝑁2 = 𝑀𝑀2
1 + 𝑀1𝑁2

1 + 𝑁𝑁2
1 = 𝑎2 + 𝑎2

9 + 𝑎2

3 = 13𝑎2

9 , 𝑀𝑁 = 𝑎
√

13
3 .

Kết luận. Theo (2.2), với 𝑀 , 𝑁 cùng phía:

sin 𝜑 = d(𝑁, (𝑆𝐴𝐷)) − d(𝑀, (𝑆𝐴𝐷))
𝑀𝑁 =

4𝑎
3 − 𝑎
𝑎
√

13
3

= 1√
13 ≈ 0,28.

Đáp số: sin 𝜑 =
√

13
13 ≈ 0,28.
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Ví dụ 2.4

Cho hình chóp tứ giác đều 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có tất cả các cạnh
bằng 𝑎. Gọi 𝑀 là trung điểm 𝑆𝐴 và 𝑁 là điểm trên
cạnh 𝐵𝐶 sao cho 𝑁𝐵 = 2𝑁𝐶. Gọi 𝜑 là góc giữa 𝑀𝑁 và
mặt phẳng (𝑆𝐵𝐷). Tính sin 𝜑 (làm tròn đến hàng phần
trăm).

𝑎

𝑆

𝐴 𝐵

𝐶𝐷

𝑂

𝑀

𝑁

Lời giải. Tìm đường thẳng vuông góc với (𝑆𝐵𝐷). Gọi 𝑂 là tâm đáy. Ta có 𝐴𝐶 ⟂ 𝐵𝐷 và 𝐴𝐶 ⟂
𝑆𝑂 (vì 𝑆𝑂 ⟂ (𝐴𝐵𝐶𝐷)), nên 𝐴𝐶 ⟂ (𝑆𝐵𝐷) tại 𝑂. Hai điểm 𝐴, 𝐶 khác phía đối với (𝑆𝐵𝐷) và

d(𝐴, (𝑆𝐵𝐷)) = d(𝐶, (𝑆𝐵𝐷)) = 𝑂𝐴 = 𝑎
√

2
2 .

Dời điểm. Đường thẳng 𝑆𝐴 cắt (𝑆𝐵𝐷) tại 𝑆, 𝑆𝑀 = 1
2𝑆𝐴; đường thẳng 𝐵𝐶 cắt (𝑆𝐵𝐷) tại 𝐵,

𝐵𝑁 = 2
3𝐵𝐶. Như Ví dụ 2.3,

d(𝑀, (𝑆𝐵𝐷)) = 1
2 ⋅ 𝑎

√
2

2 = 𝑎
√

2
4 , d(𝑁, (𝑆𝐵𝐷)) = 2

3 ⋅ 𝑎
√

2
2 = 𝑎

√
2

3 ,

với 𝑀 cùng phía 𝐴 (𝑀 thuộc đoạn 𝑆𝐴, 𝑀 ≠ 𝑆), 𝑁 cùng phía 𝐶 (𝑁 thuộc đoạn 𝐵𝐶, 𝑁 ≠ 𝐵), tức
𝑀 , 𝑁 khác phía đối với (𝑆𝐵𝐷).

Tính 𝑀𝑁 . Ta có 𝑆𝑂 =
√

𝑆𝐴2 − 𝑂𝐴2 = √𝑎2 − 𝑎2

2 = 𝑎
√

2
2 . Hình chiếu 𝑀1 của 𝑀 trên đáy là

trung điểm 𝐴𝑂, 𝑀𝑀1 = 𝑆𝑂
2 = 𝑎

√
2

4 ; điểm 𝑀1 thuộc 𝐴𝐶 và 𝐴𝑀1 = 1
4𝐴𝐶, mà 𝐶 cách 𝐴𝐵 và 𝐴𝐷

cùng một đoạn 𝑎, nên 𝑀1 cách 𝐴𝐵 và 𝐴𝐷 cùng một đoạn 𝑎
4 . Gọi 𝐹 là hình chiếu của 𝑀1 trên

𝐵𝐶; vì 𝐵𝐶 ⟂ 𝐴𝐵 nên 𝑀1𝐹 ∥ 𝐴𝐵, do đó 𝐵𝐹 = d(𝑀1, 𝐴𝐵) = 𝑎
4 , 𝑀1𝐹 = 𝑎 − d(𝑀1, 𝐴𝐷) = 3𝑎

4 ,

𝐹𝑁 = 𝐵𝑁 − 𝐵𝐹 = 2𝑎
3 − 𝑎

4 = 5𝑎
12 . Suy ra

𝑀1𝑁2 = 9𝑎2

16 + 25𝑎2

144 = 53𝑎2

72 , 𝑀𝑁2 = 𝑀1𝑁2 + 𝑀𝑀2
1 = 53𝑎2

72 + 𝑎2

8 = 31𝑎2

36 ,

nên 𝑀𝑁 = 𝑎
√

31
6 .

Kết luận. Theo (2.2), với 𝑀 , 𝑁 khác phía:

sin 𝜑 =
𝑎
√

2
4 + 𝑎

√
2

3
𝑎
√

31
6

= 7𝑎
√

2
12 ⋅ 6

𝑎
√

31 = 7
√

62
62 ≈ 0,89.

Đáp số: sin 𝜑 = 7
√

62
62 ≈ 0,89.
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Ví dụ 2.5

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có khoảng cách từ đỉnh 𝑆 đến
mặt phẳng đáy (𝐴𝐵𝐶) bằng 𝑎

√
3 và khoảng cách từ 𝑆

đến cạnh 𝐵𝐶 bằng 2𝑎. Tính góc giữa hai mặt phẳng
(𝑆𝐵𝐶) và (𝐴𝐵𝐶) (làm tròn đến độ).

𝜑

2𝑎

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

𝐻 𝐾

𝑎
√

3

Lời giải. Giao tuyến của (𝑆𝐵𝐶) và (𝐴𝐵𝐶) là 𝐵𝐶. Áp dụng (2.1) với điểm 𝑆 ∈ (𝑆𝐵𝐶):

sin 𝜑 = d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶))
d(𝑆, 𝐵𝐶) = 𝑎

√
3

2𝑎 =
√

3
2 .

Vậy góc giữa (𝑆𝐵𝐶) và (𝐴𝐵𝐶) bằng 60∘.

Đáp số: 𝜑 = 60∘.

Ví dụ 2.6

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy là hình vuông cạnh 𝑎, cạnh
bên 𝑆𝐴 ⟂ (𝐴𝐵𝐶𝐷) và 𝑆𝐴 = 𝑎

√
3. Tính giá trị chính xác

của côsin góc giữa hai mặt phẳng (𝑆𝐵𝐶) và (𝑆𝐶𝐷).

𝑎

𝑎
√

3

𝑆

𝐴 𝐵

𝐷 𝐶

Lời giải. Giao tuyến của hai mặt phẳng là 𝑆𝐶. Áp dụng (2.1) với điểm 𝐵 ∈ (𝑆𝐵𝐶).

Tử số. Do 𝐴𝐵 ∥ (𝑆𝐶𝐷) nên d(𝐵, (𝑆𝐶𝐷)) = d(𝐴, (𝑆𝐶𝐷)) =
𝐴𝐸, với 𝐸 là hình chiếu của 𝐴 trên 𝑆𝐷 (𝐶𝐷 ⟂ (𝑆𝐴𝐷) nên
𝐴𝐸 ⟂ (𝑆𝐶𝐷)). Ta có 𝑆𝐷 = 2𝑎 và

𝐴𝐸 = 𝑆𝐴 ⋅ 𝐴𝐷
𝑆𝐷 = 𝑎

√
3 ⋅ 𝑎

2𝑎 = 𝑎
√

3
2 .

Mẫu số. Tam giác 𝑆𝐵𝐶 vuông tại 𝐵 (𝐵𝐶 ⟂ (𝑆𝐴𝐵)), 𝑆𝐵 =
2𝑎, 𝑆𝐶 = 𝑎

√
5. Gọi 𝐾 là hình chiếu của 𝐵 trên 𝑆𝐶: 𝐵𝐾 =

𝑆𝐵 ⋅ 𝐵𝐶
𝑆𝐶 = 2𝑎√

5 .

𝑆

𝐴 𝐵

𝐷 𝐶

𝐸 𝐾

Kết luận.

sin 𝜑 = 𝑎
√

3
2 ⋅

√
5

2𝑎 =
√

15
4 , cos 𝜑 = √1 − 15

16 = 1
4.
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Cách khác. Hai tam giác 𝑆𝐵𝐶, 𝑆𝐷𝐶 bằng nhau (vuông tại 𝐵, 𝐷, chung cạnh huyền 𝑆𝐶, 𝑆𝐵 = 𝑆𝐷),

nên 𝑆𝐾 = 𝑆𝐵2

𝑆𝐶 = 𝑆𝐷2

𝑆𝐶 , tức hình chiếu của 𝐷 trên 𝑆𝐶 cũng là 𝐾, và 𝐷𝐾 = 𝐵𝐾 = 2𝑎√
5 . Góc 𝐵𝐾𝐷

là góc phẳng của nhị diện cạnh 𝑆𝐶; với 𝐵𝐷 = 𝑎
√

2:

cos 𝐵𝐾𝐷 = 𝐵𝐾2 + 𝐷𝐾2 − 𝐵𝐷2

2𝐵𝐾 ⋅ 𝐷𝐾 =
8𝑎2

5 − 2𝑎2

8𝑎2

5

= −1
4.

Góc nhị diện tù, góc giữa hai mặt phẳng là góc bù của nó. Vậy cos 𝜑 = 1
4 .

Đáp số: cos 𝜑 = 1
4 = 0,25.

Ví dụ 2.7

Cho hình lăng trụ đứng 𝐴𝐵𝐶.𝐴′𝐵′𝐶′ có đáy là tam giác đều
cạnh 𝑎, cạnh bên bằng 𝑎

√
3. Gọi 𝜑 là góc giữa hai mặt phẳng

(𝐴𝐵′𝐶′) và (𝐴𝐵′𝐶). Tính sin 𝜑 (làm tròn đến hàng phần
mười).

𝑎

𝑎
√

3

𝐴 𝐵

𝐶

𝐴′ 𝐵′

𝐶′

Lời giải. Giao tuyến của hai mặt phẳng là 𝐴𝐵′. Áp dụng (2.1) với điểm 𝐶′ ∈ (𝐴𝐵′𝐶′):

sin 𝜑 = d(𝐶′, (𝐴𝐵′𝐶))
d(𝐶′, 𝐴𝐵′) .

Tính d(𝐶′, 𝐴𝐵′). Ta có 𝐴𝐵′ =
√

𝑎2 + 3𝑎2 = 2𝑎, tương tự 𝐴𝐶′ = 𝐵′𝐶 = 2𝑎. Tam giác 𝐴𝐵′𝐶′ cân

tại 𝐴, đáy 𝐵′𝐶′ = 𝑎, đường cao kẻ từ 𝐴 bằng √4𝑎2 − 𝑎2

4 = 𝑎
√

15
2 , nên 𝑆𝐴𝐵′𝐶′ = 𝑎2√

15
4 và

d(𝐶′, 𝐴𝐵′) = 2𝑆𝐴𝐵′𝐶′

𝐴𝐵′ = 𝑎
√

15
4 .

Tính d(𝐶′, (𝐴𝐵′𝐶)) bằng thể tích. Do 𝐵𝐵′ ∥ (𝐴𝐶𝐶′𝐴′) và (𝐴𝐶𝐶′𝐴′) ⟂ (𝐴𝐵𝐶) theo giao tuyến 𝐴𝐶,

khoảng cách từ 𝐵′ đến (𝐴𝐶𝐶′𝐴′) bằng khoảng cách từ 𝐵 đến 𝐴𝐶, tức 𝑎
√

3
2 . Tam giác 𝐴𝐶𝐶′ vuông

tại 𝐶 có diện tích 𝑎2√
3

2 . Do đó

𝑉𝐶′.𝐴𝐵′𝐶 = 𝑉𝐵′.𝐴𝐶𝐶′ = 1
3 ⋅ 𝑎2√

3
2 ⋅ 𝑎

√
3

2 = 𝑎3

4 .
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Tam giác 𝐴𝐵′𝐶 có ba cạnh 2𝑎, 2𝑎, 𝑎 như tam giác 𝐴𝐵′𝐶′ nên 𝑆𝐴𝐵′𝐶 = 𝑎2√
15

4 , và

d(𝐶′, (𝐴𝐵′𝐶)) = 3𝑉𝐶′.𝐴𝐵′𝐶
𝑆𝐴𝐵′𝐶

= 3𝑎3

4 ⋅ 4
𝑎2√

15 = 𝑎
√

15
5 .

Kết luận. sin 𝜑 = 𝑎
√

15
5 ⋅ 4

𝑎
√

15 = 4
5 = 0,8.

Đáp số: sin 𝜑 = 4
5 = 0,8.

Ví dụ 2.8

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy là hình chữ nhật, 𝐴𝐵 = 3𝑎, 𝐴𝐷 = 𝑎, cạnh bên 𝑆𝐴 ⟂ (𝐴𝐵𝐶𝐷)
và 𝑆𝐴 = 2𝑎. Tính sin của góc giữa hai mặt phẳng (𝑆𝐵𝐶) và (𝑆𝐶𝐷) (làm tròn đến hàng phần
trăm).

Lời giải. Giao tuyến của hai mặt phẳng là 𝑆𝐶. Chọn điểm 𝐵 ∈ (𝑆𝐵𝐶): khoảng cách từ 𝐵 đến 𝑆𝐶
tính trong tam giác vuông 𝑆𝐵𝐶, còn khoảng cách từ 𝐵 đến (𝑆𝐶𝐷) dời được về 𝐴.

Tính d(𝐵, 𝑆𝐶). Ta có 𝐵𝐶 = 𝐴𝐷 = 𝑎, 𝐵𝐶 ⟂ 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 ⟂ 𝑆𝐴
nên 𝐵𝐶 ⟂ (𝑆𝐴𝐵), tam giác 𝑆𝐵𝐶 vuông tại 𝐵, với 𝑆𝐵 =√

4𝑎2 + 9𝑎2 = 𝑎
√

13, 𝑆𝐶 =
√

𝑆𝐵2 + 𝐵𝐶2 = 𝑎
√

14. Gọi 𝐾 là
hình chiếu của 𝐵 trên 𝑆𝐶:

d(𝐵, 𝑆𝐶) = 𝐵𝐾 = 𝑆𝐵 ⋅ 𝐵𝐶
𝑆𝐶 = 𝑎

√
13√
14

.

Dời điểm. Do 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷 nên 𝐴𝐵 ∥ (𝑆𝐶𝐷) và d(𝐵, (𝑆𝐶𝐷)) =
d(𝐴, (𝑆𝐶𝐷)). Ta có 𝐶𝐷 ⟂ 𝐴𝐷, 𝐶𝐷 ⟂ 𝑆𝐴 nên 𝐶𝐷 ⟂ (𝑆𝐴𝐷).
Gọi 𝐸 là hình chiếu của 𝐴 trên 𝑆𝐷; 𝐴𝐸 ⟂ 𝑆𝐷 và 𝐴𝐸 ⟂ 𝐶𝐷
nên 𝐴𝐸 ⟂ (𝑆𝐶𝐷).

3𝑎

2𝑎

𝑎

𝑆

𝐴
𝐵

𝐷
𝐶

𝐸
𝐾

Trong tam giác 𝑆𝐴𝐷 vuông tại 𝐴, 𝑆𝐷 = 𝑎
√

5:

d(𝐴, (𝑆𝐶𝐷)) = 𝐴𝐸 = 𝑆𝐴 ⋅ 𝐴𝐷
𝑆𝐷 = 2𝑎 ⋅ 𝑎

𝑎
√

5 = 2𝑎√
5.

Kết luận. Theo (2.1):

sin 𝜑 = d(𝐵, (𝑆𝐶𝐷))
d(𝐵, 𝑆𝐶) = 2𝑎√

5 ⋅
√

14
𝑎
√

13 = 2
√

14√
65 = 2

√
910

65 ≈ 0,93.

Đáp số: sin 𝜑 = 2
√

910
65 ≈ 0,93.
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Bài tập vận dụng cao

Câu 2.1

Đường thẳng 𝐴𝐵 cắt mặt phẳng (𝑃 ) tại 𝐼 . Biết 𝐴𝐵 =
10 và d(𝐴, (𝑃 )) = 6. Đặt 𝑡 = d(𝐵, (𝑃 )) và gọi 𝜑 là góc
giữa 𝐴𝐵 và (𝑃 ). Xét tính đúng sai của các mệnh đề
sau.

𝜑
6

𝑡

10
𝐴

𝐵

𝐼

𝐸
𝐹(𝑃)

a) Nếu 𝐴, 𝐵 khác phía đối với (𝑃 ) và 𝑡 = 2 thì 𝜑 ≈ 53∘.
b) Nếu 𝐴, 𝐵 cùng phía đối với (𝑃 ) và 𝑡 = 2 thì sin 𝜑 = 0,8.
c) Nếu 𝐴, 𝐵 khác phía đối với (𝑃 ) thì luôn có 𝑡 ≤ 4.
d) Nếu 𝐴, 𝐵 cùng phía đối với (𝑃 ) thì giá trị lớn nhất của 𝑡 bằng 4.

Lời giải. Theo (2.2):

khác phía: sin 𝜑 = 6 + 𝑡
10 ; cùng phía: sin 𝜑 = |6 − 𝑡|

10 .

a) Đúng. sin 𝜑 = 6 + 2
10 = 0,8, suy ra 𝜑 ≈ 53,13∘.

b) Sai. sin 𝜑 = |6 − 2|
10 = 0,4.

c) Đúng. Từ sin 𝜑 ≤ 1 ta có 6 + 𝑡
10 ≤ 1, tức 𝑡 ≤ 4.

d) Sai. Từ |6 − 𝑡|
10 ≤ 1 và 𝑡 > 0 ta có 0 < 𝑡 ≤ 16 (với 𝑡 ≠ 6 vì đường thẳng 𝐴𝐵 cắt (𝑃 )). Giá trị

𝑡 = 16 đạt được khi 𝐴𝐵 ⟂ (𝑃) và 𝐴 nằm giữa 𝐼 , 𝐵 (𝐼𝐴 = 6, 𝐼𝐵 = 16). Vậy giá trị lớn nhất của 𝑡
bằng 16.

Đáp số: a) Đúng; b) Sai; c) Đúng; d) Sai.

Câu 2.2

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶. Gọi 𝜑1, 𝜑2, 𝜑3 lần lượt là góc giữa
các mặt bên (𝑆𝐴𝐵), (𝑆𝐵𝐶), (𝑆𝐶𝐴) với mặt đáy (𝐴𝐵𝐶).
Biết 𝜑2 = 30∘, d(𝑆, 𝐵𝐶) = 8, 𝜑1 = 45∘ và d(𝑆, 𝐶𝐴) = 5.
Tính d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)), d(𝑆, 𝐴𝐵) và số đo góc 𝜑3.

8
ℎ

𝑆

𝐴 𝐵

𝐶

𝐻
𝐾

Lời giải. Đặt ℎ = d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)). Áp dụng (2.1) với điểm 𝑆 cho ba mặt bên:

sin 𝜑2 = ℎ
d(𝑆, 𝐵𝐶) ⇒ ℎ = 8 sin 30∘ = 4; d(𝑆, 𝐴𝐵) = ℎ

sin 𝜑1
= 4

sin 45∘ = 4
√

2;

sin 𝜑3 = ℎ
d(𝑆, 𝐶𝐴) = 4

5 ⇒ 𝜑3 ≈ 53,13∘.

Vậy d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)) = 4, d(𝑆, 𝐴𝐵) = 4
√

2, 𝜑3 = arcsin 4
5 ≈ 53∘.
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Đáp số: d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)) = 4; d(𝑆, 𝐴𝐵) = 4
√

2; 𝜑3 = arcsin 4
5 ≈ 53∘.

Câu 2.3

Đường thẳng 𝐴𝐵 cắt mặt phẳng (𝑃 ) tại điểm 𝐼 nằm
trong đoạn 𝐴𝐵; biết 𝐴𝐵 = 10. Hai khoảng cách
d(𝐴, (𝑃 )) và d(𝐵, (𝑃 )) thay đổi nhưng luôn thoả mãn
d(𝐴, (𝑃 )) ⋅ d(𝐵, (𝑃 )) = 9. Tìm giá trị nhỏ nhất của
góc 𝜑 giữa 𝐴𝐵 và (𝑃 ).

𝜑

𝐴

𝐵

𝐼

𝐸

𝐹
(𝑃)

Lời giải. Đặt 𝑥 = d(𝐴, (𝑃 )), 𝑦 = d(𝐵, (𝑃 )), ta có 𝑥𝑦 = 9. Điểm 𝐼 nằm trong đoạn 𝐴𝐵 nên 𝐴, 𝐵
khác phía đối với (𝑃 ); theo (2.2), sin 𝜑 = 𝑥 + 𝑦

10 .

Đánh giá. Theo bất đẳng thức AM – GM, 𝑥 + 𝑦 ≥ 2√𝑥𝑦 = 6, nên sin 𝜑 ≥ 6
10 = 3

5 . Hàm số sin đồng

biến trên [0∘; 90∘], do đó 𝜑 ≥ arcsin 3
5 ≈ 36,87∘.

Dấu bằng xảy ra khi 𝑥 = 𝑦 = 3; khi đó sin 𝜑 = 0,6 < 1 nên cấu hình tồn tại (𝐼 là trung điểm 𝐴𝐵).
Vậy giá trị nhỏ nhất của 𝜑 là arcsin 3

5 ≈ 36,87∘.

Đáp số: 𝜑min = arcsin 3
5 ≈ 36,87∘ (≈ 37∘), đạt khi d(𝐴, (𝑃 )) = d(𝐵, (𝑃 )) = 3.

Câu 2.4

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy 𝐴𝐵𝐶𝐷 là hình chữ nhật,
𝑆𝐴 ⟂ (𝐴𝐵𝐶𝐷) và 𝑆𝐴 = 2𝑎. Hai cạnh đáy 𝐴𝐵, 𝐴𝐷 thay
đổi nhưng đường chéo luôn bằng 𝐴𝐶 = 4𝑎. Gọi 𝜑1, 𝜑2 lần
lượt là góc giữa (𝑆𝐵𝐶), (𝑆𝐶𝐷) với mặt đáy. Tìm giá trị
lớn nhất của tổng d(𝑆, 𝐵𝐶) + d(𝑆, 𝐶𝐷) và tính sin 𝜑1 khi
tổng đó lớn nhất.

2𝑎

4𝑎

𝑆

𝐴 𝐵

𝐶𝐷

Lời giải. Đưa về hai cạnh bên. Đặt 𝐴𝐵 = 𝑥, 𝐴𝐷 = 𝑦, ta có 𝑥2 + 𝑦2 = 𝐴𝐶2 = 16𝑎2. Do 𝐵𝐶 ⟂ 𝐴𝐵,
𝐵𝐶 ⟂ 𝑆𝐴 nên 𝐵𝐶 ⟂ (𝑆𝐴𝐵), suy ra 𝐵𝐶 ⟂ 𝑆𝐵 và d(𝑆, 𝐵𝐶) = 𝑆𝐵 =

√
4𝑎2 + 𝑥2. Tương tự

𝐶𝐷 ⟂ (𝑆𝐴𝐷) và d(𝑆, 𝐶𝐷) = 𝑆𝐷 = √4𝑎2 + 𝑦2. Khi đó

𝑆𝐵2 + 𝑆𝐷2 = 8𝑎2 + 𝑥2 + 𝑦2 = 24𝑎2.

Đánh giá. Từ (𝑆𝐵 − 𝑆𝐷)2 ≥ 0 ta có (𝑆𝐵 + 𝑆𝐷)2 ≤ 2(𝑆𝐵2 + 𝑆𝐷2) = 48𝑎2, nên 𝑆𝐵 + 𝑆𝐷 ≤ 4𝑎
√

3.
Dấu bằng khi 𝑆𝐵 = 𝑆𝐷, tức 𝑥 = 𝑦 = 2𝑎

√
2 (đáy là hình vuông); khi đó 𝑆𝐵 =

√
4𝑎2 + 8𝑎2 = 2𝑎

√
3.

Tính góc. Áp dụng (2.1) với điểm 𝑆, giao tuyến 𝐵𝐶:

sin 𝜑1 = d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶𝐷))
d(𝑆, 𝐵𝐶) = 2𝑎

2𝑎
√

3 =
√

3
3 .

Đáp số: Giá trị lớn nhất bằng 4𝑎
√

3, đạt khi đáy là hình vuông cạnh 2𝑎
√

2; khi đó sin 𝜑1 =
√

3
3 .
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3
CHƯƠNG

Tìm chân đường cao
Hình chiếu của đỉnh trong ba cấu hình

Kiến thức trọng tâm

Trong chương này, 𝐻 là hình chiếu vuông góc của đỉnh 𝑆 trên mặt phẳng đáy của hình chóp và
ℎ = 𝑆𝐻. Khi xác định được 𝐻, góc giữa mặt bên và đáy, khoảng cách từ 𝑆 đến cạnh đáy và độ dài
𝑆𝐻 đều tính được trong các tam giác vuông có một đỉnh là 𝐻. Công cụ chính là định lí ba đường
vuông góc và hệ thức lượng trong tam giác vuông.

Bài toán gốc

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶. Gọi 𝐾, 𝐻 lần lượt là hình
chiếu vuông góc của 𝑆 trên đường thẳng 𝐴𝐵 và trên
mặt phẳng (𝐴𝐵𝐶), với 𝐻 ∉ 𝐴𝐵. Đặt ℎ = 𝑆𝐻 =
d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)) và 𝑥 = 𝐻𝐾 = d(𝐻, 𝐴𝐵). Khi đó:

• 𝐻𝐾 ⟂ 𝐴𝐵 (định lí ba đường vuông góc);
• góc 𝛽 giữa hai mặt phẳng (𝑆𝐴𝐵) và (𝐴𝐵𝐶) bằng

𝑆𝐾𝐻.

Trong tam giác 𝑆𝐻𝐾 vuông tại 𝐻:

tan 𝛽 = ℎ
𝑥, 𝑆𝐾 = √ℎ2 + 𝑥2 = d(𝑆, 𝐴𝐵).

(3.1)

𝛽

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

𝐻
𝐾

ℎ

𝑥

Ba mẫu thường gặp

Mẫu 1. Đỉnh cách đều. Nếu 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶 thì 𝐻 là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 𝐴𝐵𝐶.
Tổng quát, nếu 𝑆 cách đều một số điểm của mặt đáy thì 𝐻 cách đều các điểm đó, vì 𝑆𝑀2 = ℎ2+𝐻𝑀2

với mọi điểm 𝑀 thuộc mặt đáy.
Mẫu 2. Biết hình chiếu của đỉnh trên một cạnh đáy. Nếu 𝑆𝑀 vuông góc với một cạnh đáy
tại 𝑀 thì 𝐻𝑀 cũng vuông góc với cạnh đó (định lí ba đường vuông góc); 𝐻 nằm trên đường thẳng
qua 𝑀 , vuông góc với cạnh đó, trong mặt đáy. Hai điều kiện như vậy cho hai đường thẳng chứa 𝐻,
và 𝐻 là giao điểm của chúng.
Mẫu 3. Biết góc giữa các mặt bên với đáy. Nếu mặt bên chứa cạnh đáy nằm trên đường thẳng
ℓ𝑖 tạo với đáy góc 𝛽𝑖 thì theo (3.1)

d(𝐻, ℓ𝑖) = ℎ
tan 𝛽𝑖

= ℎ cot 𝛽𝑖.

Ràng buộc hình học của đáy cho phương trình xác định ℎ hoặc góc còn thiếu: khi 𝐻 nằm giữa hai
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cạnh song song thì tổng khoảng cách từ 𝐻 đến hai cạnh đó bằng khoảng cách giữa chúng; khi 𝐻
nằm trong đáy thì tổng diện tích các tam giác có đỉnh 𝐻 bằng diện tích đáy.

Chú ý. Khi 𝐻 nằm trong đa giác đáy lồi, các tam giác có đỉnh 𝐻 và cạnh đối diện là một cạnh đáy
chia đa giác đáy thành các phần không chồng nhau, nên tổng diện tích của chúng bằng diện tích đáy.
Khi 𝐻 nằm ngoài đa giác đáy, số hạng ứng với cạnh mà 𝐻 và đa giác đáy nằm khác phía đối với
đường thẳng chứa cạnh đó mang dấu trừ.

Ví dụ minh hoạ

Ví dụ 3.1

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có đáy 𝐴𝐵𝐶 là tam giác đều cạnh
12, có 𝑆𝑀 ⟂ 𝐴𝐵 tại 𝑀 với 𝐴𝑀 = 3𝑀𝐵, 𝑆𝑁 ⟂ 𝐴𝐶
tại 𝑁 với 𝑁𝐴 = 2𝑁𝐶. Gọi 𝐻 là hình chiếu của 𝑆 trên
(𝐴𝐵𝐶). Xét tính đúng sai của các mệnh đề sau.

a) 𝐻𝑀 ⟂ 𝐴𝐵 và 𝐻𝑁 ⟂ 𝐴𝐶.
b) Tứ giác 𝐴𝑀𝐻𝑁 nội tiếp đường tròn đường kính 𝐴𝐻.
c) 𝐴𝐻 = 4

√
3.

d) Nếu 𝑆𝐴 = 14 thì 𝑆𝐵 = 14,8.

𝑆

𝐴

𝐵
𝐶 𝑀

𝑁
𝐻

Lời giải. Xét 𝑀 thuộc cạnh 𝐴𝐵, 𝑁 thuộc cạnh 𝐴𝐶 như hình. Ta có 𝐴𝑀 = 9, 𝑀𝐵 = 3, 𝐴𝑁 = 8,
𝑀𝐴𝑁 = 60∘.

a) Đúng. Từ 𝑆𝑀 ⟂ 𝐴𝐵 và 𝑆𝐻 ⟂ (𝐴𝐵𝐶), định lí ba đường vuông góc cho 𝐻𝑀 ⟂ 𝐴𝐵; tương tự
𝐻𝑁 ⟂ 𝐴𝐶.

b) Đúng. Ta có 𝐴𝑀𝐻 = 𝐴𝑁𝐻 = 90∘ nên 𝑀 , 𝑁 thuộc đường tròn đường kính 𝐴𝐻, tức tứ giác
𝐴𝑀𝐻𝑁 nội tiếp đường tròn đó.

c) Sai. Ta có 𝑀𝑁2 = 81 + 64 − 2 ⋅ 9 ⋅ 8 ⋅ 1
2 = 73. Tam giác 𝐴𝑀𝑁 nội tiếp đường tròn đường kính

𝐴𝐻, nên theo định lí sin

𝐴𝐻 = 𝑀𝑁
sin 60∘ = 2

√
73√
3 = 2

√
219
3 ≈ 9,87 ≠ 4

√
3.

d) Sai. Các tam giác 𝑆𝑀𝐴, 𝑆𝑀𝐵 vuông tại 𝑀 nên 𝑆𝐴2 = 𝑆𝑀2+𝑀𝐴2 và 𝑆𝐵2 = 𝑆𝑀2+𝑀𝐵2; trừ vế
theo vế được 𝑆𝐴2−𝑆𝐵2 = 𝑀𝐴2−𝑀𝐵2. Do đó 𝑆𝐵2 = 196−81+9 = 124, 𝑆𝐵 = 2

√
31 ≈ 11,14 ≠ 14,8.

Đáp số: a) Đúng; b) Đúng; c) Sai; d) Sai.
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Ví dụ 3.2

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy 𝐴𝐵𝐶𝐷 là hình chữ nhật,
𝐴𝐵 = 6, 𝐵𝐶 = 8, 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 10, 𝑆𝑁 ⟂ 𝐵𝐶 tại 𝑁 với
𝑁𝐵 = 3𝑁𝐶. Gọi 𝐻 là hình chiếu của 𝑆 trên (𝐴𝐵𝐶𝐷).
Xét tính đúng sai của các mệnh đề sau.

a) 𝐻𝑁 ⟂ 𝐵𝐶.
b) 𝐵𝐻 = 3

√
5 và 𝑆𝐻 =

√
55.

c) 𝑆𝐶 = 𝑆𝐷.
d) d(𝐵, (𝑆𝐶𝐷)) = 5,4.

6
8

𝑆

𝐴
𝐵

𝐶𝐷
𝑁𝐻

Lời giải.

a) Đúng. Ta có 𝐵𝐶 ⟂ 𝑆𝐻 (vì 𝑆𝐻 ⟂ (𝐴𝐵𝐶𝐷)) và 𝐵𝐶 ⟂ 𝑆𝑁 , nên 𝐵𝐶 ⟂ (𝑆𝐻𝑁), suy ra 𝐻𝑁 ⟂ 𝐵𝐶.

b) Đúng. Trong mặt đáy, 𝐻𝑁 ⟂ 𝐵𝐶 và 𝐴𝐵 ⟂ 𝐵𝐶 nên 𝐻𝑁 ∥ 𝐴𝐵; do đó 𝐻 cách đường thẳng
𝐴𝐵 một khoảng bằng 𝑁𝐵. Nếu 𝑁 nằm ngoài đoạn 𝐵𝐶 thì 𝑁𝐵 − 𝑁𝐶 = 8, 𝑁𝐵 = 12, khi đó
10 = 𝑆𝐵 > 𝐵𝐻 ≥ 12, vô lí. Vậy 𝑁 thuộc đoạn 𝐵𝐶; từ 𝑁𝐵 = 3𝑁𝐶 và 𝑁𝐵 +𝑁𝐶 = 8 suy ra 𝑁𝐵 = 6,
𝑁𝐶 = 2. Các tam giác vuông 𝑆𝐻𝐴, 𝑆𝐻𝐵 có chung cạnh 𝑆𝐻 và 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵, nên 𝐻𝐴 = 𝐻𝐵: điểm 𝐻
nằm trên đường trung trực của 𝐴𝐵, hình chiếu của 𝐻 trên 𝐴𝐵 cách 𝐵 một đoạn 3. Suy ra

𝐵𝐻2 = 32 + 62 = 45, 𝐵𝐻 = 3
√

5, 𝑆𝐻 =
√

𝑆𝐵2 − 𝐵𝐻2 =
√

100 − 45 =
√

55.

c) Đúng. Đường trung trực của 𝐴𝐵 cũng là đường trung trực của 𝐶𝐷, nên 𝐻𝐶 = 𝐻𝐷 (cụ thể
𝐻𝐶2 = 32 + 22 = 13). Do đó 𝑆𝐶 =

√
𝑆𝐻2 + 𝐻𝐶2 =

√
𝑆𝐻2 + 𝐻𝐷2 = 𝑆𝐷.

d) Sai.

Đưa về khoảng cách từ 𝐻. Gọi 𝑃 , 𝑄 lần lượt là trung điểm
𝐴𝐵, 𝐶𝐷. Đường thẳng 𝑃𝑄 là trung trực của 𝐴𝐵 nên đi qua
𝐻, vuông góc với 𝐶𝐷; 𝑃𝑄 = 8, 𝐻𝑄 = 8−6 = 2. Vì 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷
nên 𝐴𝐵 ∥ (𝑆𝐶𝐷) và d(𝐵, (𝑆𝐶𝐷)) = d(𝑃 , (𝑆𝐶𝐷)). Đường
thẳng 𝑃𝐻 cắt (𝑆𝐶𝐷) tại 𝑄, nên hai đường vuông góc hạ từ
𝑃 , 𝐻 xuống (𝑆𝐶𝐷) cùng với 𝑃𝑄 cho hai tam giác vuông
đồng dạng, suy ra d(𝑃 , (𝑆𝐶𝐷)) = 𝑄𝑃

𝑄𝐻 d(𝐻, (𝑆𝐶𝐷)) =
4 d(𝐻, (𝑆𝐶𝐷)).
Tính khoảng cách từ 𝐻. Ta có 𝐶𝐷 ⟂ 𝐻𝑄, 𝐶𝐷 ⟂ 𝑆𝐻 nên
𝐶𝐷 ⟂ (𝑆𝐻𝑄); kẻ 𝐻𝐾 ⟂ 𝑆𝑄 tại 𝐾 thì 𝐻𝐾 ⟂ 𝐶𝐷, suy ra
𝐻𝐾 ⟂ (𝑆𝐶𝐷). Tam giác 𝑆𝐻𝑄 vuông tại 𝐻 có đường cao
𝐻𝐾: 1

𝐻𝐾2 = 1
𝑆𝐻2 + 1

𝐻𝑄2 = 1
55 + 1

4 = 59
220.

𝑆

𝐴
𝐵

𝐶𝐷
𝐻

𝑃

𝑄
𝐾

Vậy d(𝐵, (𝑆𝐶𝐷)) = 4𝐻𝐾 = 4√220
59 = 8√55

59 ≈ 7,72, khác 5,4.

Đáp số: a) Đúng; b) Đúng; c) Đúng; d) Sai.
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Ví dụ 3.3

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷 và d(𝐴𝐵, 𝐶𝐷) = 8.
Biết góc tạo bởi các mặt phẳng (𝑆𝐴𝐵), (𝑆𝐶𝐷) với đáy
(𝐴𝐵𝐶𝐷) lần lượt bằng 60∘, 45∘ và hình chiếu vuông góc 𝐻
của 𝑆 trên (𝐴𝐵𝐶𝐷) nằm trong tứ giác 𝐴𝐵𝐶𝐷. Xét tính
đúng sai của các mệnh đề sau.

a) d(𝐻, 𝐴𝐵) = 𝑆𝐻 cot 60∘.
b) d(𝐻, 𝐶𝐷) = 𝑆𝐻 cot 30∘.
c) 𝑆𝐻 = 3,46.
d) d(𝐴𝐵, 𝑆𝐶) = 6,2.

𝑆

𝐴 𝐵

𝐶𝐷
𝐻

Lời giải. Gọi 𝑃 , 𝑄 lần lượt là hình chiếu của 𝐻 trên 𝐴𝐵, 𝐶𝐷, đặt ℎ = 𝑆𝐻. Vì 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷 nên 𝑃 ,
𝐻, 𝑄 thẳng hàng, 𝑃 𝑄 ⟂ 𝐴𝐵; 𝐻 nằm trong tứ giác nên 𝐻𝑃 + 𝐻𝑄 = 𝑃𝑄 = 8. Theo (3.1), góc giữa
(𝑆𝐴𝐵) và đáy là 𝑆𝑃 𝐻 = 60∘, góc giữa (𝑆𝐶𝐷) và đáy là 𝑆𝑄𝐻 = 45∘.

a) Đúng. d(𝐻, 𝐴𝐵) = 𝐻𝑃 = ℎ cot 60∘.

b) Sai. d(𝐻, 𝐶𝐷) = 𝐻𝑄 = ℎ cot 45∘ = ℎ, trong khi
ℎ cot 30∘ = ℎ

√
3 ≠ ℎ.

60∘
45∘

8

𝑆

𝑃 𝑄𝐻

𝐽

c) Sai. Từ 𝐻𝑃 + 𝐻𝑄 = 8:

ℎ√
3 + ℎ = 8 ⟺ ℎ = 8

√
3√

3 + 1 = 12 − 4
√

3 ≈ 5,07.

d) Sai. Vì 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷 và 𝐶𝐷 ⊂ (𝑆𝐶𝐷) nên 𝐴𝐵 ∥ (𝑆𝐶𝐷), do đó d(𝐴𝐵, 𝑆𝐶) = d(𝑃 , (𝑆𝐶𝐷)). Ta có
𝐶𝐷 ⟂ 𝑃𝑄, 𝐶𝐷 ⟂ 𝑆𝐻 nên 𝐶𝐷 ⟂ (𝑆𝑃𝑄); kẻ 𝑃𝐽 ⟂ 𝑆𝑄 tại 𝐽 thì 𝑃𝐽 ⟂ (𝑆𝐶𝐷) và

𝑃𝐽 = 𝑃𝑄 sin 𝑆𝑄𝑃 = 8 sin 45∘ = 4
√

2 ≈ 5,66.

Đáp số: a) Đúng; b) Sai; c) Sai; d) Sai.
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Ví dụ 3.4

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có đáy là tam giác vuông cân tại
𝐴 và 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 2. Biết góc tạo bởi các mặt (𝑆𝐴𝐵),
(𝑆𝐵𝐶), (𝑆𝐶𝐴) với đáy lần lượt bằng 60∘, 45∘, 30∘; hình
chiếu 𝐻 của 𝑆 nằm trong tam giác 𝐴𝐵𝐶. Xét tính đúng
sai của các mệnh đề sau.

a) Khoảng cách từ 𝐻 đến 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 lần lượt bằng
𝑆𝐻 cot 60∘, 𝑆𝐻 cot 45∘, 𝑆𝐻 cot 30∘.

b) 𝑆𝐴𝐵𝐶 = 𝑆𝐻𝐴𝐵 + 𝑆𝐻𝐵𝐶 + 𝑆𝐻𝐶𝐴.

c) 𝑆𝐻𝐵𝐶 = 1
2𝐵𝐶 ⋅ 𝑆𝐻 cot 45∘.

d) d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)) = 1,41.

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

𝐻

Lời giải. Đặt ℎ = 𝑆𝐻; gọi 𝑃 , 𝑄, 𝑅 lần lượt là hình chiếu của 𝐻 trên 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴.

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

𝐻𝑃
𝑄

𝑅

a) Đúng. Theo định lí ba đường vuông góc, 𝑆𝑃 ⟂ 𝐴𝐵, nên góc giữa (𝑆𝐴𝐵) và đáy là 𝑆𝑃𝐻 = 60∘

và 𝐻𝑃 = ℎ cot 60∘ theo (3.1); tương tự với 𝑄, 𝑅.

b) Đúng. 𝐻 nằm trong tam giác 𝐴𝐵𝐶 nên ba tam giác 𝐻𝐴𝐵, 𝐻𝐵𝐶, 𝐻𝐶𝐴 chia tam giác 𝐴𝐵𝐶
thành ba phần không chồng nhau.

c) Đúng. 𝑆𝐻𝐵𝐶 = 1
2𝐵𝐶 ⋅ 𝐻𝑄 = 1

2𝐵𝐶 ⋅ ℎ cot 45∘.

d) Sai. Ta có 𝐵𝐶 = 2
√

2, 𝑆𝐴𝐵𝐶 = 2. Thay các khoảng cách ở ý a) vào đẳng thức diện tích ở ý b):

1
2 ⋅ 2 ⋅ ℎ√

3 + 1
2 ⋅ 2

√
2 ⋅ ℎ + 1

2 ⋅ 2 ⋅ ℎ
√

3 = 2 ⟺ ℎ( 4√
3 +

√
2) = 2 ⟺ ℎ = 4

√
3 − 3

√
2

5 ≈ 0,54 ≠ 1,41.

Đáp số: a) Đúng; b) Đúng; c) Đúng; d) Sai.
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Ví dụ 3.5

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có đáy 𝐴𝐵𝐶 là tam giác đều cạnh
2, 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 4, hình chiếu vuông góc của 𝑆 trên cạnh
𝐴𝐶 là điểm 𝑀 với 𝑀𝐴 = 2𝑀𝐶. Tính chiều cao của hình
chóp (làm tròn đến hàng phần mười).

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶𝐻𝐼
𝑀

Lời giải. Gọi 𝐻 là hình chiếu của 𝑆 trên (𝐴𝐵𝐶) và 𝐼 là trung điểm của 𝐴𝐵.
Xác định chân đường cao. Vì 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 nên 𝐻𝐴 = 𝐻𝐵 (Mẫu 1), tức 𝐻 thuộc đường trung trực của
𝐴𝐵, là đường thẳng qua 𝐼 vuông góc với 𝐴𝐵. Vì 𝑆𝑀 ⟂ 𝐴𝐶 nên 𝐻𝑀 ⟂ 𝐴𝐶 (định lí ba đường vuông
góc). Vậy 𝐻 là giao điểm của đường thẳng qua 𝐼 vuông góc với 𝐴𝐵 và đường thẳng qua 𝑀 vuông
góc với 𝐴𝐶.
Tính 𝐴𝐻. Hai góc 𝐴𝐼𝐻, 𝐴𝑀𝐻 vuông nên 𝐼 , 𝑀 thuộc đường tròn đường kính 𝐴𝐻. Tam giác 𝐴𝐼𝑀
có 𝐼𝐴𝑀 = 𝐵𝐴𝐶 = 60∘ và nội tiếp đường tròn đó, nên theo định lí sin 𝐴𝐻 = 𝐼𝑀

sin 60∘ . Với 𝐴𝐼 = 1,

𝐴𝑀 = 4
3 :

𝐼𝑀2 = 1 + 16
9 − 2 ⋅ 1 ⋅ 4

3 ⋅ 1
2 = 13

9 , 𝐴𝐻2 = 𝐼𝑀2

sin2 60∘ = 13
9 ⋅ 4

3 = 52
27 .

Tính chiều cao. Ta có

𝑆𝐻 =
√

𝑆𝐴2 − 𝐴𝐻2 = √16 − 52
27 = √380

27 = 2
√

285
9 ≈ 3,752.

Vậy chiều cao của hình chóp xấp xỉ 3,8.

Đáp số: 3,8.

Ví dụ 3.6

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có đáy là tam giác vuông tại 𝐴,
𝐴𝐵 = 3

√
3, 𝐴𝐶 = 3; hình chiếu vuông góc của 𝑆 trên

cạnh 𝐴𝐶 là trung điểm 𝑀 của 𝐴𝐶; 𝑆𝐴 = 3
√

2, 𝑆𝐵 =
3
√

3. Tính chiều cao của hình chóp (làm tròn đến hàng
phần mười).

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶
𝑀

Lời giải. Gọi 𝐻 là hình chiếu của 𝑆 trên (𝐴𝐵𝐶). Vì 𝑆𝑀 ⟂ 𝐴𝐶 nên 𝐻𝑀 ⟂ 𝐴𝐶 (định lí ba đường
vuông góc); do 𝐴𝐵 ⟂ 𝐴𝐶 nên 𝐻𝑀 ∥ 𝐴𝐵. Gọi 𝐾 là hình chiếu của 𝐻 trên 𝐴𝐵 thì 𝐴𝑀𝐻𝐾 là hình
chữ nhật; đặt 𝑚 = 𝐴𝐾 = 𝑀𝐻.
Xác định chân đường cao. Ta có 𝑆𝐴2 = 𝑆𝐻2 + 𝐻𝐴2, 𝑆𝐵2 = 𝑆𝐻2 + 𝐻𝐵2 và 𝐻𝐴2 = 𝐻𝐾2 + 𝐾𝐴2,
𝐻𝐵2 = 𝐻𝐾2 + 𝐾𝐵2, nên 𝐾𝐵2 − 𝐾𝐴2 = 𝐻𝐵2 − 𝐻𝐴2 = 𝑆𝐵2 − 𝑆𝐴2 = 27 − 18 = 9. Nếu 𝐾 thuộc
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tia đối của tia 𝐴𝐵 thì 𝐾𝐵2 − 𝐾𝐴2 = (3
√

3 + 𝑚)2 − 𝑚2 ≥ 27, vô lí. Vậy 𝐾 thuộc tia 𝐴𝐵 và

𝐾𝐵2 − 𝐾𝐴2 = (3
√

3 − 𝑚)2 − 𝑚2 = 27 − 6
√

3 𝑚 = 9, suy ra 𝑚 =
√

3.

Tính chiều cao. 𝐴𝐻2 = 𝐴𝑀2 + 𝑀𝐻2 = 9
4 + 3 = 21

4 , nên

𝑆𝐻 =
√

𝑆𝐴2 − 𝐴𝐻2 = √18 − 21
4 =

√
51
2 ≈ 3,57.

Vậy chiều cao của hình chóp xấp xỉ 3,6.

Đáp số: 3,6.

Ví dụ 3.7

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có đáy 𝐴𝐵𝐶 là tam giác đều cạnh
2. Biết 𝑆𝐵𝐴 = 𝑆𝐶𝐴 = 90∘, 𝑆𝐴 = 4. Tính d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶))
(làm tròn đến hàng phần trăm).

𝑆

𝐴
𝐵

𝐶 𝐻

Lời giải. Xác định chân đường cao. Gọi 𝐻 là hình chiếu của 𝑆 trên (𝐴𝐵𝐶). Từ 𝑆𝐵 ⟂ 𝐴𝐵 suy ra
𝐻𝐵 ⟂ 𝐴𝐵, từ 𝑆𝐶 ⟂ 𝐴𝐶 suy ra 𝐻𝐶 ⟂ 𝐴𝐶 (định lí ba đường vuông góc). Hai điểm 𝐵, 𝐶 nhìn 𝐴𝐻
dưới góc vuông nên 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐻 cùng thuộc đường tròn đường kính 𝐴𝐻; đó là đường tròn ngoại tiếp
tam giác đều 𝐴𝐵𝐶, bán kính 𝑅 = 2√

3 . Suy ra 𝐴𝐻 = 2𝑅 = 4√
3 và 𝐻 nằm ngoài tam giác 𝐴𝐵𝐶.

Tính khoảng cách. Ta có

d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)) = 𝑆𝐻 =
√

𝑆𝐴2 − 𝐴𝐻2 = √16 − 16
3 = 4

√
6

3 ≈ 3,27.

Vậy d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)) ≈ 3,27.

Đáp số: 3,27.
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Ví dụ 3.8

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có 𝑆𝐵𝐴 = 𝑆𝐶𝐴 = 90∘, đáy 𝐴𝐵𝐶
là tam giác đều cạnh 3. Biết góc giữa (𝑆𝐴𝐵) và (𝐴𝐵𝐶)
bằng 60∘. Tính d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)).

𝑆

𝐴
𝐵

𝐶

Lời giải. Gọi 𝐻 là hình chiếu của 𝑆 trên (𝐴𝐵𝐶). Như Ví
dụ 3.7, 𝐻𝐵 ⟂ 𝐴𝐵, 𝐻𝐶 ⟂ 𝐴𝐶 và 𝐴𝐻 là đường kính của
đường tròn ngoại tiếp tam giác 𝐴𝐵𝐶. Tam giác đều cạnh 3
có 𝑅 =

√
3, nên 𝐴𝐻 = 2𝑅 = 2

√
3 và 𝐻𝐵 =

√
𝐴𝐻2 − 𝐴𝐵2 =√

12 − 9 =
√

3.
Ta có 𝐴𝐵 ⟂ 𝐻𝐵, 𝐴𝐵 ⟂ 𝑆𝐵, nên góc giữa (𝑆𝐴𝐵) và (𝐴𝐵𝐶)
bằng 𝑆𝐵𝐻 = 60∘. Tam giác 𝑆𝐻𝐵 vuông tại 𝐻, do đó

d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)) = 𝑆𝐻 = 𝐻𝐵 tan 60∘ =
√

3 ⋅
√

3 = 3. 60∘

𝑆

𝐴
𝐵

𝐶 𝐻

Đáp số: d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)) = 3.

Ví dụ 3.9

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy là tứ giác với 𝐴𝐵 ∥
𝐶𝐷, d(𝐴𝐵, 𝐶𝐷) = 6, góc giữa (𝑆𝐴𝐵), (𝑆𝐶𝐷) với
đáy lần lượt bằng 60∘, 30∘. Biết hình chiếu của
𝑆 nằm trong tứ giác 𝐴𝐵𝐶𝐷. Tính d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶𝐷))
(làm tròn đến hàng phần mười).

𝑆

𝐴
𝐵

𝐶𝐷
𝐻

𝑃

𝑄

Lời giải. Gọi 𝐻 là hình chiếu của 𝑆 trên (𝐴𝐵𝐶𝐷), ℎ = 𝑆𝐻. Đường thẳng qua 𝐻 vuông góc với 𝐴𝐵
cắt 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 lần lượt tại 𝑃 , 𝑄; vì 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷 nên 𝑃𝑄 ⟂ 𝐶𝐷, và vì 𝐻 nằm trong tứ giác nên 𝐻 thuộc
đoạn 𝑃𝑄, 𝑃𝑄 = 6.
Đổi góc thành khoảng cách. Theo (3.1), góc giữa (𝑆𝐴𝐵) và đáy là 𝑆𝑃𝐻 = 60∘, góc giữa (𝑆𝐶𝐷) và
đáy là 𝑆𝑄𝐻 = 30∘, nên 𝐻𝑃 = ℎ cot 60∘ = ℎ√

3 , 𝐻𝑄 = ℎ cot 30∘ = ℎ
√

3.
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Lập phương trình theo ℎ. Vì 𝐻 thuộc đoạn 𝑃𝑄 nên

𝐻𝑃 + 𝐻𝑄 = 6 ⟺ ℎ( 1√
3 +

√
3) = 6 ⟺ 4ℎ√

3 = 6 ⟺ ℎ = 3
√

3
2 ≈ 2,6.

Vậy d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶𝐷)) ≈ 2,6.

Đáp số: 2,6.

Ví dụ 3.10

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy 𝐴𝐵𝐶𝐷 là hình vuông. Biết các mặt (𝑆𝐴𝐵), (𝑆𝐵𝐶), (𝑆𝐶𝐷),
(𝑆𝐷𝐴) tạo với đáy các góc lần lượt bằng 60∘, 45∘, 30∘, 𝜃 và hình chiếu của 𝑆 trên mặt đáy nằm
trong hình vuông. Tính 𝜃 (làm tròn đến hàng phần mười).

Lời giải. Gọi 𝑎 là cạnh hình vuông, 𝐻 là hình chiếu của 𝑆 trên đáy, ℎ = 𝑆𝐻.

Khoảng cách từ 𝐻 đến bốn cạnh. Gọi 𝑃 , 𝑄, 𝑅, 𝑇 là hình
chiếu của 𝐻 trên 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐴. Theo (3.1):

𝐻𝑃 = ℎ cot 60∘, 𝐻𝑄 = ℎ cot 45∘,
𝐻𝑅 = ℎ cot 30∘, 𝐻𝑇 = ℎ cot 𝜃.

Lập hệ thức. Vì 𝐻 nằm trong hình vuông, 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷
và 𝐵𝐶 ∥ 𝐷𝐴 nên 𝐻 thuộc đoạn 𝑃𝑅 và đoạn 𝑄𝑇 , với
𝑃𝑅 = 𝑄𝑇 = 𝑎: 𝐻𝑃 + 𝐻𝑅 = 𝑎 và 𝐻𝑄 + 𝐻𝑇 = 𝑎.

𝑆

𝐴
𝐵

𝐶
𝐷

𝐻
𝑃 𝑄

𝑅
𝑇

Giải. Từ ℎ(cot 60∘ + cot 30∘) = 𝑎:

ℎ( 1√
3 +

√
3) = 𝑎 ⟺ 4ℎ√

3 = 𝑎 ⟺ ℎ = 𝑎
√

3
4 .

Từ ℎ(cot 45∘ + cot 𝜃) = 𝑎:

cot 𝜃 = 𝑎
ℎ − 1 = 4√

3 − 1 = 4
√

3 − 3
3 ≈ 1,3094.

Vậy 𝜃 ≈ 37,4∘.

Đáp số: 𝜃 ≈ 37,4∘.
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Ví dụ 3.11

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có 𝐴𝑆𝐵 = 70∘, 𝐵𝑆𝐶 = 50∘,
𝐶𝑆𝐴 = 60∘. Xác định số đo góc nhị diện [𝐴, 𝑆𝐵, 𝐶] (làm
tròn đến độ).

70∘ 50∘

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

Lời giải. Áp dụng công thức (5.1) của Chương 5 cho cạnh 𝑆𝐵: góc ở đỉnh đối cạnh 𝑆𝐵 (không chứa
𝑆𝐵) là 𝐴𝑆𝐶 = 60∘, hai góc kề cạnh 𝑆𝐵 là 𝐴𝑆𝐵 = 70∘ và 𝐵𝑆𝐶 = 50∘. Ta có

cos[𝐴, 𝑆𝐵, 𝐶] = cos 60∘ − cos 70∘ cos 50∘

sin 70∘ sin 50∘ ≈ 0,5 − 0,2198
0,7198 ≈ 0,3892.

Suy ra [𝐴, 𝑆𝐵, 𝐶] ≈ 67,1∘. Vậy số đo góc nhị diện [𝐴, 𝑆𝐵, 𝐶] xấp xỉ 67∘.

Đáp số: [𝐴, 𝑆𝐵, 𝐶] ≈ 67∘.

Ví dụ 3.12

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có 𝐴𝑆𝐵 = 60∘, 𝐵𝑆𝐶 = 135∘,
𝐶𝑆𝐴 = 120∘. Xác định số đo góc nhị diện [𝐴, 𝑆𝐵, 𝐶]
(làm tròn đến độ). 60∘

135∘

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

Lời giải. Áp dụng công thức (5.1) cho cạnh 𝑆𝐵: góc đối cạnh 𝑆𝐵 là 𝐴𝑆𝐶 = 120∘, hai góc kề cạnh
𝑆𝐵 là 𝐴𝑆𝐵 = 60∘ và 𝐵𝑆𝐶 = 135∘:

cos[𝐴, 𝑆𝐵, 𝐶] = cos 120∘ − cos 60∘ cos 135∘

sin 60∘ sin 135∘ ≈ −0,5 + 0,3536
0,6124 ≈ −0,2391.

Côsin âm nên góc nhị diện tù, [𝐴, 𝑆𝐵, 𝐶] ≈ 103,8∘. Vậy số đo góc nhị diện [𝐴, 𝑆𝐵, 𝐶] xấp xỉ 104∘.

Đáp số: [𝐴, 𝑆𝐵, 𝐶] ≈ 104∘.
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Bài tập vận dụng cao

Câu 3.1

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy 𝐴𝐵𝐶𝐷 là hình vuông cạnh
6, hình chiếu vuông góc 𝐻 của 𝑆 trên mặt đáy nằm trong
hình vuông và 𝑆𝐻 = 3. Gọi 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 lần lượt là góc giữa
các mặt (𝑆𝐴𝐵), (𝑆𝐵𝐶), (𝑆𝐶𝐷), (𝑆𝐷𝐴) với mặt đáy. Xét
tính đúng sai của các mệnh đề sau.

a) Luôn có cot 𝛼 + cot 𝛾 = 2.
b) Nếu 𝛼 = 30∘ thì 𝛾 = 60∘.
c) Có thể xảy ra 𝛼 = 20∘.
d) Giá trị nhỏ nhất của tan 𝛼 + tan 𝛾 bằng 2.

6

3

𝑆

𝐴 𝐵

𝐶𝐷

𝐻

Lời giải. Gọi 𝑃 , 𝑅 là hình chiếu của 𝐻 trên 𝐴𝐵, 𝐶𝐷; đặt 𝑢 = 𝐻𝑃 , 𝑣 = 𝐻𝑅. Do 𝐻 nằm trong hình
vuông, 𝑢 > 0, 𝑣 > 0, 𝑢 + 𝑣 = 6. Theo (3.1): cot 𝛼 = 𝑢

3 , cot 𝛾 = 𝑣
3 .

a) Đúng. cot 𝛼 + cot 𝛾 = 𝑢 + 𝑣
3 = 2 với mọi vị trí của 𝐻.

b) Sai. cot 𝛾 = 2 − cot 30∘ = 2 −
√

3, nên tan 𝛾 = 1
2 −

√
3 = 2 +

√
3, tức 𝛾 = 75∘ (cấu hình có thật vì

𝑢 = 3 cot 30∘ = 3
√

3 < 6).

c) Sai. Ta có 𝑢 < 6 nên cot 𝛼 < 2, trong khi cot 20∘ ≈ 2,75 > 2.

d) Đúng. tan 𝛼+tan 𝛾 = 3
𝑢 + 3

𝑣 = 3(𝑢 + 𝑣)
𝑢𝑣 = 18

𝑢𝑣 . Theo bất đẳng thức AM – GM, 𝑢𝑣 ≤ (𝑢 + 𝑣
2 )

2
= 9,

nên tan 𝛼 + tan 𝛾 ≥ 2; dấu bằng khi 𝑢 = 𝑣 = 3, tức 𝐻 nằm trên đường thẳng nối trung điểm 𝐴𝐷 và
𝐵𝐶.

Đáp số: a) Đúng; b) Sai; c) Sai; d) Đúng.

Câu 3.2

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có đáy là tam giác đều cạnh 6
√

3
và 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶 = 10. Tính d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)), tang của
góc giữa một mặt bên với mặt đáy và số đo góc giữa cạnh
bên 𝑆𝐴 với mặt đáy.

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

𝐻
𝑀

Lời giải. Gọi 𝐻 là hình chiếu của 𝑆 trên (𝐴𝐵𝐶) và 𝑀 là trung điểm của 𝐴𝐵. Vì 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶
nên 𝐻 là tâm của tam giác đều 𝐴𝐵𝐶. Đường cao của tam giác 𝐴𝐵𝐶 là 𝐶𝑀 = 6

√
3 ⋅

√
3

2 = 9, nên
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𝐻𝐴 = 2
3𝐶𝑀 = 6 và 𝐻𝑀 = 1

3𝐶𝑀 = 3. Suy ra

d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)) = 𝑆𝐻 =
√

𝑆𝐴2 − 𝐻𝐴2 =
√

100 − 36 = 8.

Vì 𝐻𝑀 ⟂ 𝐴𝐵 nên theo (3.1), góc giữa (𝑆𝐴𝐵) và (𝐴𝐵𝐶) bằng 𝑆𝑀𝐻, với tan 𝑆𝑀𝐻 = 𝑆𝐻
𝐻𝑀 = 8

3 .
Điểm 𝐻 cách đều ba cạnh đáy nên ba mặt bên tạo với đáy cùng một góc.

Góc giữa 𝑆𝐴 và (𝐴𝐵𝐶) bằng 𝑆𝐴𝐻, với cos 𝑆𝐴𝐻 = 𝐻𝐴
𝑆𝐴 = 3

5 , nên 𝑆𝐴𝐻 ≈ 53,13∘.

Đáp số: d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)) = 8; tan 𝑆𝑀𝐻 = 8
3 ; 𝑆𝐴𝐻 ≈ 53,13∘.

Câu 3.3

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy 𝐴𝐵𝐶𝐷 là hình chữ nhật,
𝐴𝐵 = 6, 𝐵𝐶 = 8, hình chiếu vuông góc 𝐻 của 𝑆 trên mặt
đáy nằm trong đáy và 𝑆𝐻 = 6. Gọi 𝛽1, 𝛽3 lần lượt là góc
giữa (𝑆𝐴𝐵), (𝑆𝐶𝐷) với mặt đáy. Tìm giá trị nhỏ nhất của
tan 𝛽1 + tan 𝛽3 và cho biết khi đó 𝛽1 bằng bao nhiêu.

6
8

6

𝑆

𝐴 𝐵

𝐶𝐷
𝐻

Lời giải. Gọi 𝑃 , 𝑅 là hình chiếu của 𝐻 trên 𝐴𝐵, 𝐶𝐷; đặt 𝑢 = 𝐻𝑃 , 𝑣 = 𝐻𝑅. Do 𝐻 nằm trong đáy,
𝑢 + 𝑣 = 𝐵𝐶 = 8. Theo (3.1):

tan 𝛽1 + tan 𝛽3 = 6
𝑢 + 6

𝑣 = 6(𝑢 + 𝑣)
𝑢𝑣 = 48

𝑢𝑣 .

Theo bất đẳng thức AM – GM, 𝑢𝑣 ≤ (𝑢 + 𝑣
2 )

2
= 16, nên tan 𝛽1+tan 𝛽3 ≥ 3; dấu bằng khi 𝑢 = 𝑣 = 4,

tức 𝐻 cách đều 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷. Khi đó tan 𝛽1 = 6
4 = 3

2 , suy ra 𝛽1 ≈ 56,31∘.

Đáp số: Giá trị nhỏ nhất bằng 3; khi đó 𝛽1 ≈ 56,31∘.

Câu 3.4

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có đáy là tam giác đều cạnh 6, hình
chiếu vuông góc 𝐻 của 𝑆 trên mặt đáy nằm trong tam giác
𝐴𝐵𝐶 và 𝑆𝐻 = 3. Gọi 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3 lần lượt là góc giữa ba
mặt bên (𝑆𝐴𝐵), (𝑆𝐵𝐶), (𝑆𝐶𝐴) với mặt đáy. Tìm giá trị
nhỏ nhất của tích tan 𝛽1 ⋅ tan 𝛽2 ⋅ tan 𝛽3.

6

𝑆

𝐴 𝐵

𝐶

𝐻

Lời giải. Đặt 𝑥, 𝑦, 𝑧 lần lượt là khoảng cách từ 𝐻 đến 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴. Theo (3.1), tan 𝛽1 = 3
𝑥 ,

tan 𝛽2 = 3
𝑦 , tan 𝛽3 = 3

𝑧 , nên

tan 𝛽1 tan 𝛽2 tan 𝛽3 = 27
𝑥𝑦𝑧 .
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Lập ràng buộc. Vì 𝐻 nằm trong tam giác nên 𝑆𝐻𝐴𝐵+𝑆𝐻𝐵𝐶 +𝑆𝐻𝐶𝐴 = 𝑆𝐴𝐵𝐶, tức 6
2(𝑥+𝑦+𝑧) = 36

√
3

4 ,
suy ra 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3

√
3.

Đánh giá. Theo bất đẳng thức AM – GM cho ba số dương, 𝑥𝑦𝑧 ≤ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧
3 )

3
= (

√
3)3 = 3

√
3. Do

đó
tan 𝛽1 tan 𝛽2 tan 𝛽3 ≥ 27

3
√

3 = 3
√

3 ≈ 5,20.

Dấu bằng khi 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 =
√

3, tức 𝐻 là tâm tam giác đều; khi đó ba mặt bên cùng tạo với đáy góc
60∘.

Đáp số: Giá trị nhỏ nhất bằng 3
√

3 ≈ 5,20.
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4
CHƯƠNG

Ba con đường tới thể tích
Thể tích tứ diện không cần đường cao

Kiến thức trọng tâm

Ngoài công thức 𝑉 = 1
3𝑆đáy ⋅ ℎ, thể tích tứ diện còn tính được theo một cặp cạnh đối, theo tỉ lệ các

đoạn lấy trên một cặp cạnh đối, hoặc theo ba cạnh và ba góc ở một đỉnh.

Ba công thức thể tích

1. Thể tích theo cặp cạnh đối. Với tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷, gọi 𝜑 là góc giữa hai đường thẳng 𝐴𝐵,
𝐶𝐷 và 𝑑 = d(𝐴𝐵, 𝐶𝐷):

𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 = 1
6 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 ⋅ 𝑑 ⋅ sin 𝜑. (4.1)

2. Tỉ số thể tích khi lấy đoạn trên cặp cạnh đối. Nếu 𝑀 , 𝑁 thuộc đường thẳng 𝐴𝐵 và
𝑃 , 𝑄 thuộc đường thẳng 𝐶𝐷 (𝑀 ≠ 𝑁 , 𝑃 ≠ 𝑄) thì

𝑉𝑀𝑁𝑃𝑄
𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷

= 𝑀𝑁 ⋅ 𝑃𝑄
𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 . (4.2)

3. Thể tích chóp theo ba cạnh chung đỉnh và ba góc ở đỉnh. Với hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có
𝑆𝐴 = 𝑎, 𝑆𝐵 = 𝑏, 𝑆𝐶 = 𝑐 và 𝛼 = 𝐵𝑆𝐶, 𝛽 = 𝐶𝑆𝐴, 𝛾 = 𝐴𝑆𝐵:

𝑉 = 𝑎𝑏𝑐
6 √1 − cos2 𝛼 − cos2 𝛽 − cos2 𝛾 + 2 cos 𝛼 cos 𝛽 cos 𝛾. (4.3)

Chứng minh. Công thức (4.1). Qua mỗi cạnh của tứ diện
𝐴𝐵𝐶𝐷 dựng mặt phẳng song song với cạnh đối diện. Mặt
phẳng qua 𝐴𝐵 song song với 𝐶𝐷 và mặt phẳng qua 𝐶𝐷
song song với 𝐴𝐵 song song với nhau; hai cặp cạnh đối
còn lại cũng vậy. Ba cặp mặt phẳng song song đó tạo
thành hình hộp 𝐴𝐸𝐵𝐹.𝐺𝐶𝐾𝐷 (hình bên), mỗi cạnh
của tứ diện là đường chéo của một mặt hộp; 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 là
đường chéo của hai mặt đáy 𝐴𝐸𝐵𝐹 , 𝐺𝐶𝐾𝐷.
Hình hộp gồm tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 và bốn tứ diện góc 𝐶.𝐸𝐴𝐵,
𝐷.𝐹𝐴𝐵, 𝐴.𝐺𝐶𝐷, 𝐵.𝐾𝐶𝐷. Mỗi tứ diện góc có đáy là
một nửa mặt đáy của hộp và có chiều cao bằng chiều
cao của hộp, nên có thể tích 1

3 ⋅ 1
2𝑉hộp = 1

6𝑉hộp. Do đó
𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝑉hộp − 4 ⋅ 1

6𝑉hộp = 1
3𝑉hộp.

𝐴 𝐸

𝐵𝐹

𝐺 𝐶

𝐾𝐷

Hình bình hành 𝐴𝐸𝐵𝐹 có hai đường chéo 𝐴𝐵, 𝐸𝐹 ; tứ giác 𝐸𝐶𝐷𝐹 là hình bình hành nên 𝐸𝐹 ∥ 𝐶𝐷,
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𝐸𝐹 = 𝐶𝐷, suy ra góc giữa 𝐴𝐵, 𝐸𝐹 bằng 𝜑 và 𝑆𝐴𝐸𝐵𝐹 = 1
2𝐴𝐵 ⋅ 𝐸𝐹 sin 𝜑 = 1

2𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 sin 𝜑. Hai mặt
đáy song song lần lượt chứa 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 nên chiều cao của hộp bằng d(𝐴𝐵, 𝐶𝐷) = 𝑑. Vậy

𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 = 1
3𝑆𝐴𝐸𝐵𝐹 ⋅ 𝑑 = 1

3 ⋅ 1
2𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 sin 𝜑 ⋅ 𝑑 = 1

6 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 ⋅ 𝑑 ⋅ sin 𝜑,

đó là (4.1).
Công thức (4.2). Hai tứ diện 𝑀𝑁𝑃 𝑄 và 𝐴𝐵𝐶𝐷 có cùng khoảng cách 𝑑 và cùng góc 𝜑 giữa cặp cạnh
đối (đường thẳng 𝑀𝑁 trùng 𝐴𝐵, đường thẳng 𝑃𝑄 trùng 𝐶𝐷). Áp dụng (4.1) cho hai tứ diện rồi
chia vế theo vế được (4.2); thể tích 𝑉𝑀𝑁𝑃𝑄 chỉ phụ thuộc độ dài 𝑀𝑁 , 𝑃𝑄, không phụ thuộc vị trí
của hai đoạn đó trên hai đường thẳng.
Công thức (4.3). Gọi ⃗𝑒1, ⃗𝑒2, ⃗𝑒3 là các vectơ đơn vị cùng hướng với ⃗𝑆𝐴, ⃗𝑆𝐵, ⃗𝑆𝐶; khi đó ⃗𝑒2 ⋅ ⃗𝑒3 = cos 𝛼,

⃗𝑒3 ⋅ ⃗𝑒1 = cos 𝛽, ⃗𝑒1 ⋅ ⃗𝑒2 = cos 𝛾. Lấy 𝐴′ trên tia 𝑆𝐴 với 𝑆𝐴′ = 1 và gọi 𝐻 là hình chiếu của 𝐴′ trên
(𝑆𝐵𝐶). Vì 𝐻 ∈ (𝑆𝐵𝐶) nên ⃗𝑆𝐻 = 𝑥 ⃗𝑒2 + 𝑦 ⃗𝑒3, do đó ⃗𝐻𝐴′ = ⃗𝑒1 − 𝑥 ⃗𝑒2 − 𝑦 ⃗𝑒3. Hai điều kiện ⃗𝐻𝐴′ ⋅ ⃗𝑒2 = 0,

⃗𝐻𝐴′ ⋅ ⃗𝑒3 = 0 cho

{𝑥 + 𝑦 cos 𝛼 = cos 𝛾
𝑥 cos 𝛼 + 𝑦 = cos 𝛽

⇒ 𝑥 = cos 𝛾 − cos 𝛼 cos 𝛽
sin2 𝛼

, 𝑦 = cos 𝛽 − cos 𝛼 cos 𝛾
sin2 𝛼

.

Vì ⃗𝐻𝐴′ vuông góc với ⃗𝑒2 và ⃗𝑒3 nên

𝐴′𝐻2 = ⃗𝐻𝐴′ ⋅ ⃗𝑒1 = 1 − 𝑥 cos 𝛾 − 𝑦 cos 𝛽

= 1 − cos2 𝛼 − cos2 𝛽 − cos2 𝛾 + 2 cos 𝛼 cos 𝛽 cos 𝛾
sin2 𝛼

= 𝑊
sin2 𝛼

,

với 𝑊 là biểu thức dưới căn của (4.3). Ba điểm 𝑆, 𝐴′, 𝐴 thẳng hàng nên

d(𝐴, (𝑆𝐵𝐶)) = 𝑆𝐴
𝑆𝐴′ ⋅ 𝐴′𝐻 = 𝑎

√
𝑊

sin 𝛼 , 𝑉 = 1
3 ⋅ 1

2𝑏𝑐 sin 𝛼 ⋅ 𝑎
√

𝑊
sin 𝛼 = 𝑎𝑏𝑐

6
√

𝑊.

Ví dụ minh hoạ

Ví dụ 4.1

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 = 6, d(𝐴𝐵, 𝐶𝐷) = 2,
góc giữa 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷 bằng 60∘. Tính thể tích tứ diện (làm
tròn đến hàng phần mười).

𝐴
𝐵

𝐶

𝐷

𝑃

𝑄

Lời giải. Trên hình, 𝑃𝑄 là đoạn vuông góc chung của 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 và 𝑃𝑄 = d(𝐴𝐵, 𝐶𝐷) = 2. Theo (4.1),

𝑉 = 1
6 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 ⋅ d(𝐴𝐵, 𝐶𝐷) ⋅ sin 60∘ = 1

6 ⋅ 6 ⋅ 2 ⋅
√

3
2 =

√
3 ≈ 1,7.

Đáp số: 𝑉 =
√

3 ≈ 1,7.
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Ví dụ 4.2

Trên hai đường thẳng Δ1, Δ2 vuông góc với nhau và chéo
nhau, lấy đoạn 𝐴𝐵 trên Δ1 và đoạn 𝑀𝑁 trên Δ2 sao cho
𝐴𝐵 = 2𝑀𝑁 = 4. Biết thể tích tứ diện 𝐴𝐵𝑀𝑁 bằng 6. Tính
khoảng cách giữa Δ1 và Δ2.

𝐴

𝐵

𝑀𝑁

𝑃

𝑄

Lời giải. Ta có 𝐴𝐵 = 4, 𝑀𝑁 = 2 và góc giữa hai đường thẳng 𝐴𝐵, 𝑀𝑁 bằng 90∘. Gọi 𝑑 =
d(Δ1, Δ2) = d(𝐴𝐵, 𝑀𝑁). Áp dụng (4.1) cho tứ diện 𝐴𝐵𝑀𝑁 với cặp cạnh đối 𝐴𝐵, 𝑀𝑁 :

6 = 1
6 ⋅ 4 ⋅ 2 ⋅ 𝑑 ⋅ sin 90∘ = 4𝑑

3 ⟺ 𝑑 = 18
4 = 4,5.

Đáp số: d(Δ1, Δ2) = 4,5.

Ví dụ 4.3

Cho tứ diện đều 𝐴𝐵𝐶𝐷 có thể tích bằng 2
√

2
3 . Trên cạnh

𝐴𝐵 lấy hai điểm 𝑀 , 𝑁 ; trên cạnh 𝐶𝐷 lấy hai điểm 𝑃 , 𝑄
sao cho 𝑀𝑁 ⋅ 𝑃 𝑄 = 2. Tính thể tích tứ diện 𝑀𝑁𝑃𝑄 (làm
tròn đến hàng phần mười).

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝑀

𝑃

𝑄
𝑁

Lời giải. Tứ diện đều cạnh 𝑎 có thể tích 𝑎3√
2

12 . Từ 𝑎3√
2

12 = 2
√

2
3 suy ra 𝑎3 = 8, 𝑎 = 2, nên 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 = 4.

Các điểm tồn tại vì 𝑀𝑁 , 𝑃𝑄 chỉ cần không vượt quá 2 (chẳng hạn 𝑀𝑁 = 𝑃𝑄 =
√

2). Theo (4.2):

𝑉𝑀𝑁𝑃𝑄 = 𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 ⋅ 𝑀𝑁 ⋅ 𝑃𝑄
𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 = 2

√
2

3 ⋅ 2
4 =

√
2

3 ≈ 0,5.

Đáp số: 𝑉𝑀𝑁𝑃𝑄 =
√

2
3 ≈ 0,5.
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Ví dụ 4.4

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có thể tích bằng 18, trong đó 𝐶𝐷 ≤
2𝐴𝐵 và 𝐴𝐵 ≤ 3𝐶𝐷. Trên cạnh 𝐴𝐵 lấy hai điểm 𝑀 , 𝑁 ;
trên cạnh 𝐶𝐷 lấy hai điểm 𝑃 , 𝑄 sao cho 𝐶𝐷 = 2𝑀𝑁 ,
𝐴𝐵 = 3𝑃𝑄. Tính thể tích tứ diện 𝑀𝑁𝑃𝑄.

𝐴

𝐵
𝐶

𝐷

𝑀

𝑃 𝑄

𝑁

Lời giải. Ta có 𝑀𝑁 = 𝐶𝐷
2 ≤ 𝐴𝐵 và 𝑃𝑄 = 𝐴𝐵

3 ≤ 𝐶𝐷, nên các điểm 𝑀 , 𝑁 , 𝑃 , 𝑄 tồn tại. Theo (4.2):

𝑉𝑀𝑁𝑃𝑄
𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷

= 𝑀𝑁 ⋅ 𝑃𝑄
𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 =

𝐶𝐷
2 ⋅ 𝐴𝐵

3
𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 = 1

6.

Vậy 𝑉𝑀𝑁𝑃𝑄 = 18
6 = 3.

Đáp số: 𝑉𝑀𝑁𝑃𝑄 = 3.

Ví dụ 4.5

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷 và thể tích bằng 36. Trên
cạnh 𝐴𝐵 lấy hai điểm 𝑀 , 𝑁 ; trên cạnh 𝐶𝐷 lấy hai điểm
𝑃 , 𝑄 sao cho 2 ⋅ 𝑀𝑁

𝐶𝐷 + 3 ⋅ 𝑃𝑄
𝐴𝐵 = 1. Tìm giá trị lớn nhất

của thể tích tứ diện 𝑀𝑁𝑃𝑄.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝑀

𝑃𝑄

𝑁

Lời giải. Đặt 𝑥 = 𝑀𝑁
𝐶𝐷 , 𝑦 = 𝑃𝑄

𝐴𝐵 (𝑥, 𝑦 > 0, 2𝑥 + 3𝑦 = 1). Theo (4.2) và bất đẳng thức AM – GM,

𝑉𝑀𝑁𝑃𝑄 = 36 ⋅ 𝑀𝑁 ⋅ 𝑃 𝑄
𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 = 36 ⋅ 𝑀𝑁

𝐶𝐷 ⋅ 𝑃𝑄
𝐴𝐵 = 36𝑥𝑦 = 6 ⋅ (2𝑥)(3𝑦) ≤ 6 (2𝑥 + 3𝑦

2 )
2

= 3
2.

Dấu bằng khi 2𝑥 = 3𝑦 = 1
2 , tức 𝑥 = 1

4 , 𝑦 = 1
6 ; khi đó 𝑀𝑁 = 𝐶𝐷

4 = 𝐴𝐵
4 < 𝐴𝐵 và 𝑃𝑄 = 𝐴𝐵

6 = 𝐶𝐷
6 <

𝐶𝐷 (vì 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷) nên lấy được 𝑀 , 𝑁 trên cạnh 𝐴𝐵 và 𝑃 , 𝑄 trên cạnh 𝐶𝐷. Vậy giá trị lớn nhất
của thể tích bằng 1,5.

Đáp số: 1,5.
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Ví dụ 4.6

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có 𝐵𝐶 = 6, diện tích các tam
giác 𝐴𝐵𝐶 và 𝑆𝐵𝐶 lần lượt là 6 và 8, số đo góc nhị diện
[𝑆, 𝐵𝐶, 𝐴] bằng 50∘. Tính thể tích khối chóp (làm tròn
đến hàng phần mười).

6

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

Lời giải. Gọi 𝐾 là chân đường vuông góc hạ từ 𝑆 xuống 𝐵𝐶 và 𝐻 là hình chiếu của 𝑆 trên (𝐴𝐵𝐶).
Ta có 𝑆𝐾 = 2𝑆𝑆𝐵𝐶

𝐵𝐶 = 2 ⋅ 8
6 = 8

3 .

Tính chiều cao. Từ 𝐵𝐶 ⟂ 𝑆𝐾, 𝐵𝐶 ⟂ 𝑆𝐻 suy ra 𝐵𝐶 ⟂ (𝑆𝐻𝐾), nên 𝐻𝐾 ⟂ 𝐵𝐶. Góc nhị diện
[𝑆, 𝐵𝐶, 𝐴] = 50∘ là góc nhọn nên 𝐻 thuộc nửa mặt phẳng bờ 𝐵𝐶 chứa 𝐴 và 𝑆𝐾𝐻 = 50∘. Tam giác
𝑆𝐻𝐾 vuông tại 𝐻 cho

d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)) = 𝑆𝐻 = 𝑆𝐾 sin 50∘ = 8
3 sin 50∘.

Tính thể tích.
𝑉 = 1

3𝑆𝐴𝐵𝐶 ⋅ 𝑆𝐻 = 1
3 ⋅ 6 ⋅ 8

3 sin 50∘ = 16
3 sin 50∘ ≈ 4,1.

Đáp số: 𝑉 = 16
3 sin 50∘ ≈ 4,1.

Ví dụ 4.7

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có đáy là tam giác đều. Biết 𝑆𝑆𝐴𝐵 =
1,2 𝑆𝑆𝐵𝐶 và góc nhị diện [𝑆, 𝐴𝐵, 𝐶] bằng 50∘. Tính côsin của
góc giữa (𝑆𝐵𝐶) và đáy (𝐴𝐵𝐶) (làm tròn đến hàng phần
trăm).

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

Lời giải. Gọi 𝑎 là cạnh đáy, ℎ = d(𝑆, (𝐴𝐵𝐶)); 𝜑1, 𝜑2 lần lượt là góc giữa (𝑆𝐴𝐵), (𝑆𝐵𝐶) với đáy.
Góc nhị diện [𝑆, 𝐴𝐵, 𝐶] = 50∘ là góc nhọn nên góc giữa (𝑆𝐴𝐵) và (𝐴𝐵𝐶) bằng số đo nhị diện đó:
𝜑1 = 50∘.

Áp dụng công thức (2.1). Với điểm 𝑆: d(𝑆, 𝐴𝐵) = ℎ
sin 𝜑1

, d(𝑆, 𝐵𝐶) = ℎ
sin 𝜑2

. Do 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝑎:

𝑆𝑆𝐴𝐵
𝑆𝑆𝐵𝐶

=
1
2𝑎 ⋅ d(𝑆, 𝐴𝐵)
1
2𝑎 ⋅ d(𝑆, 𝐵𝐶) = sin 𝜑2

sin 𝜑1
.

Kết luận. Từ giả thiết, sin 𝜑2 = 1,2 sin 50∘ ≈ 0,9193. Vì 0∘ ≤ 𝜑2 ≤ 90∘ nên

cos 𝜑2 = √1 − 1,44 sin2 50∘ ≈ 0,3937.
Vậy côsin của góc giữa (𝑆𝐵𝐶) và đáy xấp xỉ 0,39.

Đáp số: 0,39.
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Ví dụ 4.8

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có 𝐴𝑆𝐵 = 𝐵𝑆𝐶 = 𝐶𝑆𝐴 = 60∘

và 𝑆𝐴 ⋅ 𝑆𝐵 ⋅ 𝑆𝐶 = 36. Tính thể tích khối chóp (làm tròn
đến hàng phần mười).

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

Lời giải. Áp dụng (4.3) với 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 60∘, cos 60∘ = 1
2 . Biểu thức dưới căn bằng

1 − 3 cos2 60∘ + 2 cos3 60∘ = 1 − 3
4 + 1

4 = 1
2,

nên
𝑉 = 𝑆𝐴 ⋅ 𝑆𝐵 ⋅ 𝑆𝐶

6
√1

2 = 36
6 ⋅ 1√

2
= 3

√
2 ≈ 4,2.

Đáp số: 𝑉 = 3
√

2 ≈ 4,2.

Ví dụ 4.9

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có 𝐴𝑆𝐵 = 90∘, 𝐵𝑆𝐶 = 𝐶𝑆𝐴 =
60∘ và 𝑆𝐴 ⋅ 𝑆𝐵 ⋅ 𝑆𝐶 = 12. Tính thể tích khối chóp (làm
tròn đến hàng phần trăm).

𝑆

𝐴
𝐵

𝐶

Lời giải. Áp dụng (4.3) với 𝛼 = 𝐵𝑆𝐶 = 60∘, 𝛽 = 𝐶𝑆𝐴 = 60∘, 𝛾 = 𝐴𝑆𝐵 = 90∘. Vì cos 90∘ = 0 nên
biểu thức dưới căn bằng

1 − cos2 60∘ − cos2 60∘ − cos2 90∘ + 2 cos 60∘ cos 60∘ cos 90∘ = 1 − 1
4 − 1

4 = 1
2.

Do đó
𝑉 = 12

6
√1

2 =
√

2 ≈ 1,41.

Đáp số: 𝑉 =
√

2 ≈ 1,41.
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Ví dụ 4.10

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐴𝐶 = 6, 𝐴𝐷 = 𝐶𝐷 = 𝐷𝐵 = 8. Tính thể tích khối tứ diện
(làm tròn đến hàng phần mười).

Lời giải. Gọi 𝑂 là hình chiếu của 𝐷 trên (𝐴𝐵𝐶).
Xác định chân đường cao. Vì 𝐷𝐴 = 𝐷𝐵 = 𝐷𝐶 nên theo
Mẫu 1 của Chương 3, 𝑂 là tâm đường tròn ngoại tiếp tam
giác đều 𝐴𝐵𝐶, bán kính 𝑅 = 𝑂𝐴 = 6√

3 = 2
√

3. Suy ra

𝐷𝑂 =
√

𝐷𝐴2 − 𝑅2 =
√

64 − 12 = 2
√

13.

Tính thể tích. Ta có 𝑆𝐴𝐵𝐶 =
√

3
4 ⋅ 62 = 9

√
3, nên

𝑉 = 1
3 ⋅ 9

√
3 ⋅ 2

√
13 = 6

√
39 ≈ 37,5.

𝐷

𝐴 𝐵

𝐶

𝑂

Đáp số: 𝑉 = 6
√

39 ≈ 37,5.

Ví dụ 4.11

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có 𝑆𝐴 = 5, 𝑆𝐵 = 6, 𝑆𝐶 = 6
và 𝐴𝑆𝐵 = 𝐵𝑆𝐶 = 60∘, 𝐶𝑆𝐴 = 45∘. Tính d(𝐴, (𝑆𝐵𝐶))
(làm tròn đến hàng phần trăm).

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

Lời giải. Tính thể tích. Áp dụng (4.3) với 𝑎 = 𝑆𝐴 = 5, 𝑏 = 𝑆𝐵 = 6, 𝑐 = 𝑆𝐶 = 6, 𝛼 = 𝐵𝑆𝐶 = 60∘,
𝛽 = 𝐶𝑆𝐴 = 45∘, 𝛾 = 𝐴𝑆𝐵 = 60∘. Biểu thức dưới căn bằng

1 − 1
4 − 1

2 − 1
4 + 2 ⋅ 1

2 ⋅
√

2
2 ⋅ 1

2 =
√

2
4 ,

nên

𝑉 = 5 ⋅ 6 ⋅ 6
6

√
√

2
4 = 30 ⋅

4√2
2 = 15 4√2.

Đổi thể tích thành khoảng cách. Ta có 𝑆𝑆𝐵𝐶 = 1
2𝑆𝐵 ⋅ 𝑆𝐶 sin 𝐵𝑆𝐶 = 1

2 ⋅ 6 ⋅ 6 sin 60∘ = 9
√

3, nên

d(𝐴, (𝑆𝐵𝐶)) = 3𝑉
𝑆𝑆𝐵𝐶

= 45 4√2
9
√

3 = 5 4√2√
3 ≈ 3,43.

Đáp số: d(𝐴, (𝑆𝐵𝐶)) ≈ 3,43.
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Ví dụ 4.12

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có 𝐴𝑆𝐵 = 𝐶𝑆𝐴 = 90∘, 𝐵𝑆𝐶 =
60∘ và d(𝐶, (𝑆𝐴𝐵)) = 2. Tính độ dài cạnh 𝑆𝐶 (làm tròn
đến hàng phần trăm).

60∘

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

Lời giải. Ta có 𝑆𝐴 ⟂ 𝑆𝐵, 𝑆𝐴 ⟂ 𝑆𝐶 nên 𝑆𝐴 ⟂ (𝑆𝐵𝐶), suy
ra (𝑆𝐴𝐵) ⟂ (𝑆𝐵𝐶) theo giao tuyến 𝑆𝐵. Kẻ 𝐶𝐹 ⟂ 𝑆𝐵 tại
𝐹 ; đường thẳng 𝐶𝐹 nằm trong (𝑆𝐵𝐶) và vuông góc với giao
tuyến nên 𝐶𝐹 ⟂ (𝑆𝐴𝐵), do đó 𝐶𝐹 = d(𝐶, (𝑆𝐴𝐵)) = 2.

Vì 𝐵𝑆𝐶 = 60∘ là góc nhọn nên 𝐹 thuộc tia 𝑆𝐵 và 𝐶𝑆𝐹 = 60∘.
Tam giác 𝑆𝐹𝐶 vuông tại 𝐹 nên 𝐶𝐹 = 𝑆𝐶 sin 60∘, suy ra

𝑆𝐶 = 2
sin 60∘ = 4

√
3

3 ≈ 2,31.
𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

𝐹

Đáp số: 𝑆𝐶 = 4
√

3
3 ≈ 2,31.

Ví dụ 4.13

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có 𝐴𝑆𝐵 = 90∘, 𝐵𝑆𝐶 = 60∘,
𝐶𝑆𝐴 = 70∘. Tính số đo góc nhị diện [𝐴, 𝑆𝐶, 𝐵] (làm
tròn đến độ).

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

Lời giải. Áp dụng công thức (5.1) của Chương 5 cho cạnh 𝑆𝐶: góc đối cạnh 𝑆𝐶 là 𝐴𝑆𝐵 = 90∘, hai
góc kề cạnh 𝑆𝐶 là 𝐵𝑆𝐶 = 60∘, 𝐶𝑆𝐴 = 70∘:

cos[𝐴, 𝑆𝐶, 𝐵] = cos 90∘ − cos 60∘ cos 70∘

sin 60∘ sin 70∘ ≈ −0,1710
0,8138 ≈ −0,2101.

Côsin âm nên góc nhị diện tù, [𝐴, 𝑆𝐶, 𝐵] ≈ 102,1∘. Vậy số đo góc nhị diện [𝐴, 𝑆𝐶, 𝐵] xấp xỉ 102∘.

Đáp số: [𝐴, 𝑆𝐶, 𝐵] ≈ 102∘.
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Ví dụ 4.14

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có 𝐴𝑆𝐵 = 130∘, 𝐵𝑆𝐶 = 70∘,
𝐶𝑆𝐴 = 140∘. Tính số đo góc nhị diện [𝐵, 𝑆𝐴, 𝐶] (làm
tròn đến độ). 𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

Lời giải. Áp dụng công thức (5.1) cho cạnh 𝑆𝐴: góc đối cạnh 𝑆𝐴 là 𝐵𝑆𝐶 = 70∘, hai góc kề cạnh 𝑆𝐴
là 𝐴𝑆𝐵 = 130∘, 𝐶𝑆𝐴 = 140∘:

cos[𝐵, 𝑆𝐴, 𝐶] = cos 70∘ − cos 130∘ cos 140∘

sin 130∘ sin 140∘ .

Ta có cos 130∘ ≈ −0,6428, cos 140∘ ≈ −0,7660, nên

cos[𝐵, 𝑆𝐴, 𝐶] ≈ 0,3420 − 0,4924
0,7660 ⋅ 0,6428 ≈ −0,1504

0,4924 ≈ −0,3054.

Suy ra [𝐵, 𝑆𝐴, 𝐶] ≈ 107,8∘. Vậy số đo góc nhị diện [𝐵, 𝑆𝐴, 𝐶] xấp xỉ 108∘.

Đáp số: [𝐵, 𝑆𝐴, 𝐶] ≈ 108∘.

Bài tập vận dụng cao

Câu 4.1

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có thể tích bằng 60, 𝐴𝐵 = 10, 𝐶𝐷 = 6.
Gọi 𝑑 là khoảng cách và 𝜑 là góc giữa hai đường thẳng 𝐴𝐵,
𝐶𝐷. Trên cạnh 𝐴𝐵 lấy hai điểm 𝑀 , 𝑁 với 𝑀𝑁 = 4; trên
cạnh 𝐶𝐷 lấy hai điểm 𝑃 , 𝑄 với 𝑃𝑄 = 3. Xét tính đúng sai
của các mệnh đề sau.

a) 𝑑 sin 𝜑 = 6.
b) 𝑉𝑀𝑁𝑃𝑄 = 12, không phụ thuộc vị trí của 𝑀 , 𝑁 , 𝑃 , 𝑄.
c) Có thể xảy ra 𝑑 = 5.
d) Nếu 𝜑 = 30∘ thì 𝑑 = 3.

𝐴

𝐵
𝐶

𝐷

𝑀

𝑃
𝑄

𝑁

Lời giải.

a) Đúng. Theo (4.1): 60 = 1
6 ⋅ 10 ⋅ 6 ⋅ 𝑑 sin 𝜑 = 10 𝑑 sin 𝜑, nên 𝑑 sin 𝜑 = 6.

b) Đúng. Theo (4.2): 𝑉𝑀𝑁𝑃𝑄 = 60 ⋅ 4⋅3
10⋅6 = 12. Công thức chỉ chứa độ dài 𝑀𝑁 , 𝑃𝑄, nên thể tích

không đổi khi các điểm thay đổi trên hai cạnh mà vẫn giữ 𝑀𝑁 = 4, 𝑃𝑄 = 3.

c) Sai. Vì 0 < sin 𝜑 ≤ 1 nên 𝑑 = 6
sin 𝜑 ≥ 6; giá trị 𝑑 = 5 không xảy ra.

d) Sai. Với 𝜑 = 30∘: 𝑑 = 6
sin 30∘ = 12 ≠ 3.

Đáp số: a) Đúng; b) Đúng; c) Sai; d) Sai.
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Câu 4.2

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐵 = 8, 𝐶𝐷 = 6, góc giữa hai
đường thẳng 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷 bằng 30∘ và thể tích bằng 36.
Gọi 𝑀 , 𝑁 là hai điểm chia cạnh 𝐴𝐵 thành ba phần bằng
nhau và 𝑃 , 𝑄 là hai điểm chia cạnh 𝐶𝐷 thành ba phần
bằng nhau. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng 𝐴𝐵,
𝐶𝐷 và thể tích khối tứ diện 𝑀𝑁𝑃𝑄.

𝐴

𝐵
𝐶

𝐷

𝑀

𝑃 𝑄

𝑁

Lời giải. Tính khoảng cách. Áp dụng (4.1) cho cặp cạnh đối 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 với 𝑑 = d(𝐴𝐵, 𝐶𝐷):

36 = 1
6 ⋅ 8 ⋅ 6 ⋅ 𝑑 ⋅ sin 30∘ = 4𝑑 ⇒ 𝑑 = 9.

Tính thể tích. Ta có 𝑀𝑁 = 𝐴𝐵
3 = 8

3 , 𝑃𝑄 = 𝐶𝐷
3 = 2. Theo (4.2):

𝑉𝑀𝑁𝑃𝑄 = 𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 ⋅ 𝑀𝑁 ⋅ 𝑃𝑄
𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 = 36 ⋅

8
3 ⋅ 2
8 ⋅ 6 = 36 ⋅ 1

9 = 4.

Đáp số: d(𝐴𝐵, 𝐶𝐷) = 9; 𝑉𝑀𝑁𝑃𝑄 = 4.

Câu 4.3

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có hai đường thẳng 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 vuông góc
với nhau, khoảng cách giữa chúng bằng 6 và 𝐴𝐵+𝐶𝐷 = 12.
Tìm giá trị lớn nhất của thể tích khối tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷.

𝐴

𝐵

𝐶 𝐷

Lời giải. Theo (4.1) với sin 90∘ = 1 và bất đẳng thức AM – GM:

𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 = 1
6𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 ⋅ 6 = 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 ≤ (𝐴𝐵 + 𝐶𝐷

2 )
2

= 36.

Dấu bằng khi 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷 = 6; tứ diện như vậy tồn tại: lấy hai đoạn 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 dài 6 trên hai đường
thẳng vuông góc, đoạn vuông góc chung dài 6 nối hai trung điểm. Vậy giá trị lớn nhất của thể tích
bằng 36.

Đáp số: 36.
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Câu 4.4

Cho tứ diện đều 𝐴𝐵𝐶𝐷 cạnh 6. Điểm 𝑃 thay đổi bên trong
tứ diện; gọi ℎ1, ℎ2, ℎ3, ℎ4 lần lượt là khoảng cách từ 𝑃 tới
bốn mặt của tứ diện. Tìm giá trị nhỏ nhất của

𝑇 = 1
ℎ1

+ 1
ℎ2

+ 1
ℎ3

+ 1
ℎ4

.

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷

𝑃

Lời giải. Tổng khoảng cách không đổi. Bốn mặt có cùng diện tích 𝑆 =
√

3
4 ⋅ 36 = 9

√
3; thể tích tứ

diện đều cạnh 6 là 𝑉 = 63√
2

12 = 18
√

2. Chia tứ diện thành bốn khối chóp đỉnh 𝑃 có đáy là bốn mặt:
𝑉 = 1

3𝑆(ℎ1 + ℎ2 + ℎ3 + ℎ4), nên

ℎ1 + ℎ2 + ℎ3 + ℎ4 = 3𝑉
𝑆 = 54

√
2

9
√

3 = 2
√

6.

Đánh giá. Áp dụng bất đẳng thức AM – GM cho bốn số dương: ℎ1 + ℎ2 + ℎ3 + ℎ4 ≥ 4 4√ℎ1ℎ2ℎ3ℎ4

và 𝑇 ≥ 4
4√ℎ1ℎ2ℎ3ℎ4

, nhân vế theo vế được (ℎ1 + ℎ2 + ℎ3 + ℎ4) 𝑇 ≥ 16, nên 𝑇 ≥ 16
2

√
6 = 4

√
6

3 ≈ 3,27.

Điểm rơi. Dấu bằng khi ℎ1 = ℎ2 = ℎ3 = ℎ4 =
√

6
2 , tức 𝑃 là tâm của tứ diện đều (cách đều bốn mặt,

nằm bên trong tứ diện). Vậy giá trị nhỏ nhất của 𝑇 bằng 4
√

6
3 .

Đáp số: 4
√

6
3 ≈ 3,27.

IC DESIGN Trang 44/64



Chương 5. Mở góc nhị diện Mai Thành Luân 0854070701

5
CHƯƠNG

Mở góc nhị diện
Ba góc ở đỉnh và lăng trụ hoá

Kiến thức trọng tâm

Chương này gồm công thức (5.1) tính góc nhị diện (có thể tù) theo ba góc ở đỉnh hình chóp, phương
pháp lăng trụ hoá (5.2) và cách quy nhị diện về một góc phẳng nhờ cặp đường cùng vuông góc với
cạnh nhị diện (Ví dụ 5.2, Ví dụ 5.5).

Nhị diện theo ba góc ở đỉnh

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 với 𝐵𝑆𝐶 = 𝛼, 𝐶𝑆𝐴 = 𝛽, 𝐴𝑆𝐵 =
𝛾. Khi đó

cos[𝐴, 𝑆𝐶, 𝐵] = cos 𝛾 − cos 𝛼 cos 𝛽
sin 𝛼 sin 𝛽 . (5.1)

Góc 𝛾 = 𝐴𝑆𝐵 ở tử số là góc đối diện cạnh nhị diện 𝑆𝐶;
hai góc 𝛼 = 𝐵𝑆𝐶, 𝛽 = 𝐶𝑆𝐴 là hai góc kề cạnh 𝑆𝐶.

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶𝐼

𝑀

𝑁

Chứng minh. Gọi ⃗𝑎, ⃗𝑏, ⃗𝑐 là các vectơ đơn vị cùng hướng với ⃗𝑆𝐴, ⃗𝑆𝐵, ⃗𝑆𝐶; ta có ⃗𝑎 ⋅ ⃗𝑏 = cos 𝛾,
⃗𝑏 ⋅ ⃗𝑐 = cos 𝛼, ⃗𝑐 ⋅ ⃗𝑎 = cos 𝛽. Đặt 𝑢⃗ = ⃗𝑎 − cos 𝛽 ⃗𝑐 và ⃗𝑣 = ⃗𝑏 − cos 𝛼 ⃗𝑐. Lấy các điểm 𝐼 , 𝑀 với
⃗𝑆𝐼 = cos 𝛽 ⃗𝑐, ⃗𝑆𝑀 = ⃗𝑎; khi đó 𝐼 thuộc đường thẳng 𝑆𝐶, 𝑀 thuộc tia 𝑆𝐴 và ⃗𝐼𝑀 = 𝑢⃗. Vì

𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑐 = cos 𝛽 − cos 𝛽 = 0 nên tia 𝐼𝑀 vuông góc với 𝑆𝐶 và nằm trong nửa mặt phẳng (𝑆𝐶, 𝐴).
Tương tự, lấy 𝑁 với ⃗𝐼𝑁 = ⃗𝑣; ta có ⃗𝑣 ⋅ ⃗𝑐 = 0 và ⃗𝑆𝑁 = ⃗𝑏 + (cos 𝛽 − cos 𝛼) ⃗𝑐, nên tia 𝐼𝑁 vuông
góc với 𝑆𝐶 và nằm trong nửa mặt phẳng (𝑆𝐶, 𝐵). Do đó [𝐴, 𝑆𝐶, 𝐵] = 𝑀𝐼𝑁 , bằng góc giữa
hai vectơ 𝑢⃗, ⃗𝑣. Ta có

𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣 = ⃗𝑎 ⋅ ⃗𝑏 − cos 𝛼 ( ⃗𝑎 ⋅ ⃗𝑐) − cos 𝛽 ( ⃗𝑐 ⋅ 𝑏⃗) + cos 𝛼 cos 𝛽
= cos 𝛾 − cos 𝛼 cos 𝛽,

|𝑢⃗|2 = 1 − 2 cos2 𝛽 + cos2 𝛽 = sin2 𝛽,
| ⃗𝑣|2 = sin2 𝛼.

Chia 𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣 cho |𝑢⃗| ⋅ | ⃗𝑣| = sin 𝛼 sin 𝛽 ta được (5.1).
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Lăng trụ hoá nhị diện

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷; 𝑃 , 𝑄 lần lượt là hình chiếu của
𝐴, 𝐵 lên đường thẳng 𝐶𝐷. Đặt 𝑝 = 𝐴𝑃 = d(𝐴, 𝐶𝐷),
𝑞 = 𝐵𝑄 = d(𝐵, 𝐶𝐷), ℓ = 𝐴𝐵 và 𝜑 là góc giữa hai
đường thẳng 𝐴𝐵, 𝐶𝐷. Khi đó 𝜃𝑝

𝑞

ℓ
𝐴

𝐶 𝐷

𝐵

𝑃 𝑄

𝐴′

cos[𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] = 𝑝2 + 𝑞2 − ℓ2 sin2 𝜑
2 𝑝 𝑞 . (5.2)

Chứng minh. Đặt 𝜃 = [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵]. Dựng điểm 𝐴′ sao cho ⃗𝐴𝐴′ = ⃗𝑃𝑄 (𝐴′ ≡ 𝐴 khi 𝑃 ≡ 𝑄). Tứ
giác 𝐴𝑃𝑄𝐴′ là hình chữ nhật nên 𝑄𝐴′ ∥ 𝑃𝐴, 𝑄𝐴′ = 𝑝 và 𝑄𝐴′ ⟂ 𝐶𝐷; 𝐴𝐴′ ∥ 𝐶𝐷 nên 𝐴′ thuộc
nửa mặt phẳng (𝐶𝐷, 𝐴). Hai tia 𝑄𝐴′, 𝑄𝐵 cùng vuông góc với 𝐶𝐷 tại 𝑄, do đó 𝐴′𝑄𝐵 = 𝜃 và
theo định lí côsin trong tam giác 𝐴′𝑄𝐵,

𝐴′𝐵2 = 𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑝𝑞 cos 𝜃.

Mặt khác 𝐶𝐷 ⟂ 𝑄𝐴′, 𝐶𝐷 ⟂ 𝑄𝐵 nên 𝐶𝐷 ⟂ (𝐴′𝑄𝐵); vì 𝐴𝐴′ ∥ 𝐶𝐷 nên 𝐴𝐴′ ⟂ 𝐴′𝐵. Tam giác
𝐴𝐴′𝐵 vuông tại 𝐴′ có 𝐴𝐴′ = 𝑃𝑄 và 𝐵𝐴𝐴′ = 𝜑 (do 𝐴𝐴′ ∥ 𝐶𝐷), nên

𝐴′𝐵 = ℓ sin 𝜑, 𝐴𝐵2 = 𝑃𝑄2 + ℓ2 sin2 𝜑.

Thay 𝐴′𝐵2 = ℓ2 sin2 𝜑 vào đẳng thức trước ta được (5.2). Khi 𝑃 ≡ 𝑄 thì 𝐴𝐵 = 𝐴′𝐵, 𝐴𝐵 ⟂ 𝐶𝐷,
𝜑 = 90∘ và công thức vẫn đúng.
Tam giác 𝐴′𝑄𝐵 là thiết diện vuông góc với cạnh bên của lăng trụ có ba cạnh bên nằm trên
ba đường thẳng: 𝐶𝐷 và hai đường thẳng qua 𝐴, 𝐵 song song với 𝐶𝐷; vì vậy cách làm được
gọi là lăng trụ hoá.
Hệ quả. Ta có 𝐴𝐵2 = 𝑃 𝑄2 + ℓ2 sin2 𝜑, tức 𝑃𝑄 = ℓ cos 𝜑.

Kĩ năng quy ước chiều vectơ pháp tuyến

Khi tính nhị diện 𝜃 = [𝐴, 𝑆𝐶, 𝐵] bằng vectơ pháp tuyến ⃗𝑛1 của mặt phẳng (𝑆𝐶𝐴) và ⃗𝑛2 của mặt
phẳng (𝑆𝐶𝐵), góc giữa hai vectơ này bằng 𝜃 hoặc 180∘ − 𝜃 tuỳ theo chiều đã chọn. Quy ước: chọn

⃗𝑛1 hướng vào nửa không gian bờ (𝑆𝐶𝐴) chứa 𝐵 (tức ⃗𝑛1 ⋅ ⃗𝑆𝐵 > 0) và chọn ⃗𝑛2 hướng ra khỏi nửa
không gian bờ (𝑆𝐶𝐵) chứa 𝐴 (tức ⃗𝑛2 ⋅ ⃗𝑆𝐴 < 0). Khi đó

cos 𝜃 = ⃗𝑛1 ⋅ ⃗𝑛2
| ⃗𝑛1| ⋅ | ⃗𝑛2| ,

giữ nguyên dấu nên phân biệt được nhị diện nhọn hay tù (trong mặt phẳng vuông góc với 𝑆𝐶, hai
vectơ này nhận được từ hai tia của góc phẳng nhị diện bằng cách quay cùng một góc 90∘ theo cùng
một chiều). Nếu chọn ⃗𝑛2 hướng vào nửa không gian bờ (𝑆𝐶𝐵) chứa 𝐴 (hoặc cả hai vectơ cùng hướng
ra) thì góc giữa hai vectơ bằng 180∘ − 𝜃, dễ bị nhầm sang góc bù.
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Ví dụ minh hoạ

Ví dụ 5.1

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có 𝐴𝑆𝐵 = 80∘, 𝐵𝑆𝐶 = 45∘,
𝐶𝑆𝐴 = 60∘. Xác định số đo góc nhị diện [𝐴, 𝑆𝐶, 𝐵].

80∘
45∘

60∘

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

Lời giải. Cạnh nhị diện là 𝑆𝐶: góc đối diện là 𝛾 = 𝐴𝑆𝐵 = 80∘, hai góc kề là 𝛼 = 𝐵𝑆𝐶 = 45∘,
𝛽 = 𝐶𝑆𝐴 = 60∘. Theo (5.1),

cos[𝐴, 𝑆𝐶, 𝐵] = cos 80∘ − cos 45∘ cos 60∘

sin 45∘ sin 60∘ ≈ 0,1736 − 0,3536
0,6124 ≈ −0,294.

Vậy [𝐴, 𝑆𝐶, 𝐵] ≈ 107,1∘, nhị diện tù.

Đáp số: [𝐴, 𝑆𝐶, 𝐵] ≈ 107,1∘.

Ví dụ 5.2

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy là hình vuông, cạnh bên
𝑆𝐴 ⟂ (𝐴𝐵𝐶𝐷) và 𝑆𝐴 = 𝐴𝐵. Xác định số đo góc nhị
diện [𝐵, 𝑆𝐶, 𝐷].

𝑆

𝐴𝐵

𝐶 𝐷

Lời giải. Đặt 𝑆𝐴 = 𝐴𝐵 = 𝑎.

Dựng góc phẳng nhị diện. Ta có 𝐵𝐶 ⟂ 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 ⟂ 𝑆𝐴
nên 𝐵𝐶 ⟂ (𝑆𝐴𝐵), tam giác 𝑆𝐵𝐶 vuông tại 𝐵. Kẻ 𝐵𝐻 ⟂
𝑆𝐶 tại 𝐻. Vì 𝐵𝐷 ⟂ 𝐴𝐶, 𝐵𝐷 ⟂ 𝑆𝐴 nên 𝐵𝐷 ⟂ (𝑆𝐴𝐶),
suy ra 𝐵𝐷 ⟂ 𝑆𝐶. Do đó 𝑆𝐶 ⟂ (𝐵𝐷𝐻), 𝐷𝐻 ⟂ 𝑆𝐶 và
[𝐵, 𝑆𝐶, 𝐷] = 𝐵𝐻𝐷.
Tính toán. Ta có 𝑆𝐵 = 𝑎

√
2, 𝑆𝐶 = 𝑎

√
3, 𝐵𝐻 =

𝑆𝐵 ⋅ 𝐵𝐶
𝑆𝐶 = 𝑎

√
6

3 ; tương tự, 𝐶𝐷 ⟂ (𝑆𝐴𝐷) nên tam
giác 𝑆𝐷𝐶 vuông tại 𝐷 có 𝑆𝐷 = 𝑆𝐵, 𝐷𝐶 = 𝐵𝐶 nên
𝐷𝐻 = 𝑆𝐷 ⋅ 𝐷𝐶

𝑆𝐶 = 𝐵𝐻; 𝐵𝐷 = 𝑎
√

2.

𝑆

𝐴𝐵

𝐶 𝐷

𝐻
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Theo định lí côsin trong tam giác 𝐵𝐻𝐷,

cos 𝐵𝐻𝐷 = 𝐵𝐻2 + 𝐷𝐻2 − 𝐵𝐷2

2 𝐵𝐻 ⋅ 𝐷𝐻 =
2𝑎2

3 + 2𝑎2
3 − 2𝑎2

2 ⋅ 2𝑎2
3

= −1
2.

Vậy [𝐵, 𝑆𝐶, 𝐷] = 120∘.

Đáp số: [𝐵, 𝑆𝐶, 𝐷] = 120∘.

Ví dụ 5.3

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 biết d(𝐴, 𝐶𝐷) = 6, d(𝐵, 𝐶𝐷) =
8, 𝐴𝐵 = 10 và góc giữa hai đường thẳng 𝐴𝐵, 𝐶𝐷
bằng 60∘. Xác định số đo góc nhị diện [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵].

6 8

10𝐴

𝐶

𝐷

𝐵

𝑃
𝑄

Lời giải. Ta có 𝑝 = 6, 𝑞 = 8, ℓ2 sin2 𝜑 = 100 ⋅ 3
4 = 75. Theo (5.2),

cos[𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] = 𝑝2 + 𝑞2 − ℓ2 sin2 𝜑
2𝑝𝑞 = 36 + 64 − 75

2 ⋅ 6 ⋅ 8 = 25
96.

Vậy [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] ≈ 74,9∘.

Đáp số: [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] ≈ 74,9∘.

Ví dụ 5.4

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 biết d(𝐴, 𝐶𝐷) = 8, d(𝐵, 𝐶𝐷) = 10,
𝐴𝐵 = 12 và góc giữa 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 bằng 60∘. Xác định số đo
góc nhị diện [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] và tính d(𝐴𝐵, 𝐶𝐷) (làm tròn
đến hàng phần mười).

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝑃
𝑄

8

10

12

Lời giải. Lăng trụ hoá. Gọi (𝑅) là mặt phẳng vuông góc với 𝐶𝐷 tại một điểm 𝑂 của 𝐶𝐷. Các đường
thẳng qua 𝐴, 𝐵 song song với 𝐶𝐷 cắt (𝑅) tại 𝐴0, 𝐵0. Ba đường thẳng 𝐴𝐴0, 𝐵𝐵0, 𝐶𝐷 là ba cạnh
bên của một lăng trụ, có thiết diện vuông góc với cạnh bên là tam giác 𝑂𝐴0𝐵0.

• Vì 𝐴𝐴0 ∥ 𝐶𝐷 nên d(𝐴, 𝐶𝐷) = d(𝐴0, 𝐶𝐷); 𝑂𝐴0 ⊂ (𝑅) nên 𝑂𝐴0 ⟂ 𝐶𝐷, do đó 𝑂𝐴0 = d(𝐴, 𝐶𝐷) =
8. Tương tự 𝑂𝐵0 = 10.

• Đoạn 𝐴0𝐵0 là hình chiếu vuông góc của 𝐴𝐵 trên (𝑅). Vì 𝐶𝐷 ⟂ (𝑅) nên góc giữa 𝐴𝐵 và (𝑅)
bằng 90∘ − 60∘ = 30∘, suy ra 𝐴0𝐵0 = 𝐴𝐵 cos 30∘ = 6

√
3.
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• Vì 𝐴𝐴0 ∥ 𝐶𝐷 nên 𝐴0 thuộc nửa mặt phẳng bờ 𝐶𝐷 chứa 𝐴; tương tự 𝐵0 thuộc nửa mặt phẳng
bờ 𝐶𝐷 chứa 𝐵. Hai tia 𝑂𝐴0, 𝑂𝐵0 cùng vuông góc với 𝐶𝐷, do đó 𝐴0𝑂𝐵0 là góc phẳng của nhị
diện [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵].

Tính góc nhị diện. Theo định lí côsin trong tam giác 𝑂𝐴0𝐵0 (đây
chính là công thức (5.2)),

cos 𝐴0𝑂𝐵0 = 𝑂𝐴2
0 + 𝑂𝐵2

0 − 𝐴0𝐵2
0

2 𝑂𝐴0 ⋅ 𝑂𝐵0
= 64 + 100 − 108

160 = 7
20,

nên [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] ≈ 69,5∘.

𝑂

𝐴0 𝐵0𝑇

8 10

6
√

3

ℎ

Tính khoảng cách. Mặt phẳng (𝐴𝐵𝐵0𝐴0) chứa 𝐴𝐵 và 𝐴𝐴0 ∥ 𝐶𝐷 nên (𝐴𝐵𝐵0𝐴0) ∥ 𝐶𝐷, suy ra
d(𝐴𝐵, 𝐶𝐷) = d(𝑂, (𝐴𝐵𝐵0𝐴0)). Lại có 𝐴𝐴0 ⟂ (𝑅) nên (𝐴𝐵𝐵0𝐴0) ⟂ (𝑅) theo giao tuyến 𝐴0𝐵0;
kẻ 𝑂𝑇 ⟂ 𝐴0𝐵0 (𝑇 ∈ 𝐴0𝐵0) thì 𝑂𝑇 ⟂ (𝐴𝐵𝐵0𝐴0), do đó d(𝐴𝐵, 𝐶𝐷) = 𝑂𝑇 . Ta có sin 𝐴0𝑂𝐵0 =
√1 − 49

400 = 3
√

39
20 , 𝑆𝑂𝐴0𝐵0

= 1
2 ⋅ 8 ⋅ 10 ⋅ 3

√
39

20 = 6
√

39, nên

𝑂𝑇 =
2𝑆𝑂𝐴0𝐵0

𝐴0𝐵0
= 12

√
39

6
√

3 = 2
√

13 ≈ 7,2.

Cách khác. Đặt 𝜃 = [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵]. Hạ 𝐴𝑃 ⟂ 𝐶𝐷 tại 𝑃 và gọi 𝐴1 là hình chiếu của 𝐴 trên (𝐵𝐶𝐷); tam
giác 𝐴𝑃𝐴1 vuông tại 𝐴1 và 𝐶𝐷 ⟂ (𝐴𝑃𝐴1) nên 𝐴𝑃𝐴1 bằng 𝜃 hoặc 180∘ − 𝜃, suy ra d(𝐴, (𝐵𝐶𝐷)) =
𝐴𝑃 sin 𝜃 = d(𝐴, 𝐶𝐷) sin 𝜃. Do đó 𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 = 1

3 ⋅ 1
2 𝐶𝐷 ⋅ 10 ⋅ 8 sin 𝜃. Theo công thức thể tích theo cặp

cạnh đối (4.1), 𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 = 1
6 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 ⋅ ℎ sin 60∘ với ℎ = d(𝐴𝐵, 𝐶𝐷). So sánh hai biểu thức:

ℎ = 80 sin 𝜃
12 sin 60∘ = 12

√
39

6
√

3 = 2
√

13.

Đáp số: [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] ≈ 69,5∘; d(𝐴𝐵, 𝐶𝐷) = 2
√

13 ≈ 7,2.

Ví dụ 5.5

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy 𝐴𝐵𝐶𝐷 với 𝐴𝐵𝐶 =
𝐴𝐷𝐶 = 90∘, cạnh bên 𝑆𝐴 ⟂ (𝐴𝐵𝐶𝐷) và 𝑆𝐴 > 14. Hạ
𝐴𝐻 ⟂ 𝑆𝐵 tại 𝐻, 𝐴𝐾 ⟂ 𝑆𝐷 tại 𝐾; biết 𝐴𝐻 = 6, 𝐴𝐾 = 8,
𝐻𝐾 = 12. Xác định số đo góc nhị diện [𝐵, 𝑆𝐶, 𝐷] (làm
tròn đến hàng phần mười).

68
12

𝑆

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷 𝐻

𝐾

Lời giải. Hai đường vuông góc với hai mặt. Vì 𝐵𝐶 ⟂ 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 ⟂ 𝑆𝐴 nên 𝐵𝐶 ⟂ (𝑆𝐴𝐵), suy ra
𝐵𝐶 ⟂ 𝐴𝐻; kết hợp 𝐴𝐻 ⟂ 𝑆𝐵 được 𝐴𝐻 ⟂ (𝑆𝐵𝐶). Tương tự, 𝐴𝐾 ⟂ (𝑆𝐶𝐷).
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Dựng góc phẳng nhị diện. Khi đó 𝑆𝐶 ⟂ 𝐴𝐻, 𝑆𝐶 ⟂ 𝐴𝐾
nên 𝑆𝐶 ⟂ (𝐴𝐻𝐾); gọi 𝐼 là giao điểm của 𝑆𝐶 với (𝐴𝐻𝐾).
Hai tia 𝐼𝐻, 𝐼𝐾 cùng vuông góc với 𝑆𝐶; 𝐻 thuộc đoạn
𝑆𝐵, 𝐾 thuộc đoạn 𝑆𝐷 nên 𝐼𝐻 nằm trong nửa mặt phẳng
(𝑆𝐶, 𝐵), 𝐼𝐾 nằm trong nửa mặt phẳng (𝑆𝐶, 𝐷). Do đó
[𝐵, 𝑆𝐶, 𝐷] = 𝐻𝐼𝐾.
Liên hệ với góc 𝐻𝐴𝐾. Vì 𝐴𝐻 ⟂ (𝑆𝐵𝐶) nên 𝐴𝐻𝐼 = 90∘;
tương tự 𝐴𝐾𝐼 = 90∘. Vì 𝐴𝐵𝐶 = 𝐴𝐷𝐶 = 90∘ nên 𝐵, 𝐷
thuộc đường tròn đường kính 𝐴𝐶; vì 𝐴𝐵𝐶𝐷 là tứ giác
nên 𝐵, 𝐷 khác phía đối với 𝐴𝐶, suy ra 𝐴𝐵𝐶𝐷 lồi và khối
chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 lồi. Khối chóp lồi nằm trong nhị diện tạo
bởi hai mặt (𝑆𝐵𝐶), (𝑆𝐶𝐷) kề cạnh 𝑆𝐶, nên 𝐴 nằm trong
nhị diện [𝐵, 𝑆𝐶, 𝐷]. Do đó trong mặt phẳng (𝐴𝐻𝐾), tia
𝐼𝐴 nằm giữa hai tia 𝐼𝐻, 𝐼𝐾, tức 𝐻, 𝐾 khác phía đối với
𝐴𝐼 .

𝑆

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷 𝐻

𝐾

𝐼

Hai điểm 𝐻, 𝐾 thuộc đường tròn đường kính 𝐴𝐼 và khác phía đối với 𝐴𝐼 , nên 𝐴𝐻𝐼𝐾 là tứ giác nội
tiếp, suy ra

[𝐵, 𝑆𝐶, 𝐷] = 𝐻𝐼𝐾 = 180∘ − 𝐻𝐴𝐾.
Đẳng thức này khớp với mục Kĩ năng quy ước chiều vectơ pháp tuyến: ⃗𝐴𝐻, ⃗𝐴𝐾 là vectơ pháp tuyến
của (𝑆𝐵𝐶), (𝑆𝐶𝐷); vì 𝐴 cùng phía với 𝐷 đối với (𝑆𝐵𝐶) và cùng phía với 𝐵 đối với (𝑆𝐶𝐷) nên cả
hai vectơ cùng hướng ra, góc giữa chúng bằng 180∘ − [𝐵, 𝑆𝐶, 𝐷]. Tính toán. Trong tam giác 𝐴𝐻𝐾,

cos 𝐻𝐴𝐾 = 𝐴𝐻2 + 𝐴𝐾2 − 𝐻𝐾2

2 𝐴𝐻 ⋅ 𝐴𝐾 = 36 + 64 − 144
2 ⋅ 6 ⋅ 8 = −11

24,

nên 𝐻𝐴𝐾 ≈ 117,3∘. Vậy [𝐵, 𝑆𝐶, 𝐷] ≈ 180∘ − 117,3∘ = 62,7∘.

Đáp số: [𝐵, 𝑆𝐶, 𝐷] ≈ 62,7∘.

Chú ý. Tứ giác 𝐴𝐻𝐼𝐾 nội tiếp đường tròn đường kính 𝐴𝐼 nên 𝐴𝐼 = 𝐻𝐾
sin 𝐻𝐴𝐾 = 288√

455 ≈ 13,5; 𝐴𝐼 là
đường cao của tam giác 𝑆𝐴𝐶 vuông tại 𝐴 nên cần 𝑆𝐴 > 𝐴𝐼 . Ngược lại, với 𝑆𝐴 > 𝐴𝐼 , đặt 𝐵, 𝐷
khác phía trên đường tròn đường kính 𝐴𝐶 với 1

𝐴𝐵2 = 1
36 − 1

𝑆𝐴2 , 1
𝐴𝐷2 = 1

64 − 1
𝑆𝐴2 , 1

𝐴𝐶2 = 1
𝐴𝐼2 − 1

𝑆𝐴2

(khi đó 𝐴𝐵 < 𝐴𝐶, 𝐴𝐷 < 𝐴𝐶) thì 𝐴𝐻 = 6, 𝐴𝐾 = 8, cos 𝐻𝐴𝐼 = 6
𝐴𝐼 , cos 𝐼𝐴𝐾 = 8

𝐴𝐼 và

𝐻𝐾 = 𝐴𝐼 sin(𝐻𝐴𝐼 + 𝐼𝐴𝐾) = 8
√

𝐴𝐼2 − 36 + 6
√

𝐴𝐼2 − 64
𝐴𝐼 = 8 ⋅ 258 + 6 ⋅ 232

288 = 12.

Vậy điều kiện 𝑆𝐴 > 14 bảo đảm hình chóp tồn tại; đáp số không phụ thuộc 𝑆𝐴.

Bài tập vận dụng cao

Câu 5.1

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có 𝐵𝑆𝐶 = 𝐶𝑆𝐴 = 60∘. Đặt 𝛾 = 𝐴𝑆𝐵 và 𝜃 = [𝐴, 𝑆𝐶, 𝐵]. Xét tính đúng,
sai của các mệnh đề sau.

a) cos 𝜃 = 4 cos 𝛾 − 1
3 .

b) Nếu 𝛾 = 60∘ thì 𝜃 = 60∘.
c) Nếu 𝛾 = 90∘ thì 𝜃 ≈ 109,5∘.
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d) 𝛾 có thể nhận giá trị 130∘.

Lời giải.

a) Đúng. Với cạnh nhị diện 𝑆𝐶, góc đối diện là 𝛾, hai góc
kề bằng 60∘. Theo (5.1),

cos 𝜃 = cos 𝛾 − cos2 60∘

sin2 60∘ = cos 𝛾 − 1
4

3
4

= 4 cos 𝛾 − 1
3 .

𝛾
𝜃

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

𝐼

𝑀

𝑁

b) Sai. Với 𝛾 = 60∘: cos 𝜃 = 1
3 , 𝜃 ≈ 70,5∘. Ba góc ở đỉnh đều bằng 60∘ nhưng nhị diện không bằng

60∘.

c) Đúng. Với 𝛾 = 90∘: cos 𝜃 = −1
3 , 𝜃 ≈ 109,5∘.

d) Sai. Vì 0∘ < 𝜃 < 180∘ nên cos 𝜃 > −1, tức 4 cos 𝛾 − 1 > −3, cos 𝛾 > −1
2 , hay 𝛾 < 120∘. Vậy 𝛾

không thể bằng 130∘.

Đáp số: a) Đúng; b) Sai; c) Đúng; d) Sai.

Câu 5.2

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có 𝐵𝑆𝐶 = 𝐶𝑆𝐴 = 45∘ và góc nhị
diện [𝐴, 𝑆𝐶, 𝐵] = 90∘. Biết thêm 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶 = 4.
Tính 𝐴𝑆𝐵, độ dài 𝐴𝐵 và thể tích khối chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶.

45∘
45∘

𝑆

𝐴
𝐵

𝐶

Lời giải. Tính góc ở đỉnh. Áp dụng (5.1) cho cạnh nhị diện 𝑆𝐶: góc đối diện là 𝛾 = 𝐴𝑆𝐵, hai góc kề
là 𝐵𝑆𝐶 = 𝐶𝑆𝐴 = 45∘. Ta có

cos 90∘ = cos 𝛾 − cos 45∘ cos 45∘

sin 45∘ sin 45∘ ⟺ 0 = cos 𝛾 − 1
2,

nên cos 𝛾 = 1
2 , 𝐴𝑆𝐵 = 60∘.

Tính cạnh. Tam giác 𝑆𝐴𝐵 cân tại 𝑆 có 𝐴𝑆𝐵 = 60∘ nên là tam giác đều, 𝐴𝐵 = 𝑆𝐴 = 4.
Tính thể tích. Theo công thức (4.3) với ba cạnh 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶 = 4 và ba góc ở đỉnh 45∘, 45∘, 60∘,
biểu thức dưới dấu căn bằng

1 − 1
2 − 1

2 − 1
4 + 2 ⋅

√
2

2 ⋅
√

2
2 ⋅ 1

2 = 1
4,
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nên 𝑉 = 4 ⋅ 4 ⋅ 4
6 ⋅ 1

2 = 16
3 .

Cách khác. Gọi 𝐻 là hình chiếu của 𝐴 trên 𝑆𝐶. Hai mặt phẳng (𝑆𝐴𝐶), (𝑆𝐵𝐶) vuông góc với nhau
theo giao tuyến 𝑆𝐶, và 𝐴𝐻 ⊂ (𝑆𝐴𝐶), 𝐴𝐻 ⟂ 𝑆𝐶, nên 𝐴𝐻 ⟂ (𝑆𝐵𝐶).

Vì 𝐴𝑆𝐶 nhọn nên 𝐻 thuộc tia 𝑆𝐶. Tam giác 𝑆𝐻𝐴 vuông
tại 𝐻, 𝐴𝑆𝐻 = 45∘, nên 𝑆𝐻 = 𝑆𝐴 cos 45∘ = 2

√
2 và 𝐴𝐻 =

𝑆𝐴 sin 45∘ = 2
√

2.
Hình chiếu của 𝐵 trên đường thẳng 𝑆𝐶 nằm trên tia 𝑆𝐶 (vì
𝐵𝑆𝐶 nhọn) và cách 𝑆 một đoạn 𝑆𝐵 cos 45∘ = 2

√
2 = 𝑆𝐻, nên

trùng 𝐻. Suy ra 𝐵𝐻 ⟂ 𝑆𝐶, 𝐵𝐻 = 2
√

2.

𝑆

𝐴
𝐵

𝐶

𝐻

Từ 𝐴𝐻 ⟂ (𝑆𝐵𝐶) có 𝐴𝐻 ⟂ 𝐵𝐻, nên 𝐴𝐵2 = 𝐴𝐻2 + 𝐵𝐻2 = 16, 𝐴𝐵 = 4, cùng kết quả. Ta có
𝑆𝑆𝐵𝐶 = 1

2 ⋅ 4 ⋅ 4 ⋅ sin 45∘ = 4
√

2, nên 𝑉 = 1
3𝑆𝑆𝐵𝐶 ⋅ 𝐴𝐻 = 1

3 ⋅ 4
√

2 ⋅ 2
√

2 = 16
3 .

Đáp số: 𝐴𝑆𝐵 = 60∘; 𝐴𝐵 = 4; 𝑉 = 16
3 .

Câu 5.3

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có góc nhị diện [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] =
120∘ và góc giữa hai đường thẳng 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 bằng 30∘.
Hai khoảng cách 𝑝 = d(𝐴, 𝐶𝐷), 𝑞 = d(𝐵, 𝐶𝐷) thay
đổi nhưng luôn thoả mãn 𝑝𝑞 = 36. Tìm giá trị nhỏ
nhất của độ dài 𝐴𝐵.

𝑝 𝑞

𝐴

𝐶 𝐷

𝐵

𝑃 𝑄

Lời giải. Áp dụng công thức (5.2). Viết (5.2) dưới dạng

𝐴𝐵2 sin2 30∘ = 𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑝𝑞 cos 120∘ = 𝑝2 + 𝑞2 + 𝑝𝑞.

Đánh giá. Áp dụng bất đẳng thức AM – GM, 𝑝2 + 𝑞2 ≥ 2𝑝𝑞 = 72, nên 𝐴𝐵2

4 ≥ 72 + 36 = 108,
𝐴𝐵 ≥ 12

√
3. Dấu bằng xảy ra khi 𝑝 = 𝑞 = 6.

Với 𝑝 = 𝑞 = 6, tứ diện tồn tại: dựng tam giác 𝐴′𝑄𝐵 trong mặt phẳng vuông góc với 𝐶𝐷 tại 𝑄
có 𝑄𝐴′ = 𝑄𝐵 = 6, 𝐴′𝑄𝐵 = 120∘ (khi đó 𝐴′𝐵 = 6

√
3), rồi lấy 𝐴 với ⃗𝐴′𝐴 song song với 𝐶𝐷 và

𝐴𝐴′ = 𝐴′𝐵 cot 30∘ = 18; ta được 𝐴𝐵 = 12
√

3 và góc giữa 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 bằng 30∘.
Vậy giá trị nhỏ nhất của 𝐴𝐵 bằng 12

√
3.

Đáp số: 𝐴𝐵min = 12
√

3 ≈ 20,78, đạt được khi d(𝐴, 𝐶𝐷) = d(𝐵, 𝐶𝐷) = 6.

Câu 5.4

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐵 = 10 và góc giữa hai
đường thẳng 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 bằng 30∘. Hai khoảng cách
𝑝 = d(𝐴, 𝐶𝐷), 𝑞 = d(𝐵, 𝐶𝐷) thay đổi nhưng luôn
thoả mãn 𝑝2 + 𝑞2 = 50. Tìm giá trị lớn nhất của
tổng 𝑝 + 𝑞 và tính góc nhị diện [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] khi tổng
đó lớn nhất.

𝑝

𝑞

10𝐴

𝐶

𝐷

𝐵

𝑃
𝑄
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Lời giải. Đánh giá. Ta có (𝑝 + 𝑞)2 ≤ 2(𝑝2 + 𝑞2) = 100 (tương đương (𝑝 − 𝑞)2 ≥ 0), nên 𝑝 + 𝑞 ≤ 10,
dấu bằng khi 𝑝 = 𝑞 = 5.

Áp dụng công thức (5.2). Ta có 𝐴𝐵2 sin2 30∘ = 25, nên cos[𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] = 𝑝2 + 𝑞2 − 25
2𝑝𝑞 . Với 𝑝 = 𝑞 = 5:

cos[𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] = 50 − 25
50 = 1

2 , [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] = 60∘.

Với 𝑝 = 𝑞 = 5, tứ diện tồn tại: dựng như Câu 5.3 với 𝑄𝐴′ = 𝑄𝐵 = 5, 𝐴′𝑄𝐵 = 60∘ (khi đó 𝐴′𝐵 = 5)
và 𝐴𝐴′ = 𝐴′𝐵 cot 30∘ = 5

√
3; ta được 𝐴𝐵 = √75 + 25 = 10 và góc giữa 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 bằng 30∘.

Vậy giá trị lớn nhất của 𝑝 + 𝑞 bằng 10 và khi đó [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] = 60∘.

Đáp số: (𝑝 + 𝑞)max = 10, đạt khi 𝑝 = 𝑞 = 5; khi đó [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] = 60∘.

Câu 5.5

Cho tứ diện 𝐴𝐵𝐶𝐷. Gọi 𝑃 , 𝑄 lần lượt là chân đường
vuông góc hạ từ 𝐴, 𝐵 xuống đường thẳng 𝐶𝐷. Biết
𝐴𝑃 = 3, 𝐵𝑄 = 5, 𝑃 𝑄 = 6 và 𝐴𝐵 = 7.

a) Tính côsin của góc nhị diện [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵].
b) Điểm 𝑀 chạy trên đường thẳng 𝐶𝐷. Tìm giá trị

nhỏ nhất của 𝐴𝑀 + 𝑀𝐵.

3
5

6

7𝐴

𝐶

𝐷

𝐵

𝑃
𝑄

𝑀

Lời giải.

a) Gọi 𝜑 là góc giữa 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷. Theo hệ quả của công thức (5.2), 𝐴𝐵2 = 𝑃𝑄2 + 𝐴𝐵2 sin2 𝜑, nên
𝐴𝐵2 sin2 𝜑 = 49 − 36 = 13. Theo (5.2),

cos[𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] = 𝐴𝑃 2 + 𝐵𝑄2 − 𝐴𝐵2 sin2 𝜑
2 𝐴𝑃 ⋅ 𝐵𝑄 = 9 + 25 − 13

2 ⋅ 3 ⋅ 5 = 21
30 = 0,7.

b) Đưa về hai căn bậc hai. Với 𝑀 thuộc đường thẳng 𝐶𝐷, đặt 𝑥 = 𝑃𝑀 , 𝑦 = 𝑄𝑀 . Tam giác 𝐴𝑃𝑀
vuông tại 𝑃 , tam giác 𝐵𝑄𝑀 vuông tại 𝑄 (hoặc suy biến khi 𝑀 ≡ 𝑃 , 𝑀 ≡ 𝑄), nên

𝐴𝑀 = √32 + 𝑥2, 𝑀𝐵 = √52 + 𝑦2, 𝑥 + 𝑦 ≥ 𝑃𝑄 = 6.

Đánh giá. Áp dụng bất đẳng thức Minkowski √𝑎2
1 + 𝑏2

1 + √𝑎2
2 + 𝑏2

2 ≥ √(𝑎1 + 𝑎2)2 + (𝑏1 + 𝑏2)2 (đây
là bất đẳng thức |𝑢⃗| + | ⃗𝑣| ≥ |𝑢⃗ + ⃗𝑣| với 𝑢⃗ = (𝑎1; 𝑏1), ⃗𝑣 = (𝑎2; 𝑏2)) cho hai cặp (3; 𝑥), (5; 𝑦):

𝐴𝑀 + 𝑀𝐵 ≥ √(3 + 5)2 + (𝑥 + 𝑦)2 ≥
√

64 + 36 = 10.

Dấu bằng. Đạt khi 𝑥 + 𝑦 = 6 (𝑀 thuộc đoạn 𝑃𝑄) và hai vectơ (3; 𝑥), (5; 𝑦) cùng hướng, tức 𝑥
3 = 𝑦

5 ;

suy ra 𝑥 = 9
4 , 𝑦 = 15

4 .

Vậy giá trị nhỏ nhất của 𝐴𝑀 + 𝑀𝐵 bằng 10.

Đáp số: a) cos[𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] = 0,7 (tức [𝐴, 𝐶𝐷, 𝐵] ≈ 45,6∘); b) min(𝐴𝑀 + 𝑀𝐵) = 10.
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6
CHƯƠNG

Đẩy thể tích tới giới hạn
Hai nguyên lí cực trị

Kiến thức trọng tâm

Bài toán cực trị thể tích thường quy về hai ý: biểu diễn thể tích qua một biến (góc, độ dài) rồi đánh
giá; hoặc nhận ra vị trí đặc biệt cho cực trị, thường là khi một mặt bên vuông góc với đáy.

Nguyên lí 1. Chiều cao lớn nhất khi mặt bên vuông góc với đáy

Cho tam giác 𝑆𝐴𝐵 và mặt phẳng (𝑃 ) chứa 𝐴𝐵, 𝑆 ∉ (𝑃). Gọi 𝐾 là chân đường vuông góc hạ
từ 𝑆 xuống 𝐴𝐵, 𝐻 là hình chiếu của 𝑆 trên (𝑃 ). Khi đó

d(𝑆, (𝑃 )) = 𝑆𝐻 ≤ 𝑆𝐾 = d(𝑆, 𝐴𝐵),

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi (𝑆𝐴𝐵) ⟂ (𝑃).
Do đó, nếu đáy 𝐴𝐵𝐶 cố định và mặt bên 𝑆𝐴𝐵 có hình dạng cố định, chỉ được gập quanh bản
lề 𝐴𝐵, thì 𝑉𝑆.𝐴𝐵𝐶 = 1

3𝑆𝐴𝐵𝐶 ⋅ 𝑆𝐻 ≤ 1
3𝑆𝐴𝐵𝐶 ⋅ 𝑆𝐾; thể tích lớn nhất khi (𝑆𝐴𝐵) ⟂ (𝐴𝐵𝐶), ứng

với vị trí 𝑆0 trên hình.

Chứng minh. Nếu 𝐻 ≠ 𝐾: ta có 𝑆𝐻 ⟂ 𝐴𝐵, 𝑆𝐾 ⟂ 𝐴𝐵
nên 𝐴𝐵 ⟂ (𝑆𝐻𝐾), suy ra 𝐻𝐾 ⟂ 𝐴𝐵 và 𝑆𝐾𝐻 là góc
phẳng của nhị diện cạnh 𝐴𝐵 (hoặc góc bù của nó). Tam
giác 𝑆𝐻𝐾 vuông tại 𝐻 nên 𝑆𝐻 = 𝑆𝐾 sin 𝑆𝐾𝐻 < 𝑆𝐾.
Nếu 𝐻 ≡ 𝐾 thì 𝑆𝐻 = 𝑆𝐾. Vậy 𝑆𝐻 ≤ 𝑆𝐾, dấu bằng
khi và chỉ khi 𝐻 ≡ 𝐾, tức 𝑆𝐾 ⟂ (𝑃). Mặt phẳng
(𝑆𝐴𝐵) chứa 𝑆𝐾 nên 𝑆𝐾 ⟂ (𝑃) kéo theo (𝑆𝐴𝐵) ⟂ (𝑃);
ngược lại, nếu (𝑆𝐴𝐵) ⟂ (𝑃 ) thì 𝑆𝐾 nằm trong (𝑆𝐴𝐵)
và vuông góc với giao tuyến 𝐴𝐵 nên 𝑆𝐾 ⟂ (𝑃).

𝑆

𝐴
𝐵

𝐶

𝐾

𝐻

𝑆0

Nguyên lí 2. Đưa về một biến rồi đánh giá

Với các bài có điểm chạy trên cạnh, đặt biến là góc hoặc độ dài, viết thể tích thành hàm số
một biến rồi dùng đạo hàm hoặc bất đẳng thức AM – GM. Một dạng thường gặp: với 𝑘 > 0,
0∘ < 𝜑0 < 90∘ và 𝛼 chạy trên đoạn [𝛼1; 𝛼2] ⊂ [0∘; 𝜑0], xét

𝑆(𝛼) = 𝑘
cos 𝛼 cos(𝜑0 − 𝛼), 𝛼 ∈ [𝛼1; 𝛼2]. (6.1)

• Nếu 𝜑0
2 ∈ [𝛼1; 𝛼2] thì 𝑆(𝛼) nhỏ nhất tại 𝛼 = 𝜑0

2 .
• Nếu 𝜑0

2 ∉ [𝛼1; 𝛼2] thì 𝑆(𝛼) nhỏ nhất tại đầu mút của đoạn gần 𝜑0
2 hơn.
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• 𝑆(𝛼) lớn nhất tại đầu mút của đoạn xa 𝜑0
2 hơn.

Chứng minh. Theo công thức biến đổi tích thành tổng,

cos 𝛼 cos(𝜑0 − 𝛼) = 1
2[cos 𝜑0 + cos(2𝛼 − 𝜑0)].

Vì cos(2𝛼−𝜑0) = cos |2𝛼−𝜑0| và hàm số côsin nghịch biến trên [0∘; 180∘] nên tích cos 𝛼 cos(𝜑0−
𝛼) (dương trên đoạn đang xét) lớn nhất khi |2𝛼 − 𝜑0| nhỏ nhất, tức tại 𝛼 = 𝜑0

2 nếu giá trị này
thuộc đoạn, tại đầu mút gần 𝜑0

2 hơn nếu không thuộc; tích nhỏ nhất khi |2𝛼 − 𝜑0| lớn nhất,
tức tại đầu mút xa 𝜑0

2 hơn. Tử số 𝑘 không đổi nên 𝑆(𝛼) biến thiên ngược lại.
Chú ý. Miền [𝛼1; 𝛼2] suy từ điều kiện các điểm thuộc cạnh (Ví dụ 6.1, 6.3, 6.4).

Ví dụ minh hoạ

Ví dụ 6.1

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy 𝐴𝐵𝐶𝐷 là hình vuông
cạnh 6 và 𝑆𝐴 ⟂ (𝐴𝐵𝐶𝐷), 𝑆𝐴 = 8. Trên đoạn 𝐵𝐶 lấy
𝑀 , trên đoạn 𝐶𝐷 lấy 𝑁 (𝑀 , 𝑁 có thể trùng đầu mút)
sao cho 𝑀𝐴𝑁 = 30∘. Đặt 𝐵𝐴𝑀 = 𝛼. Xét tính đúng, sai
của các mệnh đề sau.

𝑆

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝑀

𝑁

a) 𝑁𝐴𝐷 = 60∘ − 𝛼.

b) 𝑆𝐴𝑀𝑁 = 36
1 + 2 cos(2𝛼 − 60∘) .

c) Giá trị nhỏ nhất của 𝑉𝑆.𝐴𝑀𝑁 bằng 12.

d) Giá trị lớn nhất của 𝑉𝑆.𝐴𝑀𝑁 bằng 96
1 +

√
3 .

Lời giải.

a) Đúng. Vì 𝑀 thuộc đoạn 𝐵𝐶, 𝑁 thuộc đoạn 𝐶𝐷 nên 𝐵𝐴𝑀 ≤ 45∘ ≤ 𝐵𝐴𝑁 , suy ra 𝑁𝐴𝐷 =
90∘ − 𝛼 − 30∘ = 60∘ − 𝛼.

b) Đúng. Ta có 𝐴𝑀 = 6
cos 𝛼 , 𝐴𝑁 = 6

cos(60∘ − 𝛼) , và theo công thức biến đổi tích thành tổng

cos 𝛼 cos(60∘ − 𝛼) = 1 + 2 cos(2𝛼 − 60∘)
4 , nên

𝑆𝐴𝑀𝑁 = 1
2𝐴𝑀 ⋅ 𝐴𝑁 ⋅ sin 30∘ = 9

cos 𝛼 cos(60∘ − 𝛼) = 36
1 + 2 cos(2𝛼 − 60∘) .

c) Sai. Điều kiện 𝐵𝑀 = 6 tan 𝛼 ≤ 6, 𝐷𝑁 = 6 tan(60∘ − 𝛼) ≤ 6 cho 𝛼 ∈ [15∘; 45∘]. Ta có 𝑆𝐴𝑀𝑁 ≥
36
3 = 12, dấu bằng tại 𝛼 = 30∘, nên giá trị nhỏ nhất của 𝑉𝑆.𝐴𝑀𝑁 = 8

3𝑆𝐴𝑀𝑁 bằng 32. Số 12 là giá
trị nhỏ nhất của diện tích 𝑆𝐴𝑀𝑁 .
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d) Đúng. Với 𝛼 ∈ [15∘; 45∘] thì 2𝛼 − 60∘ ∈ [−30∘; 30∘], nên cos(2𝛼 − 60∘) ≥
√

3
2 và 𝑆𝐴𝑀𝑁 ≤ 36

1 +
√

3 .

Suy ra 𝑉𝑆.𝐴𝑀𝑁 ≤ 8
3 ⋅ 36

1 +
√

3 = 96
1 +

√
3 ≈ 35,14, dấu bằng tại 𝛼 = 15∘ (𝑁 ≡ 𝐶) hoặc 𝛼 = 45∘

(𝑀 ≡ 𝐶), hai vị trí này được phép.

Đáp số: a) Đúng; b) Đúng; c) Sai; d) Đúng.

Ví dụ 6.2

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy hình vuông cạnh 6, 𝑆𝐴 ⟂
(𝐴𝐵𝐶𝐷), 𝑆𝐴 = 4. Trên 𝐵𝐶 lấy 𝑀 , trên 𝐶𝐷 lấy 𝑁 sao
cho 𝑀𝐴𝑁 = 60∘. Tính giá trị nhỏ nhất của thể tích khối
chóp 𝑆.𝐴𝑀𝑁 (làm tròn đến hàng phần mười).

60∘

𝑆

𝐴

𝐵
𝐶

𝐷

𝑀

𝑁

Lời giải. Chọn ẩn và miền giá trị. Đặt 𝛼 = 𝐵𝐴𝑀 . Vì 𝑀 thuộc đoạn 𝐵𝐶, 𝑁 thuộc đoạn 𝐶𝐷 nên
𝐵𝐴𝑀 ≤ 45∘ ≤ 𝐵𝐴𝑁 , tia 𝐴𝑀 nằm giữa hai tia 𝐴𝐵, 𝐴𝑁 và 𝑁𝐴𝐷 = 90∘ − 60∘ − 𝛼 = 30∘ − 𝛼, với
𝛼 ∈ [0∘; 30∘]. Vì 𝐵𝑀 = 6 tan 𝛼 ≤ 6 tan 30∘ < 6 và 𝐷𝑁 = 6 tan(30∘ − 𝛼) < 6 nên mọi 𝛼 ∈ [0∘; 30∘] đều
cho 𝑀 , 𝑁 thuộc hai đoạn.

Biểu diễn diện tích. Ta có 𝐴𝑀 = 6
cos 𝛼 , 𝐴𝑁 = 6

cos(30∘ − 𝛼) , nên

𝑆𝐴𝑀𝑁 = 1
2𝐴𝑀 ⋅ 𝐴𝑁 ⋅ sin 60∘ = 9

√
3

cos 𝛼 cos(30∘ − 𝛼).

Đánh giá. Theo công thức biến đổi tích thành tổng, cos 𝛼 cos(30∘ − 𝛼) = 1
2 [cos 30∘ + cos(2𝛼 − 30∘)] ≤

2+
√

3
4 , dấu bằng khi 𝛼 = 15∘ ∈ [0∘; 30∘] (đúng như (6.1)). Suy ra

𝑆𝐴𝑀𝑁 ≥ 36
√

3
2 +

√
3 = 36

√
3(2 −

√
3) = 72

√
3 − 108, 𝑉𝑆.𝐴𝑀𝑁 = 4

3𝑆𝐴𝑀𝑁 ≥ 96
√

3 − 144 ≈ 22,28.

Dấu bằng khi 𝐵𝑀 = 𝐷𝑁 = 6 tan 15∘ = 6(2 −
√

3). Vậy giá trị nhỏ nhất của thể tích xấp xỉ 22,3.

Đáp số: 𝑉min = 96
√

3 − 144 ≈ 22,3.

IC DESIGN Trang 56/64



Chương 6. Đẩy thể tích tới giới hạn Mai Thành Luân 0854070701

Ví dụ 6.3

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy hình vuông cạnh 6, 𝑆𝐴 ⟂
(𝐴𝐵𝐶𝐷), 𝑆𝐴 = 6. Trên 𝐵𝐶 lấy 𝑀 , trên 𝐶𝐷 lấy 𝑁 sao
cho 𝑀𝐴𝑁 = 30∘. Tính giá trị nhỏ nhất của thể tích khối
chóp 𝑆.𝐴𝑀𝑁 .

𝑆

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝑀

𝑁

Lời giải. Chọn ẩn và miền giá trị. Đặt 𝛼 = 𝐵𝐴𝑀 . Điểm 𝑀 thuộc đoạn 𝐵𝐶 nên 𝐵𝐴𝑀 ≤ 45∘ ≤
𝐵𝐴𝑁 , do đó 𝐵𝐴𝑁 = 𝛼 + 30∘ và 𝑁𝐴𝐷 = 60∘ − 𝛼. Ta có 𝐵𝑀 = 6 tan 𝛼 ≤ 6 ⟺ 𝛼 ≤ 45∘ và
𝐷𝑁 = 6 tan(60∘ − 𝛼) ≤ 6 ⟺ 𝛼 ≥ 15∘. Vậy 𝛼 ∈ [15∘; 45∘].

Biểu diễn thể tích. Các tam giác 𝐴𝐵𝑀 , 𝐴𝐷𝑁 vuông tại 𝐵, 𝐷 nên 𝐴𝑀 = 6
cos 𝛼 , 𝐴𝑁 = 6

cos(60∘ − 𝛼) .
Suy ra

𝑆𝐴𝑀𝑁 = 1
2𝐴𝑀 ⋅ 𝐴𝑁 ⋅ sin 30∘ = 9

cos 𝛼 cos(60∘ − 𝛼), 𝑉𝑆.𝐴𝑀𝑁 = 1
3𝑆𝐴 ⋅ 𝑆𝐴𝑀𝑁 = 18

cos 𝛼 cos(60∘ − 𝛼).

Đánh giá. Theo công thức biến đổi tích thành tổng, cos 𝛼 cos(60∘ − 𝛼) = 1
2 [cos 60∘ + cos(2𝛼 − 60∘)] ≤

1
2 (1

2 + 1) = 3
4 , nên 𝑉𝑆.𝐴𝑀𝑁 ≥ 18 ∶ 3

4 = 24.
Điểm rơi. Dấu bằng xảy ra khi cos(2𝛼 − 60∘) = 1 ⟺ 𝛼 = 30∘ ∈ [15∘; 45∘]. Khi đó 𝐵𝑀 = 𝐷𝑁 =
6 tan 30∘ = 2

√
3, hai điểm 𝑀 , 𝑁 đối xứng qua 𝐴𝐶. Vậy giá trị nhỏ nhất của thể tích bằng 24.

Đáp số: 𝑉min = 24.

Ví dụ 6.4

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy là hình chữ nhật
với 𝐴𝐵 = 2𝐴𝐷 = 12 và 𝑆𝐴 ⟂ (𝐴𝐵𝐶𝐷), 𝑆𝐴 = 3.
Trên cạnh 𝐴𝐵 lấy 𝑀 , trên cạnh 𝐵𝐶 lấy 𝑁 sao cho
𝑀𝐷𝑁 = 60∘. Tính giá trị nhỏ nhất của thể tích khối
chóp 𝑆.𝐷𝑀𝑁 (làm tròn đến hàng phần mười).

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷
𝑀

𝑁

Lời giải. Chọn ẩn và miền giá trị. Đặt 𝛼 = 𝐴𝐷𝑀 . Vì 𝑀 thuộc cạnh 𝐴𝐵, 𝑁 thuộc cạnh 𝐵𝐶 nên
𝐴𝐷𝑀 ≤ 𝐴𝐷𝐵 ≤ 𝐴𝐷𝑁 , tia 𝐷𝑀 nằm giữa hai tia 𝐷𝐴, 𝐷𝑁 ; do đó 𝑁𝐷𝐶 = 90∘ − 60∘ − 𝛼 = 30∘ − 𝛼.
Ta có 𝐴𝑀 = 6 tan 𝛼 và 𝐶𝑁 = 𝐷𝐶 tan(30∘ − 𝛼) = 12 tan(30∘ − 𝛼). Điều kiện 𝑁 thuộc cạnh 𝐵𝐶:
12 tan(30∘ − 𝛼) ≤ 6 ⟺ tan(30∘ − 𝛼) ≤ 1

2 , nên 𝛼 ∈ [30∘ − 𝛼0; 30∘] với tan 𝛼0 = 1
2 (𝛼0 ≈ 26,57∘,

30∘ − 𝛼0 ≈ 3,43∘). Khi đó 𝐴𝑀 ≤ 6 tan 30∘ < 12 nên 𝑀 luôn thuộc cạnh 𝐴𝐵.

Biểu diễn thể tích. Ta có 𝐷𝑀 = 6
cos 𝛼 , 𝐷𝑁 = 12

cos(30∘ − 𝛼) , nên

𝑆𝐷𝑀𝑁 = 1
2𝐷𝑀 ⋅ 𝐷𝑁 ⋅ sin 60∘ = 18

√
3

cos 𝛼 cos(30∘ − 𝛼), 𝑉𝑆.𝐷𝑀𝑁 = 1
3 ⋅ 3 ⋅ 𝑆𝐷𝑀𝑁 = 𝑆𝐷𝑀𝑁 .
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Đánh giá. Theo công thức biến đổi tích thành tổng, cos 𝛼 cos(30∘ − 𝛼) ≤ 1
2(cos 30∘ + 1) = 2+

√
3

4 , nên

𝑉𝑆.𝐷𝑀𝑁 ≥ 72
√

3
2 +

√
3 = 72

√
3(2 −

√
3) = 144

√
3 − 216 ≈ 33,42.

Điểm rơi. Dấu bằng khi 𝛼 = 15∘, thuộc miền [30∘ − 𝛼0; 30∘]; khi đó 𝐴𝑀 = 6 tan 15∘ ≈ 1,61, 𝐶𝑁 =
12 tan 15∘ ≈ 3,22 < 6. Vậy giá trị nhỏ nhất của thể tích xấp xỉ 33,4.

Đáp số: 𝑉min = 144
√

3 − 216 ≈ 33,4.

Ví dụ 6.5

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có đáy 𝐴𝐵𝐶 đều cạnh 10 và 𝑆𝐵 = 8,
𝑆𝐶 = 6. Hạ 𝑆𝐻 ⟂ (𝐴𝐵𝐶) tại 𝐻, 𝑆𝐾 ⟂ 𝐵𝐶 tại 𝐾. Xét
tính đúng, sai của các mệnh đề sau.

a) 𝑆𝐾 = 24
5 .

b) Chiều cao 𝑆𝐻 của khối chóp luôn bằng 24
5 .

c) 𝑉𝑆.𝐴𝐵𝐶 = 25
√

3
3 ⋅ 𝑆𝐻.

d) 𝑉𝑆.𝐴𝐵𝐶 = 40
√

3 khi (𝑆𝐵𝐶) ⟂ (𝐴𝐵𝐶).

8

6

𝑆

𝐴

𝐵
𝐶𝐾

𝐻

Lời giải.

a) Đúng. Ta có 𝑆𝐵2 + 𝑆𝐶2 = 64 + 36 = 100 = 𝐵𝐶2 nên tam giác 𝑆𝐵𝐶 vuông tại 𝑆, đường cao
𝑆𝐾 = 𝑆𝐵 ⋅ 𝑆𝐶

𝐵𝐶 = 48
10 = 24

5 .

b) Sai. Theo Nguyên lí 1, 𝑆𝐻 ≤ 𝑆𝐾 = 24
5 , dấu bằng chỉ khi (𝑆𝐵𝐶) ⟂ (𝐴𝐵𝐶). Giữ nguyên tam giác

𝑆𝐵𝐶 và quay quanh 𝐵𝐶 đến vị trí góc nhị diện cạnh 𝐵𝐶 bằng 30∘ thì các giả thiết vẫn thoả mãn
nhưng 𝑆𝐻 = 𝑆𝐾 sin 30∘ = 12

5 .

c) Đúng. Ta có 𝑆𝐴𝐵𝐶 =
√

3
4 ⋅ 100 = 25

√
3, nên 𝑉𝑆.𝐴𝐵𝐶 = 1

3 ⋅ 25
√

3 ⋅ 𝑆𝐻 = 25
√

3
3 ⋅ 𝑆𝐻.

d) Đúng. Khi (𝑆𝐵𝐶) ⟂ (𝐴𝐵𝐶), 𝑆𝐾 nằm trong (𝑆𝐵𝐶) và vuông góc với giao tuyến 𝐵𝐶 nên

𝑆𝐾 ⟂ (𝐴𝐵𝐶), tức 𝐻 ≡ 𝐾 và 𝑆𝐻 = 24
5 . Khi đó 𝑉𝑆.𝐴𝐵𝐶 = 25

√
3

3 ⋅ 24
5 = 40

√
3; đây cũng là giá trị

lớn nhất của thể tích.

Đáp số: a) Đúng; b) Sai; c) Đúng; d) Đúng.
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Ví dụ 6.6

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có đáy 𝐴𝐵𝐶 và mặt bên 𝑆𝐴𝐵 là
hai tam giác đều cạnh 4. Tính giá trị lớn nhất của thể tích
khối chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶.

4

4

𝑆

𝐴 𝐵

𝐶

Lời giải. Gọi 𝐾 là trung điểm của 𝐴𝐵 và 𝐻 là hình chiếu của 𝑆 trên (𝐴𝐵𝐶). Tam giác 𝑆𝐴𝐵 đều
cạnh 4 nên 𝑆𝐾 ⟂ 𝐴𝐵 và 𝑆𝐾 = 4

√
3

2 = 2
√

3. Theo Nguyên lí 1, 𝑆𝐻 ≤ 𝑆𝐾 = 2
√

3. Diện tích đáy
𝑆𝐴𝐵𝐶 =

√
3

4 ⋅ 42 = 4
√

3, do đó

𝑉𝑆.𝐴𝐵𝐶 = 1
3𝑆𝐴𝐵𝐶 ⋅ 𝑆𝐻 ≤ 1

3 ⋅ 4
√

3 ⋅ 2
√

3 = 8.

Dấu bằng xảy ra khi (𝑆𝐴𝐵) ⟂ (𝐴𝐵𝐶): lấy 𝑆 trên đường thẳng qua 𝐾 vuông góc với (𝐴𝐵𝐶),
𝑆𝐾 = 2

√
3, thì 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 =

√
𝑆𝐾2 + 𝐾𝐴2 = √12 + 4 = 4, tam giác 𝑆𝐴𝐵 đều cạnh 4. Vậy giá trị

lớn nhất của thể tích bằng 8.

Đáp số: 𝑉max = 8.

Ví dụ 6.7

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có đáy 𝐴𝐵𝐶 đều cạnh 5 và tam
giác 𝑆𝐴𝐵 có 𝑆𝐴 = 5, 𝑆𝐵 = 6. Tính giá trị lớn nhất của
thể tích khối chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 (làm tròn đến hàng phần mười).

5

5 6

𝑆

𝐴 𝐵

𝐶

Lời giải. Gọi 𝐾 là chân đường vuông góc hạ từ 𝑆 xuống 𝐴𝐵. Tam giác 𝑆𝐴𝐵 có nửa chu vi 𝑝 =
5+5+6

2 = 8, theo công thức Heron 𝑆𝑆𝐴𝐵 =
√

8 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 2 = 12, nên 𝑆𝐾 = 2⋅12
5 = 24

5 . Theo Nguyên lí 1,
chiều cao của khối chóp không vượt quá 24

5 , do đó

𝑉𝑆.𝐴𝐵𝐶 ≤ 1
3 ⋅ 25

√
3

4 ⋅ 24
5 = 10

√
3 ≈ 17,32.

Dấu bằng xảy ra khi (𝑆𝐴𝐵) ⟂ (𝐴𝐵𝐶), tức tam giác 𝑆𝐴𝐵 nằm trong mặt phẳng qua 𝐴𝐵 vuông góc
với đáy. Vậy giá trị lớn nhất của thể tích bằng 10

√
3 ≈ 17,3.

Đáp số: 𝑉max = 10
√

3 ≈ 17,3.
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Ví dụ 6.8

Cho hình chóp tứ giác 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy 𝐴𝐵𝐶𝐷 là hình thoi
cạnh 6. Biết 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶 = 8. Tính giá trị lớn nhất
của thể tích khối chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 (làm tròn đến hàng phần
mười).

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

Lời giải. Gọi 𝐻 là hình chiếu của 𝑆 trên (𝐴𝐵𝐶𝐷).

Xác định chân đường cao. Vì 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶 nên 𝐻𝐴 =
𝐻𝐵 = 𝐻𝐶, tức 𝐻 là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác
𝐴𝐵𝐶. Tam giác 𝐴𝐵𝐶 cân tại 𝐵 nên 𝐻 nằm trên trung trực
của 𝐴𝐶, chính là đường thẳng 𝐵𝐷. Gọi 𝑂 là tâm hình thoi,
𝐵𝐷 = 𝑑 (0 < 𝑑 < 12); khi đó 𝐵𝑂 = 𝑑

2 và 𝐴𝐶 = 2√36 − 𝑑2
4 =√

144 − 𝑑2.

𝑆

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷 𝐻
𝑂

Tính chiều cao. Bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác 𝐴𝐵𝐶: 𝑅 = 𝐴𝐵⋅𝐵𝐶⋅𝐴𝐶
4𝑆𝐴𝐵𝐶

= 36⋅𝐴𝐶
4⋅ 1

2 ⋅𝐴𝐶⋅ 𝑑
2

= 36
𝑑 . Suy

ra 𝑆𝐻2 = 𝑆𝐵2 − 𝑅2 = 64 − 1296
𝑑2 ; điều kiện 𝑆𝐻 > 0 cho 𝑑 > 9

2 . Vậy 𝑑 ∈ (9
2 ; 12).

Biểu diễn thể tích. Ta có 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 = 1
2𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷 = 1

2𝑑
√

144 − 𝑑2, nên

𝑉 = 1
3 ⋅ 1

2𝑑
√

144 − 𝑑2 ⋅ √64 − 1296
𝑑2 = 1

6√(144 − 𝑑2)(64𝑑2 − 1296).

Đặt 𝑡 = 𝑑2 ∈ (81
4 ; 144): 𝑉 2 = 64

36(144 − 𝑡)(𝑡 − 81
4 ).

Đánh giá. Hai thừa số 144 − 𝑡 và 𝑡 − 81
4 dương, có tổng không đổi. Áp dụng bất đẳng thức AM – GM,

(144 − 𝑡)(𝑡 − 81
4 ) ≤ (144 − 81

4
2 )

2
= (495

8 )
2
,

nên 𝑉 ≤ 8
6 ⋅ 495

8 = 495
6 = 82,5.

Điểm rơi. Dấu bằng khi 144 − 𝑡 = 𝑡 − 81
4 , tức 𝑡 = 657

8 , 𝐵𝐷 = √657
8 ≈ 9,06 ∈ (9

2 ; 12). Vậy giá trị lớn
nhất của thể tích bằng 82,5.

Đáp số: 𝑉max = 82,5.
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Ví dụ 6.9

Cho hình hộp 𝐴𝐵𝐶𝐷.𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′ có 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷 = 𝐶𝐴′ =
3 và 𝐴𝐴′ = 𝐷𝐴′ = 3

√
2. Tính thể tích lớn nhất của khối

hộp (làm tròn đến hàng phần mười).

𝐴
𝐵

𝐶

𝐷

𝐴′
𝐵′ 𝐶′

𝐷′

Lời giải. Quy về tứ diện. Khối chóp 𝐴′.𝐴𝐶𝐷 có diện tích đáy 𝐴𝐶𝐷 bằng một nửa diện tích đáy
𝐴𝐵𝐶𝐷 và cùng chiều cao với hình hộp, nên 𝑉𝐴′.𝐴𝐶𝐷 = 1

3 ⋅ 1
2𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 ⋅ ℎ = 𝑉

6 .
Các góc ở đỉnh 𝐴. Theo định lí côsin trong các tam giác 𝐴𝐶𝐴′, 𝐴𝐷𝐴′:

cos 𝐶𝐴𝐴′ = 9 + 18 − 9
2 ⋅ 3 ⋅ 3

√
2

=
√

2
2 , cos 𝐷𝐴𝐴′ = 9 + 18 − 18

2 ⋅ 3 ⋅ 3
√

2
=

√
2

4 .

Góc 𝐶𝐴𝐷 thay đổi; đặt 𝑢 = cos 𝐶𝐴𝐷.
Biểu diễn thể tích. Theo công thức (4.3) tại đỉnh 𝐴:

𝑉𝐴′.𝐴𝐶𝐷 = 3
√

2 ⋅ 3 ⋅ 3
6

√1 − 1
2 − 1

8 − 𝑢2 + 2 ⋅
√

2
2 ⋅

√
2

4 𝑢 = 9
√

2
2 √𝑔(𝑢), 𝑔(𝑢) = −𝑢2 + 𝑢

2 + 3
8.

Đánh giá. Tam thức 𝑔 có hệ số của 𝑢2 âm nên lớn nhất tại đỉnh:

𝑔(𝑢) = 7
16 − (𝑢 − 1

4)
2

≤ 7
16,

dấu bằng khi 𝑢 = 1
4 . Giá trị này dựng được vì 𝑔(1

4) > 0, tức ba tia 𝐴𝐴′, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷 không đồng phẳng;
khi đó 𝐶𝐷2 = 𝐴𝐶2 + 𝐴𝐷2 − 2 𝐴𝐶 ⋅ 𝐴𝐷 ⋅ 𝑢 = 18 − 9

2 = 27
2 .

Do đó 𝑉𝐴′.𝐴𝐶𝐷 ≤ 9
√

2
2 ⋅

√
7

4 = 9
√

14
8 và 𝑉 = 6𝑉𝐴′.𝐴𝐶𝐷 ≤ 27

√
14

4 ≈ 25,26. Vậy thể tích lớn nhất của khối
hộp xấp xỉ 25,3.

Đáp số: 𝑉max = 27
√

14
4 ≈ 25,3.

Ví dụ 6.10

Cho lăng trụ tam giác 𝐴𝐵𝐶.𝐴′𝐵′𝐶′ có 𝐴𝐵′ = 𝐴𝐴′ = 4,
𝐴𝐶′ = 6, 𝐴′𝐵′ = 𝐴′𝐶′ = 2

√
2. Tính giá trị lớn nhất của

thể tích khối lăng trụ (làm tròn đến hàng phần mười).

𝐴 𝐵

𝐶

𝐴′ 𝐵′

𝐶′
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Lời giải. Quy về tứ diện. Khối chóp 𝐴.𝐴′𝐵′𝐶′ có cùng đáy và chiều cao với lăng trụ, nên 𝑉lt =
3𝑉𝐴.𝐴′𝐵′𝐶′ .
Các góc ở đỉnh 𝐴′. Theo định lí côsin trong các tam giác 𝐴𝐴′𝐵′, 𝐴𝐴′𝐶′:

cos 𝐴𝐴′𝐵′ = 16 + 8 − 16
2 ⋅ 4 ⋅ 2

√
2

=
√

2
4 , cos 𝐴𝐴′𝐶′ = 16 + 8 − 36

2 ⋅ 4 ⋅ 2
√

2
= −3

√
2

8 .

Góc ̂𝐵′𝐴′𝐶′ thay đổi; đặt 𝑢 = cos ̂𝐵′𝐴′𝐶′.
Biểu diễn thể tích. Theo công thức (4.3) tại đỉnh 𝐴′:

𝑉𝐴.𝐴′𝐵′𝐶′ = 4 ⋅ 2
√

2 ⋅ 2
√

2
6

√1 − 1
8 − 9

32 − 𝑢2 + 2 ⋅
√

2
4 ⋅ (−3

√
2

8 )𝑢

= 16
3 √𝑔(𝑢), 𝑔(𝑢) = −𝑢2 − 3

8𝑢 + 19
32.

Đánh giá. Tam thức 𝑔 có hệ số của 𝑢2 âm nên lớn nhất tại đỉnh:

𝑔(𝑢) = 161
256 − (𝑢 + 3

16)
2

≤ 161
256,

dấu bằng khi 𝑢 = − 3
16 . Giá trị này dựng được vì 𝑔(− 3

16) > 0, tức ba tia 𝐴′𝐴, 𝐴′𝐵′, 𝐴′𝐶′ không
đồng phẳng; khi đó 𝐵′𝐶′2 = 𝐴′𝐵′2 + 𝐴′𝐶′2 − 2 𝐴′𝐵′ ⋅ 𝐴′𝐶′ ⋅ 𝑢 = 8 + 8 + 3 = 19.
Do đó 𝑉𝐴.𝐴′𝐵′𝐶′ ≤ 16

3 ⋅
√

161
16 =

√
161
3 và 𝑉lt ≤

√
161 ≈ 12,69. Vậy giá trị lớn nhất của thể tích xấp xỉ

12,7.

Đáp số: 𝑉max =
√

161 ≈ 12,7.

Bài tập vận dụng cao

Câu 6.1

Cho tam giác đều 𝐴𝐵𝐶 cạnh 6 cố định và tam giác 𝑆𝐴𝐵
có 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 5, gập quanh cạnh 𝐴𝐵. Xét tính đúng, sai
của các mệnh đề sau.

a) Chiều cao lớn nhất của khối chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 bằng 5.
b) Thể tích lớn nhất của khối chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 bằng 12

√
3.

c) Khi thể tích lớn nhất thì 𝑆𝐶 = 7.
d) 𝑆𝐶 ⟂ 𝐴𝐵 với mọi vị trí gập.

6

5 5

𝑆

𝐴 𝐵

𝐶

Lời giải. Gọi 𝐾 là trung điểm của 𝐴𝐵. Tam giác 𝑆𝐴𝐵 cân tại 𝑆 nên 𝑆𝐾 ⟂ 𝐴𝐵, 𝑆𝐾 =√
𝑆𝐴2 − 𝐾𝐴2 =

√
25 − 9 = 4.

a) Sai. Theo Nguyên lí 1, chiều cao không vượt quá 𝑆𝐾 = 4 nên không thể bằng 5; chiều cao bằng
4 khi (𝑆𝐴𝐵) ⟂ (𝐴𝐵𝐶).

b) Đúng. Ta có 𝑆𝐴𝐵𝐶 =
√

3
4 ⋅ 36 = 9

√
3, nên 𝑉𝑆.𝐴𝐵𝐶 ≤ 1

3 ⋅ 9
√

3 ⋅ 4 = 12
√

3, dấu bằng khi (𝑆𝐴𝐵) ⟂
(𝐴𝐵𝐶).
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c) Sai. Khi đó 𝑆𝐾 ⟂ (𝐴𝐵𝐶) nên 𝑆𝐾 ⟂ 𝐾𝐶, với 𝐾𝐶 = 6
√

3
2 = 3

√
3. Suy ra 𝑆𝐶 = √16 + 27 =

√
43 ≠ 7.

d) Đúng. Với mọi vị trí gập, 𝐴𝐵 ⟂ 𝑆𝐾 và 𝐴𝐵 ⟂ 𝐶𝐾 (𝐶𝐾 là trung tuyến của tam giác đều), nên
𝐴𝐵 ⟂ (𝑆𝐾𝐶), do đó 𝐴𝐵 ⟂ 𝑆𝐶.

Đáp số: a) Sai; b) Đúng; c) Sai; d) Đúng.

Câu 6.2

Cho hình chữ nhật 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 𝐴𝐵 = 8, 𝐴𝐷 = 6 và tam
giác đều 𝑆𝐴𝐵 cạnh 8, gập quanh cạnh 𝐴𝐵. Tính thể tích
lớn nhất của khối chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 và độ dài 𝑆𝐶 khi đó.

8
6

8

𝑆

𝐴 𝐵

𝐶𝐷

Lời giải. Gọi 𝐾 là trung điểm của 𝐴𝐵. Tam giác 𝑆𝐴𝐵 đều cạnh 8 nên 𝑆𝐾 ⟂ 𝐴𝐵, 𝑆𝐾 = 4
√

3. Theo
Nguyên lí 1, chiều cao ℎ ≤ 𝑆𝐾 = 4

√
3, nên

𝑉𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 = 1
3𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 ⋅ ℎ ≤ 1

3 ⋅ 48 ⋅ 4
√

3 = 64
√

3.

Dấu bằng xảy ra khi (𝑆𝐴𝐵) ⟂ (𝐴𝐵𝐶𝐷); khi đó 𝑆𝐾 ⟂ (𝐴𝐵𝐶𝐷), nên 𝑆𝐾 ⟂ 𝐾𝐶. Ta có 𝐾𝐶2 =
𝐾𝐵2 + 𝐵𝐶2 = 16 + 36 = 52 và 𝑆𝐶2 = 𝑆𝐾2 + 𝐾𝐶2 = 48 + 52 = 100. Vậy thể tích lớn nhất bằng
64

√
3 ≈ 110,85, khi đó 𝑆𝐶 = 10.

Đáp số: 𝑉max = 64
√

3; 𝑆𝐶 = 10.

Câu 6.3

Cho hình chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy 𝐴𝐵𝐶𝐷 là hình vuông cạnh
6, 𝑆𝐴 ⟂ (𝐴𝐵𝐶𝐷) và 𝑆𝐴 = 9. Lấy 𝑀 trên đoạn 𝐵𝐶, 𝑁
trên đoạn 𝐶𝐷 sao cho 𝐵𝑀 + 𝐷𝑁 = 6. Tìm giá trị nhỏ
nhất của thể tích khối chóp 𝑆.𝐴𝑀𝑁 và tính 𝑀𝑁 khi đó.

𝑆

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝑀 𝑁

Lời giải. Đặt 𝐵𝑀 = 𝑥, 𝐷𝑁 = 𝑦 với 𝑥, 𝑦 ∈ [0; 6], 𝑥+𝑦 = 6. Khi đó 𝐶𝑀 = 6−𝑥 = 𝑦, 𝐶𝑁 = 6−𝑦 = 𝑥,
nên

𝑆𝐴𝑀𝑁 = 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 − 𝑆𝐴𝐵𝑀 − 𝑆𝐴𝐷𝑁 − 𝑆𝐶𝑀𝑁 = 36 − 3𝑥 − 3𝑦 − 1
2𝑥𝑦 = 18 − 1

2𝑥𝑦.

Theo bất đẳng thức AM – GM, 𝑥𝑦 ≤ (𝑥+𝑦
2 )2 = 9, nên 𝑆𝐴𝑀𝑁 ≥ 18 − 9

2 = 27
2 và 𝑉𝑆.𝐴𝑀𝑁 =

1
3 ⋅ 9 ⋅ 𝑆𝐴𝑀𝑁 ≥ 81

2 . Dấu bằng khi 𝑥 = 𝑦 = 3, thuộc [0; 6]: 𝑀 , 𝑁 là trung điểm của 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, và
𝑀𝑁 =

√
𝐶𝑀2 + 𝐶𝑁2 = 3

√
2. Vậy giá trị nhỏ nhất của thể tích bằng 81

2 , khi đó 𝑀𝑁 = 3
√

2.

Đáp số: 𝑉min = 81
2 , đạt khi 𝑀 , 𝑁 là trung điểm 𝐵𝐶, 𝐶𝐷; khi đó 𝑀𝑁 = 3

√
2.
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Câu 6.4

Cho khối hộp chữ nhật 𝐴𝐵𝐶𝐷.𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′ có độ dài đường
chéo 𝐴𝐶′ = 9. Tìm giá trị lớn nhất của diện tích toàn phần
khối hộp và tính thể tích khối hộp khi đó.

𝑎

𝑏

𝑐

𝐴 𝐵

𝐶𝐷

𝐴′ 𝐵′

𝐶′𝐷′

Lời giải. Đặt 𝐴𝐵 = 𝑎, 𝐴𝐷 = 𝑏, 𝐴𝐴′ = 𝑐, khi đó 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝐴𝐶′2 = 81. Ta có

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) = 1
2[(𝑎 − 𝑏)2 + (𝑏 − 𝑐)2 + (𝑐 − 𝑎)2] ≥ 0,

nên diện tích toàn phần 𝑆tp = 2(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) ≤ 2 ⋅ 81 = 162. Dấu bằng khi 𝑎 = 𝑏 = 𝑐, 3𝑎2 = 81,
𝑎 = 3

√
3: khối hộp là khối lập phương cạnh 3

√
3, thể tích (3

√
3)3 = 81

√
3 ≈ 140,30. Vậy diện tích

toàn phần lớn nhất bằng 162, khi đó thể tích bằng 81
√

3.

Đáp số: (𝑆tp)max = 162, đạt khi khối hộp là khối lập phương cạnh 3
√

3; khi đó 𝑉 = 81
√

3.

Câu 6.5

Cho khối chóp 𝑆.𝐴𝐵𝐶 có thể tích bằng 32, diện tích đáy 𝐴𝐵𝐶 bằng 24 và 𝐴𝐵 = 6. Tìm giá
trị nhỏ nhất của tổng 𝑆𝐴 + 𝑆𝐵.

Lời giải. Gọi 𝐻 là hình chiếu của 𝑆 trên (𝐴𝐵𝐶).

Chiều cao không đổi. Ta có 𝑆𝐻 = 3𝑉
𝑆𝐴𝐵𝐶

= 3⋅32
24 = 4, nên

𝑆𝐴 =
√

16 + 𝐻𝐴2, 𝑆𝐵 =
√

16 + 𝐻𝐵2.
Đánh giá. Áp dụng bất đẳng thức Minkowski √𝑎2

1 + 𝑏2
1 +

√𝑎2
2 + 𝑏2

2 ≥ √(𝑎1 + 𝑎2)2 + (𝑏1 + 𝑏2)2 (đây là bất đẳng thức
|𝑢⃗| + | ⃗𝑣| ≥ |𝑢⃗ + ⃗𝑣| với 𝑢⃗ = (𝑎1; 𝑏1), ⃗𝑣 = (𝑎2; 𝑏2), dấu bằng khi
hai vectơ cùng hướng) cho hai vectơ (4; 𝐻𝐴) và (4; 𝐻𝐵):

𝑆𝐴 + 𝑆𝐵 ≥ √(4 + 4)2 + (𝐻𝐴 + 𝐻𝐵)2.

𝑆

𝐴
𝐵

𝐶

𝐻

Trong mặt phẳng (𝐴𝐵𝐶) có 𝐻𝐴 + 𝐻𝐵 ≥ 𝐴𝐵 = 6, nên 𝑆𝐴 + 𝑆𝐵 ≥ √64 + 36 = 10.
Điểm rơi. Dấu bằng của bất đẳng thức Minkowski khi 4 ⋅ 𝐻𝐵 = 4 ⋅ 𝐻𝐴, tức 𝐻𝐴 = 𝐻𝐵; dấu bằng
của bất đẳng thức tam giác khi 𝐻 thuộc đoạn 𝐴𝐵. Hai điều kiện cùng xảy ra khi 𝐻 là trung điểm
của 𝐴𝐵; khi đó 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = √16 + 9 = 5. Vị trí này dựng được: lấy 𝐻 là trung điểm 𝐴𝐵, 𝑆 trên
đường thẳng vuông góc với (𝐴𝐵𝐶) tại 𝐻, 𝑆𝐻 = 4, thì 𝑉 = 1

3 ⋅ 24 ⋅ 4 = 32. Vậy giá trị nhỏ nhất của
𝑆𝐴 + 𝑆𝐵 bằng 10.

Đáp số: (𝑆𝐴 + 𝑆𝐵)min = 10, đạt khi hình chiếu của 𝑆 là trung điểm 𝐴𝐵.
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